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XXVII. kotet, 2024.

A kétoldali kozelités, leszamlalas mddszere

MADER ATTILA, SZALAT MATE

1. Bevezetés

Az emelt szintd matematika érettségi szobeli részének egyik témakore rendszeresen a
Bizonyitdsi mddszerek és bemutatdsuk tételek bizonyitdsdban cimet viseli. Nem csak a
didkok, de esetenként még a felkészitd, illetve vizsgaztato tandrok szamara is gondot
jelent, hogy a torzsanyag kovetelményeit tekintve pontosan mely modszerek is tekinthe-
t6k ide tartozonak, illetve, hogy a feleletre szant rovid idbe mely modszerek keriiljenek
bele, azokat mely tételeken keresztiil mutassa be a vizsgazo, hogy az rovid, érthets le-
gyen, de azért ne trivialis. A legtobb segédlet a kovetkezdket emliti: direkt bizonyitéas,
indirekt bizonyitas, teljes indukcio, skatulyaelv.

Sehol, vagy csak nagyon ritkin szerepel a kétoldali Gsszeszamlélas modszere. En-
nek ellenére ezt a modszert, illetve altalaban a kétoldali (meg)kozelitést a matematika
szamos teriiletén hasznalhatjuk a formalis bizonyitasok kikeriilésére, egyszertisitésére,
valamint ,szép”, a lényeget kiemels, szemléletes bizonyitasokhoz. A modszert elészor
Arkhimédész (i.e. 287 - i.e. 212) alkalmazta. A nézSpontvaltas kifejezetten nehéz a
matematikaban is.

A tobbféle szemlélet, ugyanannak a dolognak a tobb szempontbdl, iranybol, mod-
szerrel torténd megkozelitése azonban lehetévé teszi a mogé latast, a valodi okok felta-
rasat, a tényleges matematikai tartalomhoz valé hozzaférést (1. abra).

1. abra. Béka, vagy 167 - Béka is, 10 is
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2. Algebra

2.1. Miiveleti tulajdonsagok

Altalanos iskolaban keriilnek els elgszor absztrakt formajukban az algebrai kifejezések.
A tanulok absztrakcios készsége ebben a korban még nem minden esetben van olyan
szinten, hogy az (b + ¢)a = ba + ca tipust azonossagokat (miveleti tulajdonsagokat)
a maguk absztrakt formajaban el tudjak sajatitani. A sokszor kizarolag absztrakt for-
maban elsajatittatni kivant azonossagok tanulasi nehézségei, illetve gyakran kudarca
utan nem csoda, hogy sokaknél kés6bb is gondot okoz a hasonlé kifejezések kezelése.
Segitségiil hivva azonban egy egyszeri geometriai modellt - a téglalap (eddigre mar) is-
mert terililetszamitasi modjat - a megértést segithetjlik egy abraval, példaul a kévetkezd
modon (2. abra).

%/—/H_J

b+c b ¢

2. abra. (b+ c)a=ba+ ca

A bal oldali abran egy téglalap lathato, mely oldalainak hossza b + ¢ illetve a,

igy teriilete (b+ c)a. Vagjuk fel téglalapunkat a jobb oldali abran lathaté modon két
téglalapra. Igy két téglalapot kaptunk, melynek oldalai b és a illetve ¢ és a. Természe-
tesen a két rész teriiletének Osszege megegyezik az eredeti téglalap teriiletével, vagyis:
(b+ c)a = ba + ca.
Megjegyzés. A két tag Osszegének két tag Osszegével vett szorzataban a ,minden
tagot minden taggal” formalizmusa is konnyen érthetévé, s a késébbiekben kénnyebben
eléhivhatova tehetd a fentiekhez hasonld vizualis reprezentacio segitségével. Most is,
egy apro trikk segitségével egy megfelels téglalapot fogunk az oldalaival parhuzamos
vagasokkal feldarabolni, s a teriiletét a darabolas el6tti, illetve utéani allapotban felirni.
Tekintsiik ehhez a kovetkezs abrat (3. abra).

c+d

3. ébra. (a +b)(c+d) = ac+ ad + be + bd

2.2. Nevezetes azonossagok

A kilencedik osztalyos tananyag egyik jelentss része a nevezetes szorzatokkal, a szorzat-
ta alakitas kiilonb6z6 modszereivel, az algebrai tortekkel valé miiveletekkel foglalkozik.



10 Mdder Attila, Szalai Mdté

Ezen ismeretek eszkozszint birtoklasa elengedhetetlen feltétele a tovabbhaladasnak,
viszont tanulasuk nehéz. Ennek egyik oka, hogy tanitasuk, az alkalmazéasokat is bele-
értve, formalis.

A fenti, 4ltalanos iskoldban hasznalhato abrak apré modositasaval (pl. ha a 3. abra
megfelels két téglalapja négyzet) kozépiskolaban is jol hasznalhato segitséget kapha-
tunk (4. abra).

a ab &
ab b? }b
_

b

4. abra. (a +b)? = a® + 2ab + b?

A négyzet teriiletének kétféle modon torténd felirasaval ugyanis: (a + b)? = a® +
2ab + b? adodik.

2.2.1. Feladat. Igazoljuk, szemléltessiik, hogy

(a) a(b—c) =ab—ac, (d) (a—0b)? = a? — 2ab+ b2.
(b) (a—b)(c+d) =ac+ ad — bc — bd,
(¢) (a—=D)(c—d)=ac—ad—bec+bd, (e) (a+0b)® = a®+3a%b+ 3ab® + b>.

2.3. Nevezetes Osszegek - 1+2+3+...+n

Az els6 n pozitiv egész szam Osszegének zart alakjara vonatkozo, a szajhagyomany
alapjan Gausstol szarmazo szép bizonyitast sokan ismerik. Az igy kapott Osszefliggést:

mn+1)

1+2+3+...+n= 5

tanulmanyozva, a bizonyitas ellenére is gyakran meriilhet fel didkjainkban a miért,
egész pontosan a miért éppen ez kérdése. A kérdés megvélaszolhato, s ezaltal az Ossze-
fiiggés lényege, a formula mogotti valodi matematika(i tartalom) megvilagithatd egy
alkalmasan valasztott (Ossze)szamlalas kétféle modon torténd végrehajtasaval. Mindez
persze segithets, segitends egy-egy jo abraval. Az els6 n pozitiv egész Osszege termé-
szetes modon szemléltethets a kovetkezd modon. Helyezziink el kavicsokat (egységnyi
teriilet négyzeteket) az 5. abran lathato modon.

Amit kaptunk, az egy n x (n 4 1)-es téglalap fele (6. abra).

A fenti elrendezés kavicsainak szama (sikidom teriilete) kétféle modon is meghaté-
rozhato. A kavicsokat (négyzetek tertiletét) oszloponként Gsszegezve a kavicsok szdma
(a teriilet): 1+ 2+...+n. A kavicsokat (négyzetek teriileteit) egyszerre, a fél téglalap
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[ ]
e & 0 o
e & 0o 0 o

5. 4bra. 14+2+34...

6. abra. Az n X (n + 1)-es téglalap és a fele

segitségével Gsszeszamolva 2D szama kaviesot (nagysagu teriiletet) kapunk. Igy a

kavicsok szamanak (a sikidom teriiletének) kétféle modon torténd osszeszamlalasabol
kapjuk:
nn+1)

5

Megjegyzés. (A felfedeztetés fontossagardl) Az egyes kérdések megkozelitése alap-
vetGen kétféle iton torténhet. Az egyik a hagyomanyos, ,zart” at a Bizonyitsuk be,
hogy... tipust problémakitiizéssel. Ez azonban valdéjaban nem problémakitiizés. A
tobbletismerettel rendelkezd fels6bbrendiiségével ily médon megfogalmazott feladatok
nehezek. Nehezek, mert idegenek a didkok szaméra, igy értetleniil &llnak el6tte, s
legfeljebb annyi varhato el téliik, hogy teljes indukcioval, vagy valamely mas, akkor-
tajt tanult, tehat reflexszertien el6ugré modszerrel megprobaljak formalisan targyalni
a kérdést. Ez azonban nem ad vélaszt teljesen természetes moédon felmeriils és jo-
gos, de ugyanakkor megvalaszolatlan (és jelen megkozelitésben megvélaszolhatatlan)
,Miért?” tipusu kérdésekre. Igy jelen helyzetben nem is beszélhetiink (matematikai)
problémamegoldasrol, csak kizarolag formalis tevékenységrsl. Ezekre a kérdésekre a
legtobb formaélis bizonyitasi eljaras nem ad valaszt, s a tovabbi kérdésfelvetés sem segi-
ti. Minden esetben célunk kellene, hogy legyen az 1j ismeret felfedeztetése. Ha a diak
(iranyitott kisérletek sorozataval) maga jon ra az adott Osszefliggésre szémos sikeres
- és persze ezt megel6zend§ szamos értékes tapasztalattal szolgalo sikertelen - probal-
kozas utan, magaénak érzi azt, hiszen 6 maga talalta. A (kisérleti) fizikus, a kémikus
folyamatosan kisérletezik, s a kisérleteibdl szarmazo tapasztalataibol alkotja meg 1j is-
mereteit. S kisérletezik a maga modjan a matematikus is. Tanitasunkban ennek sajnos
vajmi kevés nyoma van. A zart végi feladatok korlatozo, az 6nallé gondolatokat kizard
merev keretei helyett engedjiink hat teret a nyitott kérdések szabadsaganak.

14+243+...+n=

2.3.1. Feladat. (a) Az 1,1+ 2,1+ 2+ 3,... sorozat tagjait haromszogszamoknak is
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szoktak nevezni. Miért?

(b) Azt tudjuk, hogy az egymast kovetd haromszogszamok kiilonbsége rendre 2,3, . ...
De mit mondhatunk két szomszédos haromszogszam Gsszegérsl?

2.4. Nevezetes Gsszegek - 1+3+5+...+2n—1

Az, hogy az elsé n pozitiv paratlan szam Gsszege éppen n?, kiilondsen megleps. A bizo-
nyitas persze torténhet a sokréttien hasznalhaté modszer, a teljes indukci6 alkalmaza-
saval, de egy ,sz6p” Gsszefiiggésre biztosan létezik a ,Nagy Kényv’!-be ill§ bizonyités is.
Talan ilyen a kovetkezs. Uj modszer keresése nem csak az iires formalizmus mellgzése
miatt sziikséges, hanem azért mert a teljes indukcids bizonyitas ebben az esetben sem
ad valaszt a miért-re, pedig egy jo6 bizonyitastol ezt mindenképp elvarhatjuk.

Helyezziink el n? szdmii kavicsot n x n-es négyzet alakban (7. &bra). Osszuk
fel négyzetiinket, az abran lathaté6 moédon. A kavicsok szdménak két aton térténd
meghatarozisabol:

1+3+...+(2n—1)=n2%

7. 4bra. Az n? szamu kavics és felosztasuk

2.4.1. Feladat. A fentiekhez hasonlé modszerek segitségével keressiink zart alakot az
alabbi Osszegekre

24+4+...42n,

(a
(b

1424+34+...+n—-14+n4+n—-14n—-24+...+2+1,

)
)
(c) 12422 +32 4+ ... +n?,
(d) 13423 +33+... +n?,
)

(e) f2+ f2+...4+ f2 ahol f, az n-edik Fibonacci-szamot jeldli, azaz: f1 = fo = 1,
fn = fn—l + fn—27 n>2.

2.4.2. Feladat. Igazoljuk, szemléltessiik, hogy

(a) 24+4+...42n=n(n+1),

1Erdss Pal szerint, kell léteznie egy ,,Nagy Konyv’-nek, minden tétel legszebb bizonyitasaval.
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) 1+24+...4n+n—14+n—2+4+...+2+1=n2

(¢) 12422 43% ... 4 p? = notlCntl)

2
(®ﬁ+?+§+m+ﬁze%ﬂ),

(e) f2+f2+...4+ f2= fafnr1, ahol f, az n-edik Fibonacci-szdmot jeloli.

2.4.3. Feladat. Vizsgiljuk a kivetkezd egyenlgségeket!

1+34+1=1%2+2%
1+3+5+3+1=2%432
1+3+5+7+5+3+1=23"+4%
A fentiek segitségével keressiik meg a szomszédos négyzetszamok Osszegének egy lehet-
séges elsallitasat.

2.4.4. Feladat. Fogalmazzunk meg észrevételeket az

1=13

24+4+4+2=23
3+6+9+6+3=3°
448+12+16+124+8+4 =43

egyenletek kapcsan és lassuk is be azokat.

2.5. Széveges feladatok

Az ugynevezett ,szoveges feladatok” megoldasa évek ota egyre problémasabb teriilete
a matematika tanitasanak, kimutathatéan rosszabbul sikeriilnek pl. az ilyen formaban
kitiizott érettségi feladatok is. Egyre komolyabb gondot okoz mar maga a szévegér-
tés is, majd a modell felallitasa, az eredmény értelmezése. (A modell formélis hasz-
nalata, tehat az egyenlet, egyenletrendszer stb. megoldéasa kevéssé.) Pedig az ilyen
tipusu feladatok megoldéasanak, illetve a széveghez tartozéd egyenlet, egyenletrendszer,
stb. felirasanak, altalaban véve a modell megalkotéasanak egyik leghatékonyabb modja
egyszerli: ugyanazt a mennyiséget két kiilonbéz6 modon is felirjuk az ismert adatok,
illetve az alkalmas modon bevezetett ismeretlen(ek) segitségével. Az alabbiakban erre
mutatunk egy példat.

2.5.1. Feladat. 1,3 kg sooldathoz 8 kg 15%-0s sooldatot ontiink, s igy 10%-o0s sooldat
jon létre. Hany %-os volt az eredeti oldat?

Megoldas. A modell megalkotasat segithetjiik egy egyszeri tablazat kitoltésével, pél-
daul a kévetkez6 modon.
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tomeg (kg) | toménység (%) | oldott anyag mennyisége (kg)
I oldat | 1,3 z S0
2. oldat 08 15 S
keverék 2,1 10

A tablazatban iiresen allo cellahoz tartozo érték, azaz a keverék oldott anyag tar-
talmat kétféleképp is fel tudjuk irni. Egyrészt, 2,1 kg 10%-os oldatrél van sz6, melynek
(kg-ban meért) oldott anyag tartalma 2’110'30, masrészt a keverék oldott anyag tartalma
megegyezik az egyes Osszetevik oldott anyag tartalmanak Gsszegével, s igy 11,3695 + 0’180'85.

Mivel ugyanazt a mennyiséget irtuk fel kétféleképp, kapjuk:

21-10 13-z N 0,8-15
100 100 100 °

Az egyenlet megoldasa (x = 7) adja az els§ Osszetevs (szazalékos) toménységét.

2.6. A val6s kitevds hatvany fogalma

Altalanos iskolaban bevezetjiik a pozitiv egész kitevss hatvany fogalmat. Erre épiilsen
kilencedik osztalyban a permanencia-elv segitségével definialjuk a nulla, és a negativ
egész kitevds hatvany fogalmat. Tizedik, tizenegyedik osztalyban az n-edik gyok fo-
galmanak felhasznalasaval alkotjuk meg a racionalis kitevsjd hatvany fogalmat. Az
exponencialis fliggvény bevezetése kapcsan pedig sziikségiink van a valos kitevss hat-
vany fogalmara is. FEzt az akkor rendelkezésre allo absztrakcios szint, elGismeretek,
eszkozok segitségével éppen a kétoldali kozelités segitségével tehetjiik meg, példaul a
kovetkez6 modon.

Az f : Q —» R, f(x) = 2* fliggvény szigorian monoton nd. Célszerd tehat gy
definialni az f fliggvény kiterjesztéseként a g : R — R, g(x) = 27 fiiggvényt, hogy az is
szigorian monoton névekedd legyen. Ehhez megfelel6 médon értelmet kell tulajdoni-
tanunk az irracionalis kitev§ji hatvanyoknak, példaul a 2v2 kifejezésnek is. Tekintsiik
a /2 kivetkezs kétoldali kozelitését.

1<vV2<2
1,4<v2<1,5
1,41 <v2 < 1,42
1,414 <v2 < 1,415
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Ekkor
2=2 <2V2 9224
2,63 ~ 214 <2V2 < 915 ~ 2 83
2,657 ~ 2141 <2V2 <« 2142 1 9 676
2,664 ~ 21414 9V2 - 9lA15 o 9 gg6

Ezeknek az intervallumoknak - az egymésba skatulyazott zart intervallumokra vo-
natkozo tétel alapjan - van pontosan egy kozos pontja, ez lesz a 2V2 ¢rtéke. Hasonloan
definidlhato az a®(a > 0,a # 1) kifejezés értéke is, tetszGleges x irracionalis kitevs
esetén (0 < a < 1 esetén szigori monoton csokkend, a > 1 esetén szigori monoton
noévekvd modon).

3. Szamelmélet

A kétoldali kozelités modszere a szamelmélet teriiletén is szamos érdekes eredményt
hozhat.

3.1. Az oszték szama

3.1.1. Feladat. Jeldlje d(n) az n pozitiv egész szam osztoinak a szaméat. Igazoljuk,

hogy
n

d(1) +d(2) +d3) + ... +dn) =n+ [g} + [%} Yot [ﬁ}

ahol [a] az a valos szam (also) egészrészét jeloli, azaz az a-nal nem nagyobb egészek
koziil a legnagyobbat.

Megoldas. Legyen n rogzitett pozitiv egész, s tekintsiink egy n x n-es tablazatot. A
tablazatban az i-edik sor j-edik elemét fessiik sziirkére, ha i|j, kiillonben meg fessiik
fehérre (8. abra).

8. abra. Az osztok szama

Vizsgaljuk meg, hany sziirke mezénk van oszloponként, illetve soronként Gsszegezve.
Vilagos, hogy a j-edik oszlopban éppen d(j) szamu sziirke mezd van, igy a tablazat
osszesen d(1)+d(2)+d(3)+. ..+ d(n) sziirke mez6t tartalmaz. Soronként szdmolva, az
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els§ sor teljesen sziirke, abban n sziirke mezé van, a méasodikban [%}, a harmadikban
[2], és igy tovébb, az utolso n-edik sorban csak 1 = [2]. Igy a teljes tablazatban
n+ [%} + [%} +...4 [%] sziirke mez& van. A két 6sszegnek meg kell egyeznie, hiszen

mindketten a tdblazatban 1év6 sziirke mezék szamat mutatjak, vagyis kaptuk:

A1) +d(2) +d(3) + ...+ d(n) =n+ [ 2] + [g} T [%}

3.1.2. Feladat. A fentiek segitségével adjunk becslést a

d(1) + d(2) +d(3) + ... + d(n)

hanyadosra.

Megoldas. Az egészrész definiciojabol vilagos, hogy ha 1 < k < n akkor

Po<lil=w

Igy a fenti eredményiinket hasznalva kapjuk:

(n—l)—|—(g—1)+...—|—(%—l> <A +d@) 4+ +dm) Sn+ T+ T+t

313

azaz

A +d@)+.. dm) 1 11
Sltgtgto.t-.

1 1
1+-+...+——-1<
2 n n n

Megjegyzés. A becslés érdekessége, hogy az also és fels6 becslés is minden hataron tul
nd, de kiilénbségiik 1.

4. Kombinatorika

A kétoldali 6ssze/leszamlalas egyik ,anyateriilete” a kombinatorika. Tekintsiik a kovet-
kezg feladatot.

4.1. Binomialis egyiitthatok, és ami mogottiik van

4.1.1. Feladat. Igazoljuk, hogy 1 +2+...4+n = (";Ll)

A fenti, és az ehhez hasonl6 feladat megoldas torténhet példaul teljes indukcioval,
vagy a binomidlis egyiitthatok definici6jat, tulajdonségait felhasznalo formalis atala-
kitasokkal. Ezen megoldasi modok egyike sem ad valaszt a mar kordbban is emlitett
»Miért” tipusu kérdésekre, a mogottes, valodi matematikai tartalmat megvilagitatlanul
hagyja.

Megjegyzés. Felépitéstdl fiiggden (Z) definialasra sor keriilhet Ggy, mint egy n elemi
halmaz k elemii részhalmazainak a szama, vagy (Z):#lk)' forméban is. Az els6
esetben tételként éppen az utobbi elGallitas lathato be, mig az utobbi definicié esetén
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az, hogy igy éppen egy n elemd halmaz k elemi részhalmazainak a szaméat kapjuk. A
kovetkezGkben targyaltak kisebb atalakitasokkal mindkét felépitésben hasznalhatok.
A kovetkezdkben modszeriinket alkalmazva megoldjuk a fenti feladatot.
Megoldas. A jobb oldalon egy n + 1 elemi halmaz kételemii részhalmazainak a szé-
ma all. Elég tehat belatni, hogy a bal oldalon is ez szerepel. Jelolje a halmaz elemeit
a1,02, .. .0y, apy1. Soroljuk fel az Gsszes kételemt részhalmazt a kivetkezd modon: Els-

szor vegyiik azokat, amelyekben ay szerepel: {a1, a2}, {a1,as}, ... {a1,an}, {a1,an41}-
Ezek szama n. Most vegyiik azokat, amelyekben a legkisebb indext elem ay. Ezek:
{az, a3}, {as,a4}, ..., {as,ant1}. Ezen részhalmazok szam éppen n — 1. Ezt foly-
tatva, azon részhalmazok, melyekben szerepld legkisebb indexd elem ay: {ag,ar+1},
{ag,ars2}, - {ak, anyi1}, szamuk pedig n+1—k. Igy tulajdonképpen az dsszes részhal-
mazt felsoroltuk, s az egyes csoportokban 1évé halmazok szama rendre n,n—1,...,2,1.
{a1, a2} {a1,as} {a1, a4} {a1, a5} e {ar,ans1} n
{ag,a3} {az,a4} {az,as5} {ag,ant1} n—1
{as, a4} {as, a5} {as,ans1} n—2
{a‘nflvan} {anflaan%»l} 2
{(l»,“ anJrl} ].

Felépitéstdl fliggetleniil kiemelten fontos az a pont, amikor az ismétlés nélkiili kom-
binéciok Osszekapcsolodnak az ismétléses permutéciok egy specialis tipusaval. A ko-
vetkez6kben erre mutatunk egy példat, a felfedeztetést segitendé modon, a kétoldali
Osszeszamlalas modszerét hasznalva.

Képzeljiink el egy tablat, amelyik n — k + 1 (0 < k < n) lépés hosszu és k + 1
lépés széles. Jelenleg a bal alsd sarokban egy egér {il, a tabla jobb fels6 sarkdban egy

S

E

1. tablazat. Az egér és a sajt

darab sajt van. Egeriink csak felfelé vagy jobbra léphet, mindig szomszédos mezére.
Hanyféleképp juthat el egeriink a sajthoz?

El6szor nézziik meg, hogy hany lépésre van sziiksége egeriinknek. Mivel az els sor
els6 mezGjében van jelenleg, még n — k-t kell jobbra, és k mez6t kell felfelé 1épnie. Okos
egeriink kétféle modon is gondolkodhat.

1. Mivel 6sszesen n — k jobbra, és k felfele 1épésre van sziiksége, készit magénak n
szamu kartyat, s ezek kozil n — k-ra —-t, k-ra pedig 1-t rajzol. Most ahanyféleképp
ezeket a nyilakat sorba tudja tenni, annyiféleképp tud a sajthoz is eljutni. Ezen sorba-
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rendezések szama pedig éppen = #'—k)" hiszen n szamu kartyaja van, amelyekbdl k
illetve n — k egyforma.

2. Egeriink ezt végiggondolva tulsagosan faraszténak érzi, ezért igy gondolkodik:
Ha lépéseimet egytsl n-ig megszamozom, és kivalasztom azokat, amelyeket folfelé kiva-
nok megtenni, egyértelmt, hogy a ki nem valasztott 1épéseket jobbra kell megtennem.
Igy annyi ut létezik a sajthoz, ahanyféleképp ki tudok valasztani az 1,2, ..., n szamok
koziil k-t, ezen kivalasztasok szama pedig éppen (Z)

Igy belattuk, hogy
n\ n!
k) kl(n—k)

Egy feladat nehézsége, megoldasi sikeressége, didkok korében valé népszertisége,
nem csak magén a probléméan mulik (tehat a fentiek mindegyike szubjektiv), hanem
annak ,talalasi modjan” is. Ennek szemléltetésére tekintsiik a kovetkezd feladatot.

4.1.2. Feladat. (a) Adjuk 6ssze a Pascal-hdromszog 0.,1.,2.,... soraban 1év6 eleme-
ket! Mit tapasztalunk? Fogalmazzuk meg sejtésiinket altalanosan (az n. sorra), és
bizonyitsuk is be!

(b) Igazoljuk, hogy egy n elemi halmaz Osszes részhalmazainak szama 2.
(¢) Igazoljuk, hogy a Pascal-haromszog n-edik soraban 4llo elemek Gsszege 2.

(d) Bizonyitsuk be, hogy (5) + (}) +...+ (1) =2".

Megoldas. A Pascal-hdromszog n-edik soraban, illetve a (d) egyenl@ség bal oldalan
egy n elemi halmaz Osszes részhalmazainak a szdma all. Legyenek a halmaz elemei
ai,as,...,a,. Minden részhalmazra igaz, hogy a;, vagy eleme, vagy nem. Igy az a;
elem kapcsan kétféleképp donthetiink (vagy beletessziik az adott részhalmazba, vagy
nem). Barhogyan is dontiink, ezen dontésiinktdl fiiggetleniil az ay elem esetében ismét
doénteniink kell, hogy beletessziik-e a részhalmazba. Igy az elsé két elem esetén mar
2 -2 = 4 lehetséges valasztas van. Az eljaras tovabb folytathato, s akarhogyan is
dontottiink az els§ k elem esetén a kdvetkezs elem figyelembe vételével a lehet&ségek
szama megkétszerezdik. Igy, az n-edik elemhez érve 2" kiilonb6zé részhalmazunk lesz.

A fenti modszer szemléletesebbé, és sokkal érthetébbé valik, ha felsoroljuk a halmaz
elemeit, és minden elem ala egy + vagy — jelet (esetleg 0-t vagy 1l-et) irunk, aszerint,
hogy szerepel-e az adott részhalmazban, vagy sem.

ai, as, as, an—1, (47%
+ - - + -

Igy minden elem alatt egymastol fiiggetleniil kétféle jel allhat, lehetGségeink szama
tehat: 2-2....-2=2",

4.1.3. Feladat. Igazoljuk, szemléltessiik, hogy

(@) ("¢ = () + (")



A kétoldali kézelités, leszamldlds mddszere 19

(b) ha 2 <k <mn, akkor ("}') = (123) +2- (121) + (")

(c) ha 0 <j <k <n,akkor ("{*) =323, () ("i157),

A Pascal-haromszog felépitése mogotti osszefiiggésre (a) is adhatunk szép, a kétol-
dali 6sszeszamlalas modszerét alkalmazo bizonyitést, illetve ezen Gsszefiiggésbdl szamos
més, forméalisan igencsak nehezen igazolhato allitast, feladatot krealhatunk, s igazol-
hatunk hasonlé egyszerti, szemléletes moédon.

Megoldas.

(a) Képzeljiik el, hogy egy n+1 tagi osztalyban k tagu kiildottséget kell valasztanunk.
Ezt persze (”Zl) modon tehetjiilk meg. De ha kiilon figyelemmel kisérjiik Abel
(aki persze tagja az osztélynak) sorsat, akkor ugyanerre a problémara egy tjabb
megoldast is talalhatunk. Sokkal most sem bonyolultabb helyzetiink, Abel vagy
belekeriil a kiildottségbe, vagy nem. Ha igen, akkor 6 méar ugye tag, tehat az
osztaly maradék n tagjabol kell még k — 1 kiildottet valasztani, ezt pedig (kfl)
modon tehetjitk meg. Ha pedig Abel nem tagja a kiildottségnek, akkor mind a k
kiildottet az osztaly tobbi, n szamu tagja koziil kell megvalasztani, erre pedig (Z)
lehetéségiink van. Igy kiildStteket Ssszesen, egy mas nézdpont szerint, (7) + (,",)-
féle modon vélaszthatunk.

(b) Most valasszuk kiilon azokat az eseteket, amikor az osztaly két tagja, Abel és Balazs
koziil mindketten, pontosan az egyikiik, illetve egyikiik sem tagja a bizottsagnak.

(c) Kisérjiik figyelemmel most az osztély j szamu tanulojanak sorsét.

A kétoldali Osszeszamlalas modszerével nem csak a lényeget lattato, de egyszert,
szép, szamolassal, formalis atalakitassal nem jaré megoldasok is adhatok, olykor meg-
lep6 interpretacioval is. FEzt szem el6tt tartva oldjuk meg a kdvetkezs feladatot.

4.1.4. Feladat. (a) 2"- (j) +2"'- (1) +2"2-(5)+...+2-(,") +1- (1) =3,

n—1
k k
(b) EZ:O Zm:O (Z) (m) =3"
A binomialis egytitthatokat tartalmazo Pascal-hdromszog és a Fibonacci-szamok
kapcsolatat targyalhatjuk modszeriink segitségével akar a kovetkezd modon is.

Kicsit tiizetesebben vizsgalva a Pascal-haromszoget, észrevehetjiik, hogy a Pascal-
haromszog sorait megfelel6 modon ,ferdén” Osszegezve épp a megfelel6 Fibonacci-
szamokat kapjuk.

1
+ 1
2
3
// 5
8
///’/” o
4 1
10 10 5 1
6 15 20 15 6 1
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Maga az észrevétel meglepd lehet, s6t formuldba ontve a kévetkezd, nem til barat-
sagos feladatot kapjuk.

4.1.5. Feladat. Igazoljuk, hogy

ahol f, az n-edik Fibonacci-szamot jeldli.

Sem a kitiizés modja, sem az ebbdl valosziniisithet6 megoldasi modszerek nem adnak
valaszt ezen megleps Osszefiiggés okara. Kissé tavolabbrél indulva azonban minden
kérdést megvalaszold megoldast talalhatunk. Oldjuk meg hat a kovetkezs feladatot
(kétféle modon).

4.1.6. Feladat. Egy haz minden emeletét kékre vagy fehérre szeretnénk festeni, de két
szomszédos emelet nem lehet egyszerre kék. Hanyféle szinezés lehetséges egy n emeletes
héz esetén?

Megoldas. (1.) Jelolje tehat h, egy n emeletes haz lehetséges szinezéseinek szamat.
Egyemeletes haz esetén kétféleképp szinezhetiink, vagy fehérre vagy kékre festjiik az
egyetlen emeletet. Két emelet esetén harom lehetségiink van a szinezésre, a kovetke-
z6képp: fehér-fehér, fehér-kék, kék-fehér. Egy n emeletes haz esetén az n-edik emelet
vagy fehér, vagy kék. Amennyiben fehér, akkor az alatta 1évé n — 1 emelet tetszdlege-
sen szinezhet§, azaz az ilyen n emeletes megfelelGen szinezett hazak szama megegyezik
az n — 1 emeletes megfelelGen szinezett hazak szamaval (h,_1). Ha az utolso, n-edik
emelet szine kék, akkor az n — 1-edik emelet sziikségképpen fehér, igy a maradék n — 2
emeletet kell szinezni, ami pontosan annyiféleképp lehetséges, ahanyféleképp egy n — 2
emeletes héaz kifesthets a feltételeknek megfelelden (h,—_3). Ekkor: hy = 2, hy = 3,
hy = hp_14+h,—ohan > 3. Azaz: h, = f,12. (2.) Legyen az n emeletes haz k emelete

kék. Ekkor a maradék n — k fehér emelet kozott, alatt és felett 6sszesen n — k + 1 hely
van, ide helyezhetjiik el a k darab kék emeletiinket ami (n—]l:-H) féleképp lehetséges. A
kék emeletek szama 0-tol addig valtozhat, amig a fenti elhelyezés lehetséges azaz:

k<n-—-k+1
2k<n+1

n+1
< .

L%-l]

hn:[i (n_:+1>'

k=0

Kaptuk tehat:

Az sszefliggést n + 2-r6l n-re atirva készen vagyunk.

4.1.7. Feladat. Igazoljuk, szemléltessiik, hogy
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(a) n("") =k (R),
) (G2 =G,
() )+ ("N ++ () = G-

4.1.8. Feladat. Hany olyan n hosszusagu fej-iras sorozat van, melyben két fej nem
allhat egymés mellett?

4.2. Particiék

Egy n pozitiv egész szam particioi alatt értjiilk az n szam pozitiv egészek Osszegeként
valo felirasat, ahol az 6sszeadandé tagok sorrendje nem szamit.

4.2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy han, k € N akkor az n azon particiéinak szdma, mely-
ben minden tag legfeljebb k, megegyezik az n legfeljebb k tagot tartalmazoé particidinak
szaméval.

Megoldas. Az n szam particidinak szdma természetes modon szemléltethets a kovetke-
z6 modon. Helyezziink el egységnégyzeteket egymas mellé illetve f6lé ugy, hogy minden
particio a particié méretének megfelels szamu egységnégyzetbdl alljon.

Forgassuk el az abrat 90-kal! (Vagy egyszeriien csak nézziink ra ugyanarra az abrara
egy masik iranybol!

Ha az els6 abran talalhato particio minden tagja legfeljebb k, az éppen azt jelenti,
hogy az elforgatott abra egy olyan particiot mutat, melynek legfeljebb k tagja van.
Tehat minden legfeljebb k-t tartalmazo particidhoz tartozo abra ugyanakkor pontosan
egy legfeljebb k tagu particié abraja is. Ezen észrevételiinkkel éallitasunkat belattuk.

5. Analizis

A kovetkezdkben néhany példat mutatunk az analizis teriiletérsl modszeriink megjele-
nésére, alkalmazasi lehet&ségeire.
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5.1. Rendér-elv

Elemi analizis egyik, sorozatok hatarértékére vonatkozo Osszefiiggése a rendér-elv néven
is ismert tétel:

Tétel: Legyenek a,, by, ¢, valos szamsorozatok, melyekre (majdnem) minden n € N
esetén a, < b, < ¢, teljesil. Ekkor ha lim, . a, = lim,_, ¢, = a, akkor a b,
sorozat is konvergens, és lim,, o, b, = a.

5.1.1. Feladat. Hatarozzuk meg az b,, = /3™ + 5" sorozat hatarértékét.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd becslést, amely minden n € N esetén fennall:

an = V5" < /37 + 57 < /B 4 51 = ¢,
Mivel a,, = 5 és ¢, = /2 - 5, és gy lim,, o an = 5, valamint lim,, .. ¢, = 5, ezért

lim b, = lim /3" +57 =35.

n—oo n—0o0

5.2. Végtelen sorok - Egy mértani sor

Modszeriink segitségével (bizonyos tipust) végtelen dsszegek is kezelhetévé, targyalha-
tova valnak elemi eszkozok segitségével.

5.2.1. Feladat. Régen arultak olyan csokoladét, amely papirjaban egy szelvény volt,
s tiz szelvényért egy ujabb tabla csokoladét lehetett kapni. Valojaban hany tébla
elfogyaszthato csokoladét ért egy ilyen tabla csokoladé? (A feladat Kalmar Laszlotol
(1905-1976) szarmazik.)

Megoldas. Minden téabla csokoladéban van egy szelvény, amely a szabalyok értelmé-
ben egy tized csokoladét ér. De ebben a tized csokoladéban is rejlik egy tized cédula,
amely szintén ér valamennyi csokoladét, s.i.t. Igy egy tabla csokoladé valojaban

10102103 T q0n

csokoladét ér.

Nézziik most kicsit mas szemmel a csokoladénkat! Pisti 9 cédula birtokdban bemegy
a boltba, s megkéri az eladondt, akivel joban van, hiszen gyakran véasarol nala csoko-
1adét, hogy egy pillanatra adjon oda neki a polcrél egy csokit, s 6 kisvartatva ki fogja
azt fizetni. Pisti, amint megkapta a csokit, kibontja azt, s kiveszi beléle a fizetéshez
hianyzo, tizedik szelvényt, majd a tiz szelvénnyel ki is fizeti a csokoladéjat. Igy 9 csoki
araért 10-et kapott, vagyis egy csoki valojaban % csokoladét ér. Ezzel belattuk:

oo

10 102 103 7710 T won 97

n=0
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5.3. Egy nem mértani sor - egy geometriai modell

5.3.1. Feladat. Hatarozzuk mega » -, 5 SOT Osszegét?!

Megoldas. Tekintsiik a 9-es abrat! A bal oldalon lathato téglalapok teriileteinek
Osszege: % + 2% + 2% + ...+ 55 + ..., ez vilagos, hogy megegyezik a jobb oldalon
taldlhato téglalapok teriiletének Osszegével - a két abra eltolassal egymasba vihets -
amely: 1+ % + 2% + 2% +... .+ 2% + .... Ezen 6sszeg pedig - mivel egy konvergens
mértani sor Gsszege - konnyen szamolhato. Igy kaptuk:

PP SVRE W S
=l sttt ot =2

n=0

|
W= ool

Ml

By 1

ol
el
ool

9. abra. Az Osszeg kétféleképp

Megjegyzés. A jobb oldali 6sszeg is meghatarozhato, a konvergens mértani sorok
ismerete nélkiil is a kovetkezs feladat segitségével.

5.3.2. Feladat. Van egy kor alaku tortank, melyet tgy szeretnénk teljesen megenni,
hogy végtelen hosszi életliink minden napjan egyiink belsle. Hogyan jarjunk el?

Megoldas. Az els6 napon egyiik meg a torta felét, a masodik napon a maradék
rész felét, és igy tovabb. Igy az n-edik napon a torta %—ed részét essziik meg, azaz:
ttEmtmt...+...=1

A feladatban szereplé sor masképp is Osszegezhets, az emelt szintd kozépiskolas
ismereteket meg nem haladé moédon, az Osszeg a kévetkezd, 6tletesen kifrt végtelen sok
mértani sor Gsszegének Osszegeként szamolhato.

2Richard Swineshead, angol matematikus egy fizikai probléma vizsgalata soran foglalkozott elészor
ezzel a sorral a XIV. szazadban.
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A fenti mértani sorok Osszegeit Osszegezve a 1+ % + 2% + 2%, +...+ 2% mértani sor
adodik melynek Osszege 2.

5.4. A hatérozott integral és a grafikon alatti teriilet

Az analizis egyik, alkalmazéasok szempontjabol is jelentss teriilete az integralszamitas.
Mar a Kr.e. 1800 koriil keletkezett hires Moszkvai Tekercsen is megtalalhaté a ha-
tarozott integralszamitas alapgondolata a csonka kupok és csonka gulak térfogatainak
kiszamitasa kapcsan. Az okori gorogoknél a modszer fejlettebb valtozataval talalkozha-
tunk. Az Gn. infinitezimalisokat (végteleniil kicsi mennyiségeket) elészor Arkhimeédeész
hasznalta, amellyel jelentés eredményeket ért el. Azonban azt meg kell emliteni, hogy
maga Arkhimédész sem tartotta pontosnak sajat bizonyitésait. A mai értelemben vett
integralszamitas Newton és Leibniz, valamint t6bbek k6zott Cauchy, illetve Riemann
munkassaga nyoman alakult ki.

Komoly gyakorlati jelent&séggel bir kiilonb6z6 sikidomok ,nagysaganak” kiszami-
tasa. A sokszogeknél ez megfelels adatok birtokdban altalaban nem jelent problémaét,
azonban méar a kor teriiletének meghatarozasa (igazolasa) sem feltétlen egyszerd. Ko-
vetkez&ben olyan eljarast ismertetiink, amelyet Arkhimédész dolgozott ki a parabola-
szelet teriiletének meghatéarozésara. Ezt szokas hivni a kétoldali kozelités modszerének.

5.4.1. Feladat. Szdmitsuk ki az y = 22 egyenletd parabola grafikonja alatti teriiletet
a [0; 1] zart intervallumon!

Megoldas. A teriiletre intuitive rogtén tudunk egy becslést adni, hiszen legalabb nulla,
persze nagyobb is néla, illetve az egységnégyzet teriiletének a felénél kisebb. Azonban
ennél pontosabban szeretnénk meghatarozni, s6t meg szeretnénk hatarozni a teriiletet.
Ezt a kovetkezSképpen tudjuk megvaldsitani.
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A keresendd teriiletet jeloljiik T-vel, amirdl mar
tudjuk, hogy 0 < T' < 1/2. Osszuk fel a [0;1]
intervallumot n egyenld részre, ahol n € N. A
it , gorbe alatti teriilet az i-edik részintervallumon
( ] ------------- = alulrol, illetve feliilrsl becsiilhets egy-egy tég-
[ | P lalap teriiletével. Az i-edik részintervallumhoz
[ j tartozo téglalapok teriilete az (abra alapjan):

1 . 1 2 . 1 2 1 . 2 .9
1 ~ (! = (i=1) , illetve — L) = Z—,
n n n3 n\n n3

igy a grafikon alatti T teriilet a [0; 1] intervallu-
10. abra. A grafikon alatti teriilet mon alulrol és feliilrél is egyszerre becsiilve:
kétoldali kozelitése

¥><

ll

1 1
5(12+22+...+(n—1)2) <T< $(12+22+...+n2).
Ekkor az els6 n pozitiv egész négyzetének zart alakjara vonatkozo

nn+1)2n+1)

124224+ ... +n%2= G

Osszefiiggés segitségével a kovetkezs becslést tudjuk adni:

(n— 1)n((2n -1 <T< n(n + 1)((2n + 1)’
6n3 - 6n3

() Ga) =) )

1
Ekkor a lim,_,,, — = 0 hatarérték felhasznalasaval lathato, hogy az egyenlGtlenség két
n

1
oldalan all6 sorozatok hatarértéke 3’ vagyis igy T = 3"

5.4.2. Feladat. Adott az f : [0;a] — R, f(z) = 2® fiiggvény, ahol a > 0. Hatarozzuk
meg a fliggvény grafikonja alatti zart sikrész teriiletét.

A teriilet ezen modon torténé meghatarozasanak sikeressége az also, illetve a fels
kozelits osszegek kiszamitésan is mualt. Igy a kétoldali kozelités vezethet el egy korrekt,
de a szemléletet erGteljesen kihasznalo felépitésben a hatarozott integral fogalmahoz.

Definicié. Egy [a;b] zart intervallumon értelmezett, korlatos f fliggvényt pontosan ak-
kor neveziink integralhatonak, ha egyetlen egy olyan szam létezik, amely az f fliggvény
egyetlen als6 kozelitGosszegénél sem kisebb, és egyetlen fels§ kozelitGosszegénél sem
nagyobb. Ezt a szamot az f fiiggvény [a; b]-n vett hatarozott (Riemann) integraltjanak

nevezziik, és
b
/ f(z)dz
a
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modon jeloljiik. Az ilyen tulajdonsagn fiiggvényeket szokas nevezni Riemann- integral-
hato fiiggvényeknek.

Ezt a jelolést hasznélva a fentiek alapjan

1
1

/ 2?de = =
0 3

adodik.

6. Geometria

6.1. Analitikus geometria - Vektorok skalaris szorzata

A derékszogi koordinata-rendszerben koordinataival adott vektorok hajlasszoge kisza-
mitasanak egyik legegyszertibb, tankonyvi moédja, épp a vektorok skalaris szorzata-
nak kétféle modon torténd felirasabol adodik. Legyenek adottak a koordinatasikon
az 7(a1;a2) és ?(bl; by) vektorok, jelolje ezen vektorok hajlasszogét «. Ekkor a két
vektor skalaris szorzata definicié szerint:

7-?:|7|-\?\-005a:\/a%—i—a%-\/b%—&—b%-cosa.

a koordinatakkal kifejezve pedig
%
a-b =a1 by +asy - bs.

A skalaris szorzat kétoldali megkozelitésébdl adodik, hogy

\/a%—i—a%-\/b%—i—b%-cosa:al-bl—l—ag-bg (1)
Innen a két vektor hajlasszogének koszinuszat kifejezve:
ai - b1 + ag - bQ
2 2 2 12
\/a1+a2~\/b1+62

Megjegyzés. A (1) egyenlethbdl, figyelembe véve, hogy cos a < 1 egyszertien adodik (két
tagra) a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-féle egyenlStlenség is: Tetszdleges aq; ag; by ; bo
valés szdmokra:

cosx =

\/af—ka%-\/b%+b§2a1-b1+a2~b2.

6.2. Racsgeometria - Pick-képlet

A geometria egyik érdekes (hatar)teriilete a szamelméleti tételek geometria megkoze-
litésére lehetGséget biztositd racsgeometria. A derékszogld koordinatarendszer egész
koordinataju pontjait racspontoknak nevezziik. A racssokszog olyan sokszog, amely-
nek minden csticsa racspont. (Erdekes példaul, hogy csak paros oldalszamu egyenls
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oldalu racssokszog létezik.) Egy racsharomszoget tiresnek neveziink, ha csicsain ki-
viil sem a hataran, sem a belsejében nem tartalmaz racspontot. A récsgeometria egy
kozponti Osszefliggése a réacssokszogek teriiletét a ,kapcsolodd” racspontok szamanak
segitségével megado Pick-képlet. Ehhez jutunk el modszeriink segitségével az alabbiak-
ban. Felhasznaljuk, hogy minden {ires racsharomszog teriilete % Oldjuk meg el6szor
a kovetkezd feladatot.

6.2.1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy racssokszog hataran h, belsejében b racspont
van, akkor a sokszog h + 2b — 2 {ires racsharomszogre bonthato.

Megoldas. A racssokszogek iires racsharomszogekre bontésa nem egyértelmt, viszont
a felbontashoz sziikséges iires racsharomszogek szama fliggetlen a felbontas modja-
tol, s a keresett Osszefliggés éppen ezen a meglepd allitason mulik, melynek igazolasa
modszeriinkon nyugszik. Legyen egy adott felbontas (11. abra) soran keletkezd iires
racsharomszogek szama n. Szamitsuk ki a felbontasban szereplé haromszogek belsd
szogeinek Osszegét kétféle modon.

(1.) Az els6 ,mod” igencsak egyszerii: n haromszog belss szogeinek Gsszege n - 180°.
(2.) Masrészt az Osszeg adodik a bels§ pontok koriili cstucsoknal keletkezs 360°-os sz6-
gekbdl, masrészt a sokszogre mint 180°-o0s szogeket is tartalmazod h-szogre tekintve a
sestcsoknal” keletkezs Gsszesen (h — 2)180°-0s szdgekbdl.

11. abra. Racssokszog és felbontasa

Ekkor a kétféle osszeszamlalas kozos eredményébdl n - 180 = (h — 2)180 + b - 360, és
igy n = h — 2 + 2b adodik.

Most felhasznalva, hogy minden iires racsharomszog teriilete: t = % adodik, hogy
egy racssokszog hataran h, belsejében b racspont van, akkor a sokszog teriilete: ¢t =
% +b—1, ez az un. Pick-képlet.

6.3. Szintetikus geometria - Teriiletfogalom (Jordan-mérték)

Ebben a pontban a sik, illetve a tér bizonyos részhalmazainak a teriiletét, illetve térfo-
gatat fogjuk meghatarozni a teljesség igénye nélkiil, egy a korabbiakban latottol eltérd
megkozelitésben.
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A teriilet fogalma és annak mérése mar az altaldnos iskola alsobb osztalyaiban is
elokeriil. Ekkor még axiomék helyett a kovetkez6t mondjuk: A teriilet alapegysége az
1 négyzetméter (m?), az 1 m oldalhossziisagti négyzet teriilete.

Mar ilyen id6s korban is kittizésre keriil(het)nek a kovetkezshoz hasonlo feladatok:

6.3.1. Feladat. Keressiink modszert, amellyel el tudjuk donteni, hogy az itt lathatod
két ,paca” (sikidom) (12. &bra) koziil melyik teriilete a nagyobb!

12. abra. Sikidomok tertilete

Megoldas. A megoldas ebben a korban példaul a kiévetkezd modon képzelhets el:
Vagjuk ki a sikidomokat, majd helyezziik 6ket egy 1 cm oldalhossztusagi négyzetracsra
(milliméterpapir) és szamoljuk meg, hogy az egyes sikidomok belsejében hany négy-
zetracs van, illetve, hogy az egyes sikidomok hany négyzetraccsal fedheték le. Ha ez a
(tertiletre vonatkozo) becslés nem segit, vizsgalodjunk 0,5 cm oldalhosszisagi négyze-
tekbol 4llo négyzetracson, s.i.t. (13. 4bra)!

Y/, f

13. abra. Sikidomok tertilete

Maér ekkor is lathatd, hogy az aprobb ,lépték” pontosabb munkat tesz lehetéveé.

Egyszert geometriai alakzatok hosszisaga, teriilete, térfogata mar az 6korban is-
mertek és szamolhatoak voltak. A teriilet fogalméat Peano és Jordan terjesztették ki a
sik részhalmazainak egy b&vebb rendszerére a XIX. szazad végén.

Legel6szor az R? tér részhalmazairél lesz sz6. Ezeket szokés tartomanyoknak is
nevezni. Az R? tér egy négyszogén mindig olyan téglalapot értiink, amelynek oldalai
az X1X» tengelyekkel parhuzamosak, vagyis R2-nek egy

T = {(x1,72) € R*|a < w1 < b,c < a9 < d} (2)
alaki részhalmazat. Ennek teriiletét a
t=(b—-a)({d—rc)

szorzattal értelmezziik az elemi geometriai ismeretek alapjan. A (2)-ben szerepld in-
tervallumot feloszthatjuk a kovetkezSképpen:
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a:x§0)<...<wgn):b

c=x§0)<...<xém):d

(i) (k)

egyenlGtlenségnek megfelelglen, akkor az x; = 27’ (1 = 0,1,...,n), és az 29 = x4
(k=0,1,...,m) egyenletii egyenesek halmazat négyszogracsnak nevezziik, a

T = {(z1,22) € Rl ™V <y <2l 2™V <2y <)
részhalmazt pedig elemi négyszogeknek vagy racsszogeknek.

A kévetkezokben legyen A C R? korlatos halmaz. Ekkor létezik egy olyan T’ négy-
szog, amellyel A C T. Ebben az esetben azt tudjuk mondani, hogy T az A hal-
mazt lefedi. Ugyanilyen értelemben mondhatjuk azt is, hogy az A halmazt a T négy-
sz0g oldalainak felosztasaval adodd négyszogracs is lefedi, hiszen nyilvanvalo, hogy
A CU; ;T =T, ahol az egyesités T Gsszes elemi négyszogére vonatkozik.

Most vizsgaljuk meg A-t lefed6 négyszogracsok halmazat, és ezekben azoknak az
elemi négyszogeknek a teriiletosszegét, amelyek A-nak legalabb egy pontjat tartalmaz-
zdk. Ezeknek a teriiletosszegeknek az alsé hatarat az A halmaz kiils6 teriiletének
nevezzilk. Az A halmaz belsé teriilete pedig az A halmaz belsejébe es6 elemi négyszo-
gek teriiletOsszegének felss hatara, feltéve, hogy egyaltalan léteznek ilyen négyszogek.
Ha nincsenek, akkor A belsé teriiletét nullanak tekintjiik.

6.4. Jordan-mérték
Ezek utan értelmezhetjiik az A halmaz mérhetGségének és teriiletének fogalmat.

Azt mondjuk, hogy az A C R? halmaz Jordan-értelemben mérhets (vagy réviden
Jordan mérhetd) teriiletd, ha A kiilsg tertilete és belsd teriilete egyenls. A kiilss tertilet
és belsd teriilet kozos mérdszamat az A halmaz teriiletének nevezziik.

Eszerint egy sikbeli korlatos halmaz Jordan-szerinti kiils6 mértéke legyen az &t lefe-
dé6 véges sok sokszoghdl allo alakzatok teriiletének pontos alsé korlatja, Jordan-szerinti
bels6é mértéke pedig a benne fekvd véges sok sokszogbdl allo alakzatok teriiletének
pontos felsé korlatja. Ha ezek egyenlGek, akkor a halmazt Jordan-mérhetének, ezen
kozos értéket pedig a halmaz Jordan-mértékének nevezziikk. Ezt a mértéket szoktuk
tehat altalanos- és kozépiskolaban teriiletnek nevezni. A fejezet elején mutatott naiv
megkozelités kiallta a probat. A fenti Osszefliggéseket a 14. adbra szemléltei.

A négyzetet 1/n oldalhossziisagt kis négyzetekre osztottuk fel, és minden esetben
bejeloltiik, hogy az adott sikidom esetében melyik az a rész, ami kiils6 része, illetve
belsé része, értelemszertien a hatarkocka mindketts részhez tartozik, igy egzaktul nem
lehet eljelolni. Minél nagyobb n-eket vesziink annal pontosabb értéket kapunk (n € N).

A Jordan-mérték és a Riemann-integral kapcsolata nagyon szoros, hiszen egy nem-
negativ valos fliggvény pontosan akkor integralhaté Riemann-szerint, ha a fliggvény
gorbéje alatti stkidom Jordan-mérhets. Ekkor a Riemann-integral és a stkidom Jordan-
mértéke megegyezik.
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[ 1 | D kiils6 kocka
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14. abra. Lefedd kiils6 és bels6 kockak

Az el6z6ekben vazlatosan megismert, R2-beli részhalmazok teriiletének jelolésére
hasznalt eljarast az R3 tér korlatos részhalmazai térfogatanak értelmezésére is tudjuk
hasznalni, és hosszisagmérés esetén is analég eljarast hasznalhatunk.

A héarom dimenziés térben természetesen

T = {X S R3|X = (171,.’172,.’133),(11' § €Z; S b“’l = 1,2,3}

alakt harom dimenzidés téglakkal dolgozunk, melyek térfogatat a
t= (bl — al)(bg — ag)(bg — 0,3)

képlettel definialjuk, négyzetracsok helyett pedig tgynevezett téglaracsokat alkalma-
zunk. Egy korlatos A C R3 halmaz kiils§ és belsd térfogata ilyen téglaracs segitségével
ugyanigy értelmezhetd, mint azt R?-ben lattuk, és a Jordan-mérhetSség és térfogat-
mérték is egyezik az elzéekben latott fogalommal.

6.4.1. Feladat. Hatarozzuk meg egy (> 0) sugart kor teriiletét!

Megoldas. Az otlet itt is hasonlé a fent eddig latott modszerekhez, kozelitsiik a
teriiletet két oldalrol szabélyos sokszogek segitségével, ahogy azt a 15. abra is mutatja.

15. abra. Kor keriiletének kozelitése n = 6 esetén
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Tbcirt sokszog § Tki)’r < Tkﬁré irt sokszog

2 o: 21 2 ™
resin (<& 2r<tg (Z
rsin () o, < 20eG)

2 2
2 o 27 2 . 21 .
r<sin (=& r sin (<& . . sinx
lim,, 0 #n = lim,, 0o 52%% = 727, hiszen lim,_.o = 1. To-
n
2 1 sin (%) _ .2

= r°m. Ekkor a renddr-elv

vabba lim,,_ oo 72tg (%) n = lim,_,, r°mw

SAE]

cos (Z)
alapjan kapjuk, hogy r*m < Ty < rm, vagyis Tise = 727.

6.4.2. Feladat. Hatarozzuk meg az m magassagi egyenes korhenger térfogatat, ha
alapkorének sugara r.

Megoldas. Az egyenes korhenger térfogatanak meghatarozasahoz fel fogjuk hasznalni,
hogy a hasab térfogata a kdvetkezGképpen adodik:

Vhaséb - Talapteriilet * Mhasab- (3)

Az egyenes henger térfogatat koré- és beirt hasabok segitségével, a kétoldali kozelités
modszerével hatarozzuk meg, ahogy ezt a 16. abra is mutatja.

16. dbra. A henger kozelitése hasabbal

A henger alapjaba, vagyis az r sugaru korbe és a kor koré egy-egy szabalyos sok-
szoget frunk, melyek oldalszamat jelolje m. A beirt hasdboknal a sokszog cstcsai a
korvonalon helyezkednek el, a koré irtaknal pedig a sokszogek oldalai (az alap és fe-
délap alapélei) érintik a henger alap ill. fedSkorét. A hasabok és a henger alap és
fedslapjai egy sikban vannak. A beirt hasabok térfogata mindig kisebb, a koré irt
hasabok térfogata pedig mindig nagyobb a henger térfogatanal, felirhatjuk tehat a
kovetkezs egyenlGtlenségeket:

Tbe cm = Vbe S Vhenger S Vki)’ré == Tk('jré -m, (4)

ahol m a henger és a hasdbok magassiga, Tie, és Tisre rendre a be-, illetve a koré irt
hasabok alapjainak teriilete. A beirt és koré irt hasabok oldalszaménak novelésével
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a beleirt sokszog teriilete, igy a beirt hasab térfogata is novekszik, mig a koré irt
sokszog teriilete, vele egyiitt a hasab térfogata csokken. A be- és a koré irt sokszogek
oldalszamat ndvelve a két sokszog teriilete kozott a kiilonbség barmilyen kicsivé tehetd,
és ez a kor teriiletét, azaz r2m-t adja (1d. 27. Feladat.). Igy tehat a henger térfogata:
Vhenger =rimm.

Alakzatok teriiletének tobbféle modon torténd felirdsa klasszikus tételek bizonyita-
saban is segitségiinkre lehet.

6.5. Szintetikus geometria - Elemi tételek bizonyitasa: A Pitagorasz-tétel

A tétel szamos bizonyitasa koziil az egyik legegyszertibb egy derékszogi trapéz teriile-
tének kétféleképp torténd felirasan alapszik. Valoban, a trapéz teriiletét dnmagaban,
illetve részei Osszegeként felirva:

1 2ab + 2
- p)? = .
2(a+) 5

Ezt atrendezve,
a® +b? =

adodik® (17. 4bra).

a b
17. abra. A Pitagorasz-tétel bizonyitasa

Az igazoljuk, hogy az dsszekotd szakaszok az a oldalon metszik eqymdst”, vagy a ,,
mutassuk meg, hogy a hdromszogek beirt kérei érintik egymdst” tipusu, altaldban ha-
rom vagy tObb egyenes, szakasz stb. egy pontra illeszkedését, illetve alakzatok specialis,
példaul érinté helyzetének igazolasat igényls feladatok megoldasa is lehetséges modsze-
riinkkel. Azt, hogy harom egyenes (e, f,g) egy ponton megy at, igazolhatjuk példaul
agy, hogy tekintjik az e és f egyenesek P, majd az e és g egyenesek () metszéspontjat,
és igazoljuk, hogy P = @), vagyis tulajdonképpen ugyanahhoz a ponthoz kétfelsl koze-
litlink, egyrészrél az e és f, mésrészrol az e és g egyenesek ,iranyabol”. Az alabbiakban
erre mutatunk néhany példéat.

3Ezen bizonyitas allitélag az Egyesiilt Allamok 20. elndkének, James A. Garfieldnek nevéhez fiizs-
dik.
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6.6. Szintetikus geometria - llleszkedési tételek bizonyitasa: A Ceva-tétel megfor-
ditasa
Tekintsiik el6szor a kovetkezd fogalmat, és egy kapcsolodo tételt.

Definicié. Egy haromszogben a cstucsokat a szemkozti oldal egy-egy pontjaval dsszekots
szakaszokat Ceva'-féle szakaszoknak nevezziik, ha azok egy pontban metszik egymést
(18. abra).

B

18. abra. A Ceva-féle szakaszok

Ceva-tétel: Az ABC haromszogben az AX, BY, CZ Ceva-féle szakaszokra %
1.

%‘Q
NN
N
RIS

6.6.1. Feladat. Igazoljuk a Ceva-tétel megforditasat.

Ceva-tétel megforditasa: Ha az ABC haromszoghben az AX, BY, CZ szakaszokra ahol
X,Y, Z rendre a BC,CA, AB oldalak belsé pontjai

BX CY AZ
XCYAZB (5)

fennall, akkor a harom szakasz egy pontra illeszkedik.

,Kozelitsiink” a metszéspont(ok)hoz a kétféleképp, a kovetkezs modon. Az AX és
BY szakaszok metszéspontjat jelolje P. A P-n athalad6 harmadik Ceva-féle szakasz
végpontjat jelolje Z’. Ekkor Ceva tétele miatt

BX CY AZ' ©)
XCYAZB
(5) miatt pedig

BXCY AZ

XCYAZB
4Giovanni Ceva, olasz matematikus (1648-1736), 1678.
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igy (5) és (6) Gsszevetésébdl:

A7 AZ
Z'B ZB

= 7=7.

6.7. Szintetikus geometria - llleszkedési feladatok megoldasa

6.7.1. Feladat. Az abran lathato ABCD és BEFG négyzetek AE és DF cstcsait
Osszekotottiik. Igazoljuk, hogy az Osszekotd szakaszok a BG oldalon metszik egymaéast
(19. abra)!

19. abra. A négyzetek és az Gsszekots szakaszok

Megoldas. Jelolje az AF és GB szakaszok metszéspontjat H, és legyen a DFE és GB
szakaszok metszéspontja I. Legyen tovabba HB = x és IB = y (20. &bra). Be kell
latnunk, hogy H = I, s ez 1j jeloléseinknek kdszonhetSen, ekvivalens azzal, hogy = y.
Legyen az ABC D négyzet oldalhossza a, a BEFG négyzeté b.

Vegyiik észre, hogy AHBA ~ AFE/A mert oldalaik paronként parhuzamosak. A
hasonlosagbol kovetkezGen a megfelelg oldalak hosszanak ardnya megegyezik, azaz
= ;- Hasonloképpen EIBA ~ EDANA, igy § = 4. Ekkor az egyenletek 6ssze-
Vetesebol kapjuk: x = y, vagyis H = I, azaz a két szakasza valéban a BG szakaszon
metszi egymast.

6.7.2. Feladat. Legyen az ABC haromszog beirt korének a haromszog c¢ oldalan 1évg
érintési pontja F. Igazoljuk, hogy az AEC haromszog és a C EB haromszog beirt korei
érintik egymast (21. abra).
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21. abra. A haromszog és a beirt kdrok

Megoldas. Legyen az ABC haromszog beirt kore k, kézéppontja O, az AC'E harom-
sz0g beirt kore kp, kézéppontja O1, jeldlje tovabba a CEB haromszog beirt korét ko,
a kor kozéppontjat Os. Legyen tovabba a ki és ko korok CE-vel vett érintési pontja
rendre D illetve F' (22. abra).

22. abra. A haromszog és az érintési pontok

Ekkor a beirt kor érintési pontjainak a haromszog oldalaibol levagott szakaszok
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hosszaira vonatkozo Osszegfiiggés alapjan az ACE haromszoghdl: DE = s; — b =

CEthts—a | — CBis=boa jlletve a CEB hiromszighél: FE = sy —a = SEtats=b_
CE+s—b—a
2

a= irhato, ahol s; az ACE, s9 pedig a C'EB haromszog félkeriiletét jelenti.
Most az egyenletek Osszevetésébdl DE = FE vagyis E = F' adodik.

7. Valésziniiségszamitas

A korabban a végtelen sorokra kapott eredményeinket, tapasztalatainkat felhasznalva
a valoszintiségszamitas targykorében is eredményesen alkalmazhatjuk modszeriinket.

7.1. Egy valésziniiségi modell, egy mértani sor

Elsfordulhatnak olyan feladatok, melyeknél bizonyos események valdszintiségét csak
végtelen sorok segitségével tudjuk leirni. Egy mésik modellt hasznalva azonban vég-
telen sorok ismerete nélkiil is eredményre juthatunk, illetve az adott probléma kétféle
megkozelitésébsl modszerhez is juthatunk végtelen sorok Gsszegzésére.

7.1.1. Feladat. Két jatékos, Anna és Balazs egy szabalyos dobdkockéival jatszik. A
jatékot Anna kezdi és a kockat felvaltva egyszer-egyszer feldobva az nyer, aki el§szor
dob hatost. Mi a valdszintisége annak, hogy Anna nyer?

Megoldas.  Jelolje A azt az eseményt, hogy Anna nyer. Keressiik P(A) értékeét.
Vezessiik be a P(A,,) jeldlést, mely jelentse azt, hogy Anna az n. (n € NT) lépésben
nyer. Tudjuk, hogy az {A,}52; események diszjunktak, igy a valoszintiség o-additiv
tulajdonségat felhasznalva, P(A4) = P (U2, 4,) = Y.~ P(4,). Koénnyen lathato,
hogy n csak paratlan szam lehet, hiszen Anna csak paratlanadik dobasra nyerhet.
Legyen n = 2k+1 (k € N), ekkor P(A;) = ¢, P(A43) = #(2)?, hiszen ahhoz, hogy Anna
a 3. dobéasra nyerjen az kell, hogy az altala dobott elsd, és Balazs altal dobott masodik
dobés ne legyen hatos, mig az Anna altal dobott 3. dobas éppen hatos legyen. Hasonlo
meggondolasokkal adodik, hogy P(A4,) = 1(2)"~!. Igy a keresett valoszintiséget a

6\6
kovetkez6 Osszeg formajaban tudjuk felirni:
oo 9] 00 1/5 2k
S P(A) =Y P(Ani) = ¢ (6) |
n=1 k=0 k=0

Eljiink most egy més megkozelitéssel! Tekintsiik a kovetkezd abrat (23. abra).

23. abra. Allapotok és valoszintiségeik
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Itt S jeloli a start allapotot, innen Anna dob, aki % valoszintiséggel dob hatost, igy
jutunk az Anna nyert allapotba, illetve % valoszintiséggel nem hatost dob, igy a C
allapotba jutunk, ahonnan Balazs dob. Ha hatost dob nyert, ennek valészintisége most
is %, ha pedig nem hatost dob, akkor ismét Anna kdvetkezik, visszajutottunk tehét az
S allapotba. Most Annanak a start allapotbol valé nyerésének valoszintiségét keressiik,
jelolje ezt Pg(A), s.i.t. a tobbi allapotra is. Ekkor a kovetkezd egyenletrendszerhez

juthatunk.
1 5

Ps(A) ==+ =-Pc1(4
5(4) o c1(4)
5
ahonnan Pg(A) = % adodik. Igy ugyanazon esemény valoszintiségét kétféle modon

kiszamolva kaptuk:

8. Néhany nehezebb feladat

A modszer nagyszertiségének szemléltetésére alljon itt néhany, a korabbiaknal joval
nehezebb feladat.

8.1. Fibonacci-szamok és nem Fibonacci-szamok

8.1.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 < m < n, akkor az X = fop41 + fomss +
co ot fopy1, ésaz Y = fo+ fompot - -+ fon szémok nem tagjai a Fibonacci-sorozatnak,
ahol f, az n-edik Fibonacci-szamot jeldli.

Megoldas. Belatjuk, hogy X és Y két szomszédos Fibonacci-szam kozé esik, tehat nem
lehetnek Fibonacci-szamok. Tekintsik az X = (X +Y)-Y ésazY =X — (X -Y)
kifejezéseket! Ekkor

X = fom + fom+1 + foms2 + fomts + .o+ fon + font1 — fom — fomt2 — - — fon =
= fom+2 + fomya + ...+ font2 — fom — foms2 — ... — fon = font2 — fom, valamint
Y = fomt1+ fomts+. oo+ font1 — (fomt1 — fom + foma3 — fomt2+ - o+ fong1 — fon) =
= fom+1 + fomts + -+ font1 — (fom—1 + fomsg1 -+ fon—1) = font1 — fom—1.

Mivel m < n, igy .f2m < f2n> és f2m—1 < f2n—17 igy
fong2 > X = fonyo — fom > font2 — fon = font1
és
font1 >Y = font1 — fom—1 > font1 — fon—1 = fon

azaz X és Y is két szomszédos Fibonacci-szam kozé esik, s igy nem lehet Fibonacci-
szam.
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8.2. Egy valdsziniiségi modell, egy nem mértani sor

8.2.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

1 ( 1 n+1 &
92 <1 + > Z 22L+1

Megoldas. Tekintsiik a kivetkezd feladatot, és oldjuk meg kétféle modon.

8.2.2. Feladat. Anna és Balazs egy szabalyos érmét feldobva jatszik. Az nyer, aki az
n-edik fejet dobja. Mi a valosziniisége, hogy Anna nyer, ha & kezdi a jatékot?

Irodalomjegyzék

[1] MARTIN AIGNER, GUNTER M. ZIEGLER, Bizonyitisok a KONYVb6l, Typotex Kiado,
Budapest, 2007.

[2] ABRAHAM GABOR, DR. K0oszTOLANYINE Nacy ERZSEBET, TOTH JULIANNA, Mate-
matika 9, Maxim Koényvkiadd, Szeged, 2009.

[3] JupiTa CoOFMAN, Einblicke in der Geschichte der Mathematik I (Aufgaben und Ma-
terialen fur die Sekundarstufe I), Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, Berlin,
1999.

[4] CsorpAs MiHALY, KONFAR LAszLO, KOTHENCZ JANOSNE, KOZMANE JAKAB AGNES,
PINTER KLARA, VINCZE ISTVANNE, Sokszind Matematika 5-7, Szeged, Mozaik Kiado,
2009.

[5] Dr. GERGCs LAszLO, Szébeli érettségi nagykonyv - Matematika, DFT Hungéria Kiado,
Budapest, 2007.

[6] HaiNAL PETER, Kombinatorikai feladatok, Polygon, I./1. (1991), 38-50, Szeged

[7] HaiNaL PETER, Egyenldségek, oszthatdsdgok bizonyitdsa kombinatorikus mddszerekkel,
Polygon, IV./1. (1994), 27-43, Szeged

[8] KoszToLANYI JOzSEF, KOovAcs IsTVAN, PINTER KLARA, URBAN JANOS, VINCZE IsT-
VAN, Sokszint Matematika 9-12, Szeged, Mozaik Kiado, 2009.

[9] LovAsz LAszLO, PELIKAN JOZSEF, VESZTERGOMBI KATALIN, Diszkrét matematika,
Budapest, Typotex, 2006.

[10] MADER ATTILA, Heads or Tails Gambling - What Can Be Learned about Probability?,
Teaching Mathematics and Computer Science, 6/1 (2008), 15-41, Debrecen

[11] MADER ATTILA, MATOS ZOLTAN, Variations autour d une formule, Au Fil des Mathes,
533, 2019.

[12] RoGER B. NELSEN, Proof Without Words - Ezercies in Visual Thinking, Washington,
The Mathematical Association of America, 1993.

[13] NEMETH JOzSEF, Eldaddsok a végtelen sorokrdl, Szeged, Polygon, 2002.
[14] NEMETH JOZSEF, VARGA ANTAL, Az integrdlrol, Szeged, Polygon, 2007.

[15] PINTER LaAjos, Analizis I-1I. (a gimndzium specidlis matematika osztdlyai szdmdra),
Budapest, Tankonyvkiad6, 1987.



A kétoldali kézelités, leszamldlds mddszere 39

[16] REIMAN ISTVAN, Geometria és hatdrteriletei, Budapest, Szalay Konyvkiad6 és Keres-
kedshaz Kft., 1999.

[17] RENYI ALFRED, Napld az informdcidelméletrsl, Budapest, Gondolat, 1976.
[18] http://demonstrations.wolfram.com/PicksTheorem/
[19] http://www.oh.gov.hu/

Madder Attila SZTE, Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1,
e-mail: madera@math.u-szeged. hu,

Szalai Mdaté SZTE, Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1,
e-mail: szalaim@math.u-szeged.hu



	Bevezetés
	Algebra
	Műveleti tulajdonságok
	Nevezetes azonosságok
	Nevezetes összegek - 1+2+3+…+n
	Nevezetes összegek - 1+3+5+…+2n-1
	Szöveges feladatok
	A valós kitevős hatvány fogalma

	Számelmélet
	Az osztók száma

	Kombinatorika
	Binomiális együtthatók, és ami mögöttük van
	Partíciók

	Analízis
	Rendőr-elv
	Végtelen sorok - Egy mértani sor
	Egy nem mértani sor - egy geometriai modell
	A határozott integrál és a grafikon alatti terület

	Geometria
	Analitikus geometria - Vektorok skaláris szorzata
	Rácsgeometria - Pick-képlet
	Szintetikus geometria - Területfogalom (Jordan-mérték)
	Jordan-mérték
	Szintetikus geometria - Elemi tételek bizonyítása: A Pitagorasz-tétel
	Szintetikus geometria - Illeszkedési tételek bizonyítása: A Ceva-tétel megfordítása
	Szintetikus geometria - Illeszkedési feladatok megoldása

	Valószínűségszámítás
	Egy valószínűségi modell, egy mértani sor

	Néhány nehezebb feladat
	Fibonacci-számok és nem Fibonacci-számok
	Egy valószínűségi modell, egy nem mértani sor


