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A Rubik-kocka és a csoportok koszortiszorzata

HUHN ANDRAS*

1. Csoportelmélet

1.1. Permutdciécsoportok. Legyen H véges halmaz. H-nak onma-
gara vald (sziikségképpen egy-egyértelmii) leképezéseit a H halmaz permu-
tacidinak nevezzilk. A permutdcié jelolése torténhet tigy, hogy felsoroljuk a
H halmaz elemeit, alatta pedig a permutdcié melletti képiiket. Példaul

. (1 2 3 4)
“\2 3 1 4
az a permutacié, amely az 1, 2, 3, 4 elemeket rendre a 2, 3, 1, 4 elemekbe
viszi. A permutdciék mint leképezések szorozhatdk, két permutacié szorza-
tanak az egymasutdni végrehajtasuk altal keletkezd leképezést (ez is permu-
tacid!) nevezziikk. A szorzatot olyan sorrendben irjuk, amilyen sorrendben
a leképezéseket végrehajtjuk. Egy h € H elemnek a 7 permutécié melletti
képét hm-vel jeloljiikk. A permutdcidk szorzasa asszociativ, egységelemes és
invertalhaté. Ez utébbiak azt jelentik, hogy létezik (sziikségképpen egy és
csak egy) olyan € permutacid, hogy em = me = 7 teljesiil minden 7 permu-

taciora, és minden 7 permutaciéhoz van (egy és csak egy) olyan n/ amelyre
mrn' = m'm = €. e-nak az identikus leképezés vehetd és veends, mig n'-nek

* Huhn Andrds (1947-1985) a szegedi Bolyai Intézet docense, a hildelmélet
és az univerzalis algebra nemzetkozi hirnevil kutatdja. Szdmos algebrai és szdm-
elméleti eredménye koziil kiemelendd a disztributiv halé fogalmdnak gyiimélcsozd
dltaldnositdsa. Munkdssidgdt a szakirodalomban vildgszerte gyakran idézik. A ha-
gyatékabdl elSkerilt jelen cikk mutatja, hogy az algebra alkoté miivelése mellett
annak oktatdsdval és népszeriisitésével is kedvvel, magas szinvonalon foglalkozott.
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a m inverz leképezése. Egy asszociativ, egységelemes és invertilhatd szor-
zassal ellatott halmazt csoportnak neveziink. Amit eddig mondtunk, azt
jelenti, hogy a H véges halmaz Gsszes permutaciéi csoportot alkotnak. Ezt
a csoportot Sy-val jeloljik.

Ha Sy egy (valédi vagy nem valddi) részhalmaza is zart a szorzasra,
tartalmazza az egységelemet és minden elemének invezét, akkor ezt a rész-
halmazt Sy részcsoportjanak nevezzik. Altalaban, ha transzformaciécso-
portokrol beszéliink, ezeken valamely Sg részcsoportjait értjik.

1.2. A koszoriuszorzat Legyenek A és B véges halmazok, és jeloljiik

A x B-vel azon elemparok halmazat, amelyek els6 eleme A-bdl, mésodik
eleme B-bél van: A x B = {(a,b)|a € A,b € B} (1. ébra).

[ ] [} L] L] L] AXB
,b
B b ° o(a )o °
a
A
1. abra

Az abra altal sugallt analégia alapjan beszélni fogunk A x B sorairdl.
Az {(a,b)la € A} (b € B rogzitett) alaki részhalmazokat nevezzik igy.
Tekintsiik most A X B azon permutacidit, amelyek , megérzik a sorokat”,
abban az értelemben, hogy egy sorban 1évé elemparokat egy sorban 1évg
elemparokba visznek at. Ha 7 ilyen permutécid, akkor m-hez természetesen
hozzarendelheté B-nek egy permutdcidja, az a permutacié (jelolje ezt 7g),
amely B-nek by elemét akkor és csak akkor viszi ba-be, ha 7 a ( , b1) sor ele-
meit ( , by) alaki elemekbe viszi. Tovabba, barhogy valasztjuk ki B-nek egy
b elemét, m-hez és b-hez tartozik A-nak egy permutécidja (jele 7°), amely
a1-hez akkor és csak akkor rendeli as-t, ha 7 az (a1, b) elempart olyan elem-
parba viszi, amelynek elsé eleme a;. Ekkor ez az elempér sziikségképpen
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(az,bmp). mp nyilvanvaléan permutacié. Hogy n° is az, abbdl kovetkezik,
hogy ha valamely a; # a, esetén a7’ = asm® lenne, akkor

(a1,b)7 = (ay7°,brp) = (az7®, bwg) = (as, b

kovetkezne, ami ellentmond 7 egy-egyértelmii voltanak.

Mindez lehetové teszi, hogy definidljuk két permutdciécsoport koszori-
szorzatat. Legyen G C Sy, H C Sp egy-egy permutdacidcsoportot, Jelolje
G o H az Spyxp azon 7 elemeinek halmazat, amelyekre
(1) 7 megorzi a sorokat,

(2) 7° € G minden b € B esetén, és
(3) g € H.

Az 1.4. pontban meg fogjuk mutatni, hogy G o H részcsoportja Saxp-
nek. Ezt a részcsoportot nevezzik G és H koszoriiszorzatanak.

1.3. Egy példa. Tegyiik fel, hogy harom (megkiilonboztethetd) pénz-
érménk van, és az asztalon harom hely van kijelolve az érmék szaméara. Az
érmék két elhelyezését e harom helyen csak akkor tekintjiik azonosnak, ha
a két elhelyezésben az érmék ugyanott allnak, és minden ¢-re (i = 1,2,3) az
i-edik helyen &ll6 pénzdarabnak ugyanaz az oldala van felil az egyik elhe-
lyezésben, mint a masikban. Az érmék atrendezésében ennek megfeleléen
egy olyan utasitast értiink, amely barmely elhelyezésbél egy masikat hoz
létre, azaltal, hogy minden i-re megadja, hogy az i-edik helyen allé pénz-
darab melyik helyre keril, és hogy az a fele keriil-e feliilre, amelyik eddig
felul volt, vagy a masik. fgy az atrendezések olyan leképezések, amelyek
a lehetséges elhelyezések halmazit dnmagéaba képezik le, de definicidjuknal
fogva jellemezhet6k mint a

{ fent, lent } x { elsd hely, masodik hely, harmadik hely } =

( fent, elsd hely ) (lent, elsd hely )
= ¢ ( fent, masodik hely ),  ( lent, mésodik hely )
( fent, harmadik hely ), ( lent, harmadik hely )

halmaz bizonyos permutdciéi, és nyilvanvaléan éppen azok a permutacidk
veendok tekintetbe, amelyek megdrzik a sorokat. Erre a példara késébb még
visszatérink.
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1.4. Egy bizonyitds. Tartozunk annak bizonyitasaval, hogy az (1),
(2), (3) feltételekkel definialt G o H részcsoportja Saxp-nek. Tegyik fel,
hogy 7 és o eleget tesz az (1), (2), (3) feltételnek. - ¢ nyilvan eleget tesz
(1)-nek. (3) bizonyitdsahoz észrevessziik, hogy b1(mg)p = bz akkor és csak
akkor teljesiil, ha mo a (~,b;) alakd elemeket (~,by) alakiiba viszi, azaz
ha van olyan b € B, hogy a (~,b;) alaki elemek 7 szerinti képei (~,b)
alakiak, ezek o szerinti képei pedig (~, b2) alakdak. Ez akkor és csak akkor
teljesiil, ha bymp = b és bop = bs, azaz bywpop = by. Innen (7o) = Tpos,
ez utébbiak pedig H-ban vannak. (2) bizonyitdsa hasonld, csak azt kell
észrevenniink, hogy (mo)’ = 7P 0?™B . Analdég meggondolasokkal kovetkezik,
hogy m-vel egyiitt n’ (az inverz leképezés) is eleget tesz (1), (2), (3)-nak, és
ugyanez nyilvanvald az identikus leképezésre.

1.5. Még egyszer az el6bbi példarSl. Ezen a ponton jogos az
ellenvetés, hogy bar megmutattuk, hogy az érmék atrendezései azonositha-
ték egy koszoruszorzat elemeivel, mégis az atrendezések az érmék osszes
lehetséges elhelyezései halmazanak 6nmagdaban valé leképezései, és nagyon
is elképzelhetd, hogy az atrendezések egymasutani végrehajtasa mar nem
felel meg a hozzajuk tartozé koszoruszorzatbeli permutdcidk egymasutani
végrehajtasanak. Ha igy lenne, az atrendezések Osszessége nem lenne a
koszortszorzat elfogadhaté példdja. Erre a kovetkezdt vélaszolhatjuk. Az
érmék egy elhelyezése is leképezés. Ha a pénzérméink egy egyforintos, egy
kétforintos és egy otforintos, akkor az elhelyezések a

{ fej, irds } x {1Ft,2Ft,5Ft}
halmaznak egy-egyértelmi leképezései a
{ lent, fent } x {1. hely, 2. hely, 3. hely}

halmazba. Marmost az atrendezés altalunk adott definicidjabdl kovetkezik,
hogy ha ¢ egy elhelyezés, m eleme az 1.3. alatti koszoriszorzatnak és o
(tetszoleges m-re) a m-hez tartozd atrendezés, akkor az az elhelyezés (ezt
por-vel jeloljik), amelyet a o, atrendezés ¢-bdl létrehoz, éppen ¢m, a ¢ és
7 leképezések szorzata. Ha most ¢ a koszoriszorzat egy masik eleme, akkor
a leképezés-szorzas asszociativitasa folytan

(f)(U'ﬂ—U'Q) = (¢U7F)UQ = (¢S7r)g = ¢(7r0) = (/)o'vrg)
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azaz az atrendezések szorzasa megfelel a koszortszorzatbeli szorzasnak.

2. A biivos kocka csticsal

2.1. Az atrendezések csoportja. Tekintsiilk most az élidomok nél-
kili blivos kockat, vagy masként azt a biivos kockat, amelyen az élkozepe-
ken 1évé minden kiskocka mindkét oldala fekete papirral van leragasztva. A
kocka egy szétszedését majd ezt kovetd Osszerakdsat nevezzik a kocka egy
atrendezésének. A lapkozepek helye azonban egyszesmindenkorra rogzitett,
tehat mindig ugyanaz a lap fog felfelé illetve felénk nézni. Az eddigiek alap-
jan konnyt lesz megmutatni, hogy az atrendezések csoportot alkotnak és
leirni ezt a csoportot.

Szdmozzuk meg a biivos kocka csiicsait, helyesebben azokat a helyeket,
ahol a cstucsok vannak 1-tél 8-ig, ahogy a 2. dbran lathatd, és allapodjunk
meg abban, hogy a kocka atrendezéseikor a szamok ne vandoroljanak egyiitt
a csucsokkal, hanem maradjanak rogzitve.

8 7

2. abra

frjunk 0-kat a szemkozti és a tulsd lapra a csicsokhoz, és irjunk a
tobbi lapokra a csticsokhoz + és — jeleket gy, hogy a 0, 4+, — jelek minden
csucs koriil pozitiv forgdsiranyban kovetkezzenek egymaésra. Mint az elébb,
ezek a jelek se mozduljanak el, ha a csicsokat atrendezziik. Hasonldan a
pénzdarabok esetéhez a kocka egy atrendezését is jellemzi az az utasitas,
amely minden i-re megadja, hogy az i-edik helyen 1év8 csics melyik helyre
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keriil, tovdbba, hogy a csticsnak a 0, +, — pozicioban 1évé oldalai rendre a
0, 4+, — pozicidk melyikébe keriilnek. Alljon G a kovetkez6 permutacidkbol:

e 2k (B2 ok (23 3)

és legyen H az {1,2,...,8} halmaz Osszes permutdcidinak halmaza. Ek-
kor az atrendezések csoportja leirhaté, mint a G és H csoportok G o H
koszoruszorzata. Valdban, a bizonyitds pontos mésolata az 1.3 és 1.5 pon-
tokban szereplének, azzal kell kiegésziteniink, hogy minden 7 € {1,2,...,8}
esetén 7 € G, ha 7 a koszoriszorzatnak atrendezéshez tartozd eleme*, ez
pedig abbdl kovetkezik, hogy a kocka atrendezéseikor a csticsokon a szinek
koriiljarasi irdnya valtozatlan marad.

2.2. A forgdscsoport. Megengedett atrendezésnek azokat az atren-
dezéseket nevezziik, amelyek a kocka szétszedése nélkil megvaldsithatok.
Ezek nyilvan csoportot alkotnak. Ezt a csoportot fogjuk az (egyeldre élido-
mok nélkiili) kocka forgascsoportjanak nevezni. Mostantél az dtrendezéseket
azonositjuk G o H megfelelS elemeivel. Megmutatjuk, hogy a forgascsoport
G o H azon 7 elemeibdl all, amelyekre

(4) wt.x?.. . ..aB =g,

az identikus permutacié. Ebben a pontban azt igazoljuk, hogy a forgascso-
port elemei mind eleget tesznek a (4) feltételnek.

Nézziik el8szor a jobboldali réteg negyedfordulattal el6re valé elfordita-
sat. Ha a fixen maradd csticsokat nem irjuk ki, ezt az atrendezést a kovetkezd
permutacio irja le:

. < (0,2) (+,2)(—,2) (0,6) (+,6)(—,6) (0,7) (+ 7)(—,7) (0,3) (+,3)(—73)>
(_1 ) (07 6) (+! 6) (+77) (_77) (077) (—v‘?’) (0’3) (+73)(+v2)(_)2) (072)
és mar 727® = w377 = e, ahonnan (észrevéve, hogy G kommutativ)

mlx? . . m® = e. A tobbi rétegek negyedfordulattal valo elforditdsira a
bizonyitas hasonld.

* x' persze az eddigiekhez hasonléan most sem hatvinyozast jelol.
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Most megmutatjuk, hogy ha 7 és g egyarant eleget tesz (4)-nek, akkor
7o is eleget tesz (4)-nek. Valéban, a B = {1,2,...,8} jeloléssel

(7rg)1(7rg)2 . .(71_9)8 — (nglﬂ's)(wzgz"s) . '(7,‘.808#5) =
= (x'%x%...7°%)(¢'™"p?5 ... 8%"®) =

= (rtn?.. . 7®)(e'0? ... %) =¢e.

Mivel minden megengedett dtrendezés negyedfordulatok egymasutanja,
a bizonyitas kész.

2.3. A bizonyitas befejezése. El&szoris vegyiik észre, hogy

((Ovl) (+¢1) (_)1) (0’2) (+!2) (_)2)>
0,2) (+,2) (-2 (0,1) (1 (=1

megengedett dtrendezés. Errdl a legkonnyebben tigy gyézédhetiink meg,
hogy szétszedjiik a kockat, végrehajtjuk ezt az dtrendezést, majd megpro-
baljuk, mostmar szétszedés nélkiil, rendezni a csicsokat. Barmely rendezési
algoritmussal sikertilni fog. Persze az élek nem mennek a helyiikre. Ha
feljegyezziik a rendezés lépéseit, akkor azokat visszafelé végrehajtva épp a
kivant dtrendezést kapjuk. Ugyanigy lathatd be, hogy a

((0:1) (+’1) (_)1) (0)2) (+72) (_)2))
(+11) (_11) (0’1) (_12) (012) (+’2)

atrendezés megengedett. EbbSl mar kovetkezik, hogy barmely két cstcs
kicserélhetd, azaz a csticsok barmely atrendezése megvaldsithaté megenge-
dett médon, méghozza gy, hogy a csticsok forgasallapota, azaz oldalainak a
0, +, — poziciékban valé elhelyezkedése valtozatlan marad. Az is kovetkezik
tovabba, hogy a csticsokat helybenhagyva megtehetjiik, hogy két kiszemelt
cstics forgasallapotat ellenkezd irdnyban valtoztatjuk.

Tekintstink most egy a (4)-nek eleget tevé m permutaciot. El6 fogjuk
allitan] 7t megengedett atrendezéssel. Vigyiik elészor egy ¢ permutaciéval
a cstcsokat a (7 szerinti) helyiikre. Ekkor gp = mp. Allitsuk be az elsé
cstcsot 7w szerinti forgasallapotaba, igy hogy kozben a nyolcadik csicsot
ellenkezd irdnyban forgatjuk, majd tegyilk ugyanezt a masodik, harmadik
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..., hetedik csicsokkal, a forgatast mindig a nyolcadik csicson kompenzalva.

Jelolje o és ezen forgatasok egymdsuténjat 7. Akkor 7 = g, 7! = !,

r2=mx2 ..., 77 =n". Tovabba

Ezt balrdl szorozva 7 ... 77 inverzével és felhasznalva a mar bizonyitott
=711 i=1,2,...,7 egyenlségeket és a G kommutivitdsat, azt kapjuk,
hogy ® = 78, De 75 és a 7' komponensek egyértelmiien meghatdrozzak

T-t, igy 7 csakis 7 lehet. 7 tehat egy megengedett atrendezés.

2.4. Feladat. Tekintsiik a csiicsidomok nélkiili biivos kockat. Szamoz-
zuk meg valahogy az éleket 1-t8l 12-ig, és frjunk + és — jeleket az élidomok
oldalaira, a jelek elhelyezését a nem lathaté oldalakon is folytatva, ahogy a
3. abran tettiik.

3. abra

Ezt felhasznalva bizonyitsuk be, hogy a csticsidomok nélkiili kocka for-
gascsoportja

Si4,-y 0 5{1,2,.“,12}

azon 7 elemeibdl all, amelyekre 7ln? .. 712 = ¢.
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3. Csticsok és élek

3.1. Piros és paratlan permutdciék. Konnyli ellenérizni, hogy
barmely permutacié eléallithatd olyan permutécidk, tgynevezett transzpo-
zicidk szorzataként, amelyek csak két elemet mozgatnak, és ezt a két elemet

egymasba viszik. Az (; Jl) transzpozicidt egyszeriibben igy is jeloljuk:

(i j). Megmutatjuk, hogy ha egy permutaci6 el6all paros szdmu transz-
pozicié szorzataként, akkor nem allithat elé paratlan szamu transzpozicid
szorzataként és viszont. Tegylik fel, hogy nem igy van,

T =T1T2...T2k = 0102...02]41-

Akkor jobbrdl szorozva egymésutén ooy, . .., 02, 01-gyel, a jobb oldalon az
identikus permutéciét kapjuk, a bal oldalon pédratlan szamu transzpozicié
szorzatat:

(5) 0102 - .. 02m41 =E.

Tegyiik fel, hogy az ¢ pératlan szdmu tényezds eldéllitdsai kozott az (5)
elallitas mar olyan, hogy a benne szerepld g, transzpozicidk altal mozgatott
elemek szama a lehetd legkisebb. Legyen i a p,-ek altal mozgatott elemek
egyike. Konnyen ellenSrizhetd, hogy érvényesek a kovetkezd szabalyok:

(@ (k D @ =G J5) (k)

B G k) G D=0 k) G &

() @ k) @ )= j) (G k)

d) (¢ j) (@ j)=e

Ezek alkalmazéasaval (5) atalakithato ugy, hogy legfeljebb az els6 tényezében
szerepel i. De ha ott szerepel, akkor az els6 tényezd altal mozgatott masik
elem i-be megy at, a tobbi tényezd pedig ezt az elemet onnan mar nem
mozditja el, ami ellentmond a szorzat identikus voltanak. igy 1 egyaltalan
nem szerepel az € 1j szorzat-eldallitdsaban, és ez az eléallitas is paratlan
szamu tényezdt tartalmaz, mert (a)-(d) nem valtoztatja meg a tényezdk
szamanak parossagat. Ez ellentmond annak, hogy a g,-ek altal mozgatott
elemek szama minimalis volt.
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Ezzel bebizonyitottuk, hogy a m permutacié transzpozicidk szorzata-
ként vald el6allitdsaban szerepld tényezdk szamanak parossdga csak a 7
permutaciétdl fugg, az eléallitastol fiiggetlen. Ha ez a szdm péros, akkor a
7 permutaciét parosnak, egyébként paratlannak nevezziik.

3.2. A direkt szorzat. Legyen az A és B véges halmazok kozos
része, AN B az ires halmaz. Jelolje Sy x Sp az A U B egyesitési halmaz
azon permutdcidinak halmazat, amelyek A (és hasonléan B) elemeit egymas
kozott permutdljak. Ha 7 € Sy x Sp, akkor legyen 74 (illetve mp) a
megszoritisa A-ra (illetve B-re). Hasznalni fogjuk a m = m4 x 7p jelolést
1s. Legyenek G C Sa, H C Sp részcsoportok. G és H direkt szorzatan (jele
G x H) azon m € Saup permutacidk csoportjat értjiik, amelyekre

(6) T € Sa X Sp,
(7) T4 € G,
(8) g € H.

3.3. Feladat. Ne kiilonboztessiik most meg a biivos kocka két allapo-
tat, ha az azonos szinii lapokkal fedett él- és sarokkockak (esetleg egymas-
hoz képest elforgatva) ugyanazon a helyen vannak. Bizonyitsuk be, hogy
a kocka forgascsoportja ekkor az Sg x Sya-be tartozé paros permutaciékbdl
all. (Itt és ezentul S; jeloli az S{1,2,..,i} csoportot és A; jeloli az S;-beli
paros permutacidk csoportjat).

Utmutatés. Vegytik észre, hogy barmely réteg negyedfordulattal va-
16 elforgatdsa paratlanul permutélja az éleket egymas kozott és paratlanul
permutélja a csicsokat, osszességében tehat paros. Vegyiik észre, hogy vég-
rehajthaté két élpar cseréje (feltehetd, hogy ezek szemkozti lapon vannak,
a tobbi eset erre visszavezethetd). Ugyanez érvényes két csiicspar és egy
élpar, egy csticspar cseréjére. Végiil vegyiik észre, hogy ilyenekbdl minden
paros permutdci6 el6all.

3.4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (teljes) biivos kocka forgascso-
portja az

(A3 0 Sg) x (59 0513)
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csoport azon T = g x ¢ (¢ € Az o Sg, 0 € Sy 0 Si2) elemeibdl ll, amelyekre

(9) olo?.. .8 =¢
(10) clo?. ..o =¢
(11) 05, 6s 0s,, parossaga megegyezik.

3.5. Feladat. Hasznaljuk fel a 3.4. feladat eredményét a biivos kocka
allapotai szdmanak meghatdrozasara.

Utmutatds. As o Sg elemei egy-egyértelmii kapcsolatban vannak a
(¢, 01,02, .-, 08) kilencesekkel (¢ € Ss,0: € As), ezek szama 3% - 8!, 4m a
(9) feltétel ezeknek csak harmadrészét engedi meg. Figyelembe véve (10)-et
és (11)-et is, az allapotok szdma % -38.212.81. 12!
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