POLYGON

XXVI/1. szam, 2021. szept.

Racionalis, algebrai és transzcendens hatvanyokral

MAKAY GEzZA

Amikor analizis témaja orat tartok, akkor az exponencialis fliggvényt a kovet-
kez6képpen szoktam definidlni. Legyen a > 0 valds szam az exponencialis fliggvény
alapja. Ekkor

1. a"=a-a-... a az a pozitiv egész kitevGs hatvanya, ahol a jobb oldalon n
tényezd van.

a’ =1.

a " =1/a™.

a'/" = {/a az x™ fiiggvény inverzébdl.

aP/1 = {aP, ahol p, q egész szamok és g > 0.

B ol o

Az igy definialt racionélis szamokon értelmezett exponencialis fiiggvény mo-
noton, {gy minden irracionélis helyen van bal- és jobboldali hatarértéke is, és
belathato, hogy azok egyenlek. Irracionalis helyeken legyen az exponencialis
fliggvény értéke ez a hatarérték.

A definiciobol és a levezetésbdl egyuttal az is kovetkezik, hogy az exponencialis
fliggvény folytonos. Példaként, érdekességként meg szoktam mutatni, hogy van
olyan irracionalis szam, amelynek irraciondlis kitevGs hatvanya racionalis. Amikor
az embert megkérik, hogy mondjon egy irracionalis szamot, akkor elsének a /2

szokott beugrani, hat hasznaljuk ezt. Ha a /2"~ racionalis szam, akkor készen
vagyunk. Ha nem, akkor ezt, mint irracionalis szamot /2 hatvanyra emelve az
eredmény

(ﬁ*f)f Ve P g

ami racionélis szam, és készen vagyunk.

Ez egy egyszert levezetés, konnyen érthets akar kdzépiskolas szinten is, de nem
ad meg egy konkrét példat. Egy maésik Gtlettel bebizonyithatd, hogy ha a kitevd
irracionalis (az alap lehet raciondlis vagy irracionalis), akkor van olyan példa, amire



32 Makay Géza

az eredmény irracionélis. Valoban: az irracionalis szamok szama kontinuum, és ha
az alap nem 0 vagy 1, akkor az exponencialis fliggvény szigori monotonitasabol
kovetkezik, hogy kontinuum sok kiilonb6z6 eredményt kapunk, ha az Osszes irraci-
ondlis kitevét behelyettesitjiik. Mivel a racionalis szamok szdma megszamlalhato,
az eredmények kozott kell legyen irracionélis is. De persze ez sem konstruktiv bi-
zonyitas. Hogy racionélis szam irracionélis kitevén lehet-e racionalis, arrol egyik
fenti modszerrel sem tudunk meggy6zGdni, bonyolultnak ttinik.

Egyik éramra késziilve elgondolkodtam azon, hogy meg lehetne-e adni egy konk-
rét példat is a fenti esetekre. A f§ probléma ezzel az, hogy mivel az irracionalis
kitevSs hatvany egy (az a = 1 esetet kivéve) szigortian monoton fliggvény hatarér-
ékeként van megadva, semmi esély nincs ra, hogy megmondjuk, hogy az a hatarér-
ték raciondlis vagy irraciondlis lesz. Ezért (mivel a kitevével van baj) forditottam
egyet a dolgon: legyen adott az alap (pl. egy irraciondlis szam) és az eredmény
(pl. egy racionalis szam), és ellendrizziik le, hogy a kitevs irracionélis-e. Vagyis egy
a® = b alakua egyenletet kellene megoldanunk ismert a,b > 0,a # 1 szamok esetén.
A megoldas persze egyszeri: x = log, b. Vagyis olyan irracionalis a és racionélis
b szamokat kellene keresniink, amire log, b irracionélis. A "szokasos" irracionéalis
szamunkbol kiindulva legyen a = v/2, és hogy a logaritmus ne legyen racionélis,
vegylik az elsé olyan pozitiv egész szamot, amire van esélyiink, hogy ne legyen az,
ez pedig a b = 3. Tegyiik fel, hogy a logaritmus mégis racionalis, és nézziikk meg,
mire jutunk ebbdl a feltevésbdl:

1ogﬁ3:§ = V2'=3 = 27=3%

Ez nyilvan nem lehetséges, hiszen a baloldali egész szamban csak 2-es, a jobbolda-
liban csak 3-as primtényezdk vannak. Igy kaptunk egy konkrét példat, amelyben
egy irracionélis szam irracionalis kitevGs hatvanya racionalis:

1o 3
V2T =3

Ezen felbuzdulva, megprobaltam konkrét példat adni az 6sszes lehetséges esetre:
az alap, a kitevs és az eredmény is lehet racionélis, vagy irracionalis. A racionalis
kitevSkkel nincs is kiilléonosebb probléma, hiszen azokat régebb 6ta ismerjiik, sok-
kal othonosabban mozgunk a koreikben. Az irracionélis kitevékre pedig a fentiek
alapjan szerkeszthetiink példakat. Ekkor a kovetkezs tablazathoz juthatunk (itt
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rac.=racionalis, irrac.=irracionalis):

alap | kitevs | eredmény példa

rac. | rac. rac. 22 =4

rac. rac. irrac. 21/2 — \/5
irrac. | rac. rac. \/52 =2
irrac. | rac. irrac. ({‘@)2 =42
rac. | irrac. rac. Qlog, 3 — 3
rac. | irrac. irrac. 2logz V3 — V3
irrac. | irrac. rac. \/ﬁlogﬁg =3
irrac. | irrac. irrac. \/ilogﬂ V3 =43

Vegyiik észre, hogy a tablazatban szerepld logaritmusokrol nem kell egyesével be-
latnunk, hogy mindegyik irracionalis: mivel egymaés raciondlis szamszorosai, ezért
az egyik irracionalitasabol (amit mar belattunk) kovetkezik a tobbié is:

1
log, V3= 3 logs 3 log 53 =2log, 3 log\/ﬁ\/g = logy 3

Hat ez gyonyord: minden esetre tudtunk példat hozni. De gondoljuk tovabb egy
kicsit a dolgot. A racionalis szamok, mint két egész szam hényadosai, tekinthetGek
els6foki, egész egyiitthatés polinomok gydkeinek. Lépjink tal ezen, és tekint-
siik az (akdrhanyad fokt) egész egylitthatos polinomok gyokeit. Ezeket algebrai
szamoknak hivjuk, példaul a /2 is az, mert az 22 — 2 polinom gydke. Ha ilyen
szamokat kivanunk hatvanyozni, akkor tudnunk kellene, hogy példaul racionéalis és
irracionélis kitevés hatvanyaik milyenek.

Amikor racionélis vagy valos szamokrol beszéliink, akkor igazabdl szamtestekrsl
beszéliink: ezek zartak az alapmiiveletekre, az 6sszeadésra, kivonasra, szorzéasra és
osztasra. Vajon az algebrai szamok is szamtestet alkotnak? Vizsgaljuk meg a
kérdést.

Erdekes modon, a legbonyolultabb esetet konnyt megvalaszolni.
Allitas. Ha a egy algebrai szém, akkor a reciproka is az.

Bizonyitas. Valoban, ha az a szam a
p(2) = apx™ + ap_12" "+ .. Farr + ag

n-edfoka polinom gytke, akkor a

1
qy) =y"p (y) =ap+ a1y + ... +ary" ' +agy”
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is polinom, és az + gydke lesz, mert 0 = p(a) = a"q(%).
Egyszerti még a kiilonbség esete is.

Allitas. Ha a egy algebrai szam, akkor —a is az.

Bizonyitas. Ha az a szam a p(z) polinom gydke, akkor a —a gydke lesz a p(—zx)
polinomnak.

Az Osszegre és a szorzatra vald zartsag bizonyitdsdhoz komolyabb eszkozokhoz
kell nyulnunk.

El6szor is vegylik észre, hogy ha egy egész egyiitthatos polinomot végigosztunk
a f6egyiitthatoval, akkor racionalis egyiitthatos polinomot kapunk, illetve ha egy ra-
cionélis egyiitthatos polinomot megszorozzuk az egyiitthatok nevezdinek legkisebb
kozos tobbszorosével, akkor egész egyiitthatos polinomra jutunk. Ekézben persze
a polinomok gyokei nem valtoznak. Ebbdl kovetkezik, hogy az algebrai szam defi-
nici6jaban mondhattuk volna azt is, hogy azok a racionalis egyiitthatos polinomok
gyOkei. De mehetiink akar egy még altalanosabb definicié iranyaba tovabb.

Allitas. Az algebrai szamok a raciondlis elemekkel rendelkezé négyzetes mdtrizok
sajatértékei.

Bizonyitas. Ha A € Q""" egy négyzetes matrix, akkor a sajatértékek a det(A —
M) = 0 egyenlet megoldasai (I az n X n-es egységmatrix), és igy a determinans egy
racionélis egylitthatds polinomja lesz A-nak. De ez csak a bizonyitas egyik iranya,
be kellene még latnunk, hogy minden racionalis egyiitthatd polinom elSall ilyen
determinéns alakban.

Racionalis egyiitthatés polinomnél mindig elérhetd, hogy a fGegyiitthato 1 le-
gyen: egyszertien leosztunk a fGegyiitthatoval. Ezek szerint egy ilyen alakd polino-
munk van:

-1
" 4+ an_12" " + ...+ a1z + ag,

ahol a; € Q. Az ehhez tartozé t.n. Frobenius-matrix ([1]) a kovetkezd alakban all
elé:

0 0 0 0 —ao

1 00 0 —-a

0 1 0 0 —a»
A=

0 0 0 0 —an—2

0 0 0 1 —ap—1

Ha kifejtjiik a det(A — AI) determinanst az els§ oszlop szerint, akkor a kovetkezst
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kapjuk:
-Ax 0 0 0 —a
1 -2 0 0 —asg
det(A — A\I) = — Adet :
0 0 O —A —Qp—2
0 0 0 1 —A—ap_1
0 0 O 0 —ag
1 =X 0 0 —ag
- det . . . . . .
0 0 0 ... =X —Qp—2
0 0 0 ... 1 —=X—an_1

Ebbdl az els§ determinans egy teljes indukcios bizonyitéassal
()" PN a, AT as) )

alakd, mig a masodik determinanst az els6 sor szerint kifejtve a (—1)"ag szamot
kapjuk, igy a fenti kifejezés kiadja a

(=D)"A" 4 ap_ A" Fard + ag)

polinomot, amivel belattuk az allitast.

A Frobenius-métrixok segitségével mar be fogjuk tudni latni az algebrai szamok
Osszeadésra és szorzasra valo zartsagat. Ehhez sziikségiink van egy ® jellel jelzett
miveletre, amit a kovetkezéképpen definidlunk. Ha A = (a;;) egy n X n-es, és
B = (bg) egy m x m-es métrix, akkor az A ® B matrix (mn) X (mn)-es, n X n
darab m x m-es blokkbol all el§ igy:

n
(aij - B>z’,j=1
Az ® miiveletet értelmezhetjiik egy n dimenzios v = (v1,va,...,v,) és egy m
dimenziés w = (wy,wa, ..., w.,,) vektor esetén is, az egy nm dimenzios vektor lesz
a kovetkezs alakban:
VR w = (V1 - W, V2 - W, ...,V W)

Legyen most az a algebrai szam az A matrix sajatértéke a v sajatvektorral, a b
algebrai szam pedig a B matrix sajatértéke a w sajatvektorral, vagyis

Av=a-v és B-w=b-w
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Szamoljunk egy kicsit. Ha az (A ® B) - (v ® w) szorzatban blokkonként végezziik
el a mitveleteket elszor, akkor a B matrix a,;-szereseit szorozzuk a w vektor v;-
szereseivel. Ezekbdl a szorzatokbdl a w vektor b-a;; - v;-szereseit kapjuk, hiszen a w
vektor a B matrix sajatvektora a b sajatértékkel. Ez utobbi két tényezdt dsszeadva
j-re és a miveletet végrehajtva ¢ = 1,2, ..., n-re megkapjuk a v vektor a-szorosat,
vagyis Osszességében a v ® w vektor ab-szeresét. Ezek szerint az A ® B matrixnak
a v ® w vektor sajatvektora az ab sajatértékkel, igy ab algebrai szam. Az alabbi
szamolas ezeket a 1épéseket végzi el:

an1B ... a1,B W E;Zl a1;v;Bw (Av)1bw avibw

amB ... apnB Up W Z;L=1 an;vjBw (Av),bw av,bw

ami pontosan az ab(v ® w) vektor.

Egy hasonlé szamoléssal az is belathato, hogy az a+b is algebrai. Vegyiik most
az (A® I,) + (I, ® B) métrixot, ahol I, a k dimenziés egységmatrix. Ennek a
fenti jelolésekkel a v ® w vektor sajatvektora lesz a + b sajatértékkel:

a1l ... ainlm vVIW (Av)jw
(AQ Ly)(v@w) = : : : = : = a(v®w)
an1ly .. Gpndm Vp W (Av)w
és
B ... 0 VW v1bw
[, @B)(veow)=|: - : = ; =bv®w)
0O ... B VpW vbw

Osszeadva a kettSt kapjuk, hogy
(A®In) + (In® B))(v @ w) = (a+b)(v @ w)

Vagyis az algebrai szamok valéban testet alkotnak.

De minket leginkabb a hatvanyozas érdekel. Eszerint algebrai szamok egész
kitev6s hatvanyai is algebraiak, ha felhasznéljuk a szorzasra és a reciprokképzésre
valé zartsagot. De minket nem csak egész kitevGs hatvany érdekelne, hanem racio-
nalis, algebrai, s6t nem algebrai (vagyis transzcendes) kitevd is. Menjiink sorban.
Megint egy érdekes dolog, hogy a racionalis kitev6s hatvany esete egyszerti. Mindez
azon mulik, hogy a polinomjainkban (nem feltétleniil linearis) valtozo transzforma-
ciokat végrehajtva azok inverzei jelennek meg a gyokokben, mint a reciprok és a
negalt esetben is, csak ott esetleg ez nem volt annyira feltng.
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Allitas. Ha a egy algebrai szam, akkor {/a is (n pozitiv egész).

Bizonyitas. Ha az a szam a p(z) polinom gyoke, akkor konnyen ellendrizhetd, hogy
a p(z™) is polinom lesz, és az /a gyodke lesz.

Ezek alapjan kimondhatjuk, hogy algebrai szamok racionalis kitevgs hatvanyai
is algebraiak.

Most tekintsiik az algebrai szamok algebrai (de nem racionalis) kitevGs hat-
vanyait. Amikor elGszor belefutottam ebbe a kérdésbe, nem okozott kiilondsebb
meglepetést, hogy nem egyszerii dologrol van szé. Olyannyira nem, hogy ez volt
Hilbert 1900-ban a II. Nemzetkozi Matematikai Kongresszuson Parizsban felvetett
problémai koziil a hetedik ([2]), ami igy szolt:

Ha a 0-tol és 1-tdl kilonbézd algebrai szam, b pedig irraciondlis algebrai

szdm, akkor a® transzcendens.

Ezt az allitast Gelfond ([3]), és t6le fiiggetleniil Schneider ([4]) bizonyitotta be,
ma Gelfond-Schneider-tételnek ismerjiikk. A bizonyitas nem egyszerii, messze til-

mutat ennek a cikknek a keretein. De ebbdl példaul kévetkezik, hogy a \/iﬁ szam
(amit a cikk elején emlegettiink) nemhogy irracionalis, hanem még transzcendens
is.

Térjiink vissza az eredeti célunkhoz, ami most mar az, hogy megvizsgéljuk, és
ha lehet példat adjunk olyan hatvanyokra, ahol az alap, a kitevs és az eredmény
lehet racionalis, irracionalis algebrai, illetve transzcendens (27 eset). Nyilvan nem
trividlis példédkat szeretnénk adni, tehat a "transzcendes a racionélis hatvanyon

transzcendens" esetre lehetne példa a
s\ !
V2

mint ahogy a "racionalis a transzcendes hatvanyon racionalis"-ra is lehetne példa
az

1(v27)

de ezeket trivialisnak tekintjiikk. Vagyis olyan példakat szeretnénk latni (ha van-
nak), amelyekben sem az alap, sem a kitevé nem 0 és nem 1.

Ugyanazt az 6tletet probaljuk meg tovabbvinni, mint fent: legyen az alap és az
eredmény adott, és a kitev6rdl bizonyitjuk be, amit be kell bizonyitanunk. Vagyis
tovabbra is az log, b alakd szdmokat kell vizsgélnunk, de most méar altalanosabb
esetben, amikor a és b akar algebrai szamok is lehetnek. Ezzel kapcsolatos a kovet-
kez6

Allitas. Ha a és b algebrai szdmok, akkor log, b raciondlis vagy transzcendens.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy log, b algebrai szam. Ekkor ha ez a szam irracionalis,
akkor a Gelfond-Schneider-tétel szerint

aloga b _ b

transzcendens kellene legyen, ami ellentmondés, vagyis ha log, b algebrai, akkor
csak racionalis lehet.

alap | kitevs | eredmény példa megjegyzés
rac. rac. rac. 22 =4
rac. rac. alg. 212 =2
rac. | rac. tran. — (1)
rac. | alg. rac. — (2)
rac. | alg. alg. — (2)
rac. | alg. tran. 2v2 (3)
rac. | tran. rac. log23 — 3
rac. | tran. alg. glog2 V3 — /3
rac. | tran. tran. gV2loga 3 — 3v2
alg. rac. rac. \/52 =2
alg. | rac. alg. (V2)> =2
alg. | rac. tran. — (1)
alg. | alg. rac. — (2)
alg. alg. alg. — (2)
alg. | alg. tran. \/i\/§ 3)
alg. | tran. rac. \/ilogﬁ3 =3
alg. | tran. alg. V2'eve Vs _ V3
alg. tran. tran. ﬁﬂlogﬁ?’ = 3‘/§
tran. | rac. rac. — (4)
tran. | rac. alg. — (4)
7
tran. | rac. tran. (2‘/5) =222 (5)
V2
tran. | alg. rac. 2v2 =1
Vi
tran. | alg. alg. (2‘/5 =2
72
tran. | alg. tran. 2 vz =2V2
To, 3

tran. | tran. rac. (2‘/§ 2227 _ 3

log V3
tran. | tran. alg. 2‘/5) B2v2 YT

V3 V2 log V3 3 V3

tran. | tran. tran. ( ) 2 =3
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Ebbdl kovetkezik, hogy a cikk elején hasznélt log, 3 és tarsai is transzcendens
szamok. Ha ezt tudjuk, akkor mar nem nehéz feladat kitolteni a tédblazatunkat,
csak egy kicsit meg kell varidlni a logaritmusok alapjat és argumentumat, hogy
azok megfelel§ tipusuiak legyenek. A tablazatban mind a 27 esetrdl eldontjiik,
hogy lehetséges-e, és példat adunk ra, ha igen. A rac.=racionalis, alg.=irracionalis
algebrai, tran.=transzcendens jel6léseket hasznaljuk, tovabba:

(1) Iyen nincs: algebrai szam racionalis kitevSs hatvanya is algebrai.

(2) Ilyen nincs (kivéve a trivialis esetet): Gelfond-Schneider-tétel.

(3) Minden alap és kitevs jo (kivéve a trivialis esetet): Gelfond-Schneider-tétel.
(4) Tlyen nincs: ha az eredmény algebrai lenne, akkor a racionalis kitevé miatt az
alapnak is algebrainak kellene lennie (Gelfond-Schneider-tétel).

(5) Minden alap és kitevs jo (kivéve a trivialis esetet): mivel algebrai szam racioné-
lis kitevGs hatvanya is algebrai, ezért transzcendes szam racionalis kitevés hatvanya
transzcendes kell legyen.

Az olvasoéra bizzuk annak bizonyitésat, hogy a tablazatban szerepls, logaritmus
fiiggvényt is tartalmazo kifejezések valoban transzcendens szamokat adnak.
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