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1. Bevezetés: Eletrajz és az eddigi dijazottak

Niels Henrik Abel, a hires norvég matematikus 1802-ben sziiletett és 1829-ben
bekovetkezett halaldig harom vilaghiri eredményt ért el, amelyeket még napjaink-
ban is a matematika kiemelkedd teljesitményei, illetve mdédszerei kozott tartanak
szamon.

Ezek kozott az els6 az altalanos 6todfoka algebrai egyenlet gyokvonasokkal
valé megoldhatatlansagdnak bizonyitdsa volt 1824-ben, amely a Ruffini-Abel té-
tel néven vonult be a matematika torténetébe. Paolo Ruffini (1765-1822) olasz
orvos és egyben miikedvel6 matematikus volt, aki el6szor adott a fentebb emli-
tett egyenlet megoldhatatlansagara hianyos bizonyitast. Abel hibatlan bizonyitaséat
egy tomor hatoldalas cikkben irta meg, amely az 1826-ban indulé Crelle Journal
1. kotetében jelent meg nyomtatasban. Ezen folydiratot August Leopold Crelle
(1780-1855) német matematikus és kiadé alapitotta a ,Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik” cimmel, amelynek szdszerinti magyar forditasa a kovet-
kez§: ,Folydirat a tiszta (azaz elméleti) és alkalmazott matematika szdmdara”. Az
alapitdjara valé utalassal réviden Crelle Journal-nak nevezett folydirat tobb, mint
100 éven &t a vilag legrangosabb matematikai folydirata volt, és még napjainkban
is a legrangosabb matematikai folydiratok egyike. Abel teljesitményének elisme-
rését mutatja az a tény is, hogy réla nevezték el Abel csoportnak azon algebrai
strukturakat, amelyekben egy kommutativ, asszociativ és invertalhaté miivelet van
értelmezve. Mindezekrol a 2. részben részletesen irunk.

Ugyancsak Abel nevéhez fliz6dik a > upvy alakt véges Osszegek tn. Abel dt-
rendezése, amelyet 6 alkalmazott el0szor a szintén rola elnevezett Abel folytonossdgi
tétel bizonyitasaban. Ez a tétel konvergens hatvanysoroknak a konvergencia inter-
vallum végpontjaiban valé viselkedésére vonatkozik, amelyet a 3. részben fogunk
ismertetni. Az Abel dtrendezés mdédszerét sikerrel alkalmaztdk a 19. szdzad mé-
sodik harmadéban gyors fejlodésnek indult Fourier sorok elméletében is, amelyre
ugyancsak a 3. részben adunk példat.
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A harmadik teriilet, ahol Abel szintén alapveté eredményeket ért el, az tn.
elliptikus fliggvények elmélete. Ezeket a fliggvényeket Carl Gustav Jakob Jacobi
(1804-1851) német matematikus és fizikus vezette be, mint az elliptikus integrdlok
inverz fliggvényeiként. A vizsgalatokba Abel is bekapcsolddott, és az elliptikus
integralok egy specialis osztdlya az Abel integralok nevet viseli. Specidlisan a geo-
metriabol jolismert ellipszis {vhosszanak kiszamitasara szolgdld integrél is elliptikus
integral. A 4. részben ezekr6l adunk részletes bevezetd attekintést.

Niels Henrik Abel

Most pedig 6sszefoglaljuk Abel rovid életpalyajanak f6bb allomasait. Niels
Henrik Abel 1802. augusztus 5-én a teoldgus és filozéfus Soren Georg Abelnek
és Ane Marie Simonsonnak fiaként sziiletett Norvégia Findg nevi szigetén egy
kis falucskaban, Stavanger véros kozelében. Hat lednytestvére volt. 1821-ben Abel
osztondijjal beiratkozott Christiania (ma Osld) egyetemére, amit a kovetkezd évben
mar el is végzett. 1825-t61 1827-ig 6sztondijjal kiilfoldon tartézkodott, féként Pa-
rizsban, Berlinben és Gottingenben (Németorszag). A legyengiilt szervezet(i Abel
10 hénapos périzsi tartézkodasa alatt tiidébajban megbetegedett. Tovdbbi négy
dolgozatat ezen utazasok alatt irta, amelyek mindegyike a mar fentebb emlitett
Crelle Journalban jelent meg. 1827-ben visszatért Norvégiaba, ahol a Christiania
Egyetem és Mérnokiskola docenseként dolgozott. 1829. aprilis 6-an tuberkuldzis-
ban halt meg Norvégia Froland nevii varosaban.

Sziiletésének 200. évforduldja alkalmdbdl a norvég kirdly és kormany Abel-
dijat alapitott, amit az 1900-ban alapitott svéd Nobel-dij mintajara évenként adnak
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at a vilag legkivalobb egy vagy két matematikusanak. A dij 6sszege 6 millié norvég
korona, amely kozelitéleg 750 000 Euro, illetve 1 millié US Dollar értéki.

Az Abel-dij els6 dtadasdra 2003-ban keriilt sor. Az els6é dijazott Jean-Pierre
Serre (College de France, Franciaorszag) volt, akinek kutatdsi eredményei kulcssze-
repet jatszottak a matematika tobb modern fejezetének kialakitasaban, kiillonosen
a topoldgidban, algebrai geometridban és szamelméletben.

A 2004. évben két kitlintetett vehette 4t a dijat: Michael F. Atiyah (Uni-
versity of Edinburgh, Egyesiilt Kirdlysdg) és Isadore M. Singer (Massachusetts
Institute of Technology, az tin. MIT, USA) az index tétel felfedezéséért és bizo-
nyitasaért, amely a topoldgia, geometria és analizis tobb teriiletét Gsszekapcsolta;
és kiemelked6 szerepiikért a matematika és elméleti fizika kapcsolatanak tovabbi
erGsitéséért.

2005-ben a magyar szarmazasu Peter D. Lax-nek (Courant Institute of Mathe-
matical Sciences, New York University, USA) itéltél oda a dijat a parcidlis diffe-
rencidlegyenletek elméletében, megolddsainak numerikus kiszamitdasaban és alkal-
magzasaiban attorést jelentd eredményeiért.

2006-ban Lennart Carleson (Royal Institute of Technology, Svédorszag) kapta
a dijat alapvet6 és fejlédést elindité hozzajaruldsaiért a harmonikus anaizisben és
a sima dinamikus rendszerek elméletében.

2007-ben az indiai szdrmazési Srinivasa S. R. Varadham (Courant Institute of
Mathematical Sciences, New York University, USA) volt a dijazott a valésziniiség-
szamitasban elért alapvet6 eredményeiért, kiilondsen a nagy eltérések egységesitett
elméletének megteremtéséért.

2008-ban ismét két kitlintetett vehette at a dijat: John Griggs Thomson (Uni-
versity of Florida, USA) és a vallon szdrmazasi Jacques Tits (College de France,
Franciaorszdg) az algebraban elért mély eredményeikért, kiillonésen a modern cso-
portelmélet kialakitdsaért.

2009-ben az orosz Mikhail Leonidovich Gromov-nak (Institut des Hautes Etu-
des Scientifiques, Bures-sur-Yvette, Franciaorszdg, és Courant Institute of Mathe-
matical Sciences, New York University, USA) {télték oda a dijat a forradalmian 1j
geometriai vizsgalataiért.

A 2010. évi Abel-dijra val6 felterjesztés hatarideje 2009. szeptember 15. volt.
Az ajanlasokat az Abel Bizottsagnak kellett elkiildeni, amely azokat értékelésével
elldtva a Norvég Tudomdnyos és Irodalmi Akadémisghoz (Norwegian Academy of
Science and Letters) terjeszti fel, ahol a dij odaitélésérél dontenek. Az Abel-dijazott
nevét 2010. mérciusaban fogjak nyilvanossagra hozni.
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2. A Ruffini-Abel tétel

Az algebra alaptétele biztositja az algebrai egyismeretlenes egyenletek megol-
déasanak egzisztencidjat a komplex szamtest alapulvétele mellett. Az n-ed foku

apr” + a1z '+ 4 ap_1x+a, =0

algebrai egyenletnek, ahol ag # 0,a1,...,a,—1,a, egyiutthaték adott valds vagy
komplex szdmok, a multiplicitdsokkal szdamitva pontosan n gyoke van (amelyek &l-
taldban komplex szdmok). Az algebrai egyenlet megoldését ilyen médon biztositott
létezésétol élesen meg kell kiillonboztetniink azonban azt a problémat, hogy milyen
modon szamithatjuk ki egy adott egyenlet gyokeit. A klasszikus algebraban az al-
gebrai megolddst ugy definialjuk, mint olyan eljarast, amely az egyenlet megoldéasat
az egyenlet egyiitthat6ibdl kizardlag a négy alapmiivelet és pozitiv egész kitevoji
gyokvonas véges szamu 1épésben torténo alkalmazasaval adja meg.
Kozépiskolai tanulméanyainkbdl tudjuk, hogy az

ar’ +br+c=0, a#0,

altaldnos mdsodfoki egyenlet gyokei mindig el6allithatok algebrailag; gondoljunk a
jolismert, gyokképletre, amely szerint

o —b+ Vb% — dac
o 2a '

Egyetemi tanulményaink soran megismerkediink az
aox® + a12% +asr + a3 =0, ag #0,

altaldnos harmadfokiu egyenlet megoldésaval. Ezen egyenlet az ag féegytitthatdval
valé leosztas, majd az

+ 2
=r+ —
y 3&0

helyettesitéssel az

v +py+q=0

egyszeriibb alakra hozhaté, ahol p és q az ag, a1, as, as egyiitthatokbdl egyszeriien
megkaphaté. Ezen utébbi egyenlet gydkeit az tin. Cardano képlet szolgaltatja:
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Fontos tudni, hogy a képlet alkalmazasandl a két kobgyokvonas altal szolgédltatott
harom-harom értéket megfelel¢ kortiltekintéssel kell értékpéarba allitanunk, hogy
valéban a széban forgé harmadfoki egyenlet gyokeit kapjuk meg. A részleteket
illetéen Szele Tibor kitiing algebra kényvére utalunk.

Megjegyezziik, hogy a harmadfoki egyenlet megolddképlete koriil részben
maig sem teljesen tisztazott vita alakult ki. Alh’télag Scipione del Ferro (1465-
1526), a bolognai egyetem matematika professzora megtalalta a harmadfokd egyen-
let megolddképletét. Csak bardtainak beszélt réla, de nem hozta nyilvanossagra.
Haldlra utdn Fontana Nicolo Tartaglia [ejtsd: tértdjja; egyébként Tartaglia csak a
gunyneve volt, ami dadogdt jelent] (1500-1557), kivéls velencei szdmolémester egy
tudomanyos parbaj soran harmadfoku egyenletet oldott meg, akinek allitélag Ferro
arulta el a harmadfokd egyenlet megolddsanak titkat. Eljarasit 6 sem publikalta,
hiszen ez szdméara ,miihelytitok” volt. Girolamo Cardano (1501-1576), olasz orvos,
fizikus és matematikus t6bbszori unszoldasara Tartaglia neki elarulta a képletet, de
Cardanonak igéretét vette a titoktartdsra. Az 1545-ben megjelent , Ars magna”
cimil konyvében azonban Cardano nyilvanossigra hozta a megoldast, és a képlet
szezGjeként Tartagliat jelolte meg. Mégis a megszegett igéret Tartaglia és Cardano
kozott kolesonos sértegetésekkel jaro, oridsi vitat keltett. E vitdban Cardano mellé
allt fiatal tanitvanya, Ludovico Ferrari (1522-1565) és védte Tartaglidval szemben
az 1547-48. években. A felfedezés elfogultsdgokt6l sem mentes torténete éppen
Tartaglia és Ferrari vitairataibdl valt ismertté 1548-ban. Ezen szovevényes torténet
ellenére hangsilyozni kivanjuk, hogy az dltalanos harmadfoki egyenlet megoldasa
volt az els6 olyan eurdpai matematikai felfedezés, amely az 6kori gorég matematikai
eredményeket tulszdarnyalta.

Cardano ,Ars magna cimii kdnyvében még Ferrari mddszere is kozlésre ke-
riilt, amellyel els6 izben oldott meg altalanos negyedfoki egyenletet harmadfoku
egyenletre val6 visszavezetéssel. Ettol kezdve az altalanos negyedfoku egyenlet
megoldasara is létezett gyokképlet, bar ez a képlet olyan nagyterjedelmii, bonyo-
lult és attekinthetetlen, hogy gyakorlatilag sokkal célszeriibb helyette a megoldasi
eljaras 1épéseit megjegyezni.

Ezutan évszazadokon at a legnagyobb er6feszitések torténtek az altaldnos
otodfoku matematikai egyenlet megoldasainak algebrai eléallitasara, azaz gyok-
képletének megtaldlasara, mig végil kideriilt, hogy minden ilyen torekvés eleve
sikertelenségre van itélve. Niels Henrik Abel (1802-1829) nevéhez flizédik annak
a meglepo nevezetes eredménynek szabatos bizonyitasa, hogy az dltaldnos 6tad- és
magasabbfoki egyenlet tisztan algebrai Gton nem oldhaté meg. Az dltalanos 6t6d-
fokt egyenlettel kapcsolatban Paolo Ruffini (1765-1822) olasz orvos és miikedveld
matematikus még Abelt megelézden, az 1799-ben megjelent ,, Az egyenletek elmé-
lete...” ciml konyvében mondta ki ezt a tételt, amely akkor forradalmi jelentéségi
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volt. Ruffini azonban még nem adott teljesen preciz bizonyitast ra. Az els6 ki-
fogastalan bizonyitdst Abel taldlta meg, ezért nevezziik ezt a tételt Ruffini-Abel
tételnek.

Mai szemmel nézve a Ruffini-Abel tétel mar nem tlinik annyira megdébben-
tonek, mint felfedezésének kordban. Ezen tétel valddi jelentése ma mar egyszeriien
az, hogy az egyenletek algebrai megoldasanak definiciéja olyan kevés eszkoz hasz-
nalatat engedi meg, hogy kizdrélag ezek haszndlatdval nem allthato elé barmely
algebrai egyenlet megoldasa. A Ruffini-Abel tétel természetesen azt nem zarja ki,
hogy a négy alapmiivelet és gyOkvonas alkalmazasa mellett mas eszkoz igénybevé-
telével ki lehessen szamitani magasabb foku egyenletek megoldasait is az egyenlet
egyutthatoibdl. Példaul, a numerikus matematikabdl jol ismert Newton-Raphson
iteraciés mddszerrel tetszoleges fokszamu algebrai egyenlet valds gyokei elére meg-
adott pontossagig gyorsan meghatarozhaték. Megjegyezziik, hogy mér a harmad-
és negyedfoki egyenletek algebrai tton torténé megoldasa is tObbnyire olyan sok
szamitasi nehézséggel jar, hogy a gyakorlatban ezeket is a numerikus matematika
iteraciés modszereivel oldjék meg.

A Ruffini-Abel tétellel kapcsolatban még egy megjegyzést tesziink. A tétel
azt allitja, hogy egy algebrai egyenlet gyokei nem minden esetben szamithatdk ki
az egyenlet egyiitthat6ibdl a négy alapmiivelet és gyokvonas 1itjan, amennyiben az
egyenlet fokszama négynél nagyobb. Ugyanekkor ez nem zarja ki annak lehetéségét,
hogy a negyedfokinal magasabb foku algebrai egyenletek koziil bizonyos egyszeriibb
tipustak gyokeit a négy alapmivelet és gyokvonas véges szamu lépésben torténd
alkalmazdsdval mégis kiszdmithatjuk. Példaul az 6todfoku

P —-1=0
egyenlet is megoldhaté algebrai tton. Vildgos, hogy ez (mint barmelyik 2™ —1 =0
egyenlet) reciprok egyenlet, azaz, barmelyik x = a gyokével egyiitt x = 1/« is gyoke

az egyenletnek, mégpedig ugyanazon multiplicitassal. Az x = 1 nyilvan gyoke a
fenti 6todfoku egyenletnek. Az (x — 1) gyoktényezdvel vald osztéssal az

x® =1

r—1

=t 41=0

negyedfokt egyenlethez jutunk. Mivel z = 0 ennek nem gyoke, ezért az x2-tel val6
osztas nem vezet gyokvesztéshez. Az igy kapott

, 11 , 1 1
x+x+1+—+—2:<x +—2)+<x+—)+1
x Xz x x
142 1
= (z+2) -2+ (o4 ) +1
X x

12 1
=(z+2) +(z+-)-1=0
X X
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egyenlet az

1

y:=x+ —

x

helyettesitéssel az
Y4+y—1=0
maéasodfoki egyenletbe megy at, amelynek megoldasai a gyokképlet szerint
-1+v5 _-1-+5

Y1 = 5 €s Y2 =

Hatra van még az

1 -1 5 1 —1—-+5
x+_:i és x+_:7\/__
T 2 T 2

masodfoki egyenletek megoldédsa, amelyeknek gyokei a kovetkezdk:

5—1 5+1
x1,2=f4 +i/10 —2v5  és x3,4:\/_4+ +41/10 4+ 2v/5.

Ezek alkotjék az xs = 1 gyokkel egyiitt a fentebbi 6todfokd egyenlet gydkeit.
Egyébként ezek az un. 6todik egységgyokok és a fenti 6todfoku egyenlet megoldé-
sanak visszavezetése masodfoki egyenletek megolddsara teszi lehetévé a szabalyos
0tszog szerkesztését korzé és vonalzd segitségével.

Tehéat algebrai moddszerrel akkor tudunk négynél magasabb fokd egyenle-

tet megoldani, ha valamilyen fogéssal sikeriil alacsonyabb fokira visszavezetni az
egyenlet megoldasat. Mivel negyedfoku egyenleteket még meg tudunk algebrailag
oldani, a fentebb latott y := = + % helyettesitéssel az

" —-1=0

egyenlet még az n = 6,7,8 és 9 esetekben is megoldhatd algebrai médszerrel.

Befejezésiil megemlitjiik, hogy az algebrai egyenletek algebrai megoldhatdsa-
ganak teljesen attekinhetd, vilagos és a dolgok gyodkerét megvilagitd, mély elmélete
Evariste Galois [ejtsd: gdlod] (1811-1832) francia matematikustdl szarmazik, aki
szintén a 19. szazad elso felében élt és fiatalon halt meg, mint Abel. Az tn. Galois
elmélet mindmaig a modern algebra egyik legszebb fejezete.
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3. Abel folytonossagi tétele

Legyen {ay : k = 0,1,2,...} adott valds szdmsorozat (az egyszeriiség kedvéért,
bér komplex szdmsorozatot is vehetnénk), és tekintsiik a

oo
(1) Zakxk:a0+a1x+a2x2+'~-+akxk—|—~~::f(x)
k=0

hatvénysort, amelynek konvergenciasugara R > 0. Jdl ismert, hogy az (1) hat-
vénysor abszolit és egyenletesen konvergdl mindegyik [—r,7] intervallumon, ahol
0 < r < R. Viszont a konvergenciaintervallum x = +R végpontjaiban (feltéve,
hogy R < o0) a hatvdnysor konvergalhat is, de divergdlhat is. Példdul, a

= 1

g b= lz| < R:=1,
1—x

k=0

geometriai hatvanysor az x = £1 végpontokban divergal. Viszont a

k

E x—, |z| < R:=1,
k
k=1

hatvdnysor az x = 1 végpontban divergal (mivel a Y ;- 1/k harmonikus sor di-
vergens), mig az x = —1 végpontban konvergdl (mivel a Y .=, (—1)*/k alterndls
eljelii harmonikus sor Leibniz tétele szerint konvergens). De az is eléfordulhat,
hogy a hatvdnysor a (—R, R) konvergenciaintervallum mindkét végpontjaban kon-
vergdl; ilyen hatvanysor példaul

<k
lef—z, |z| < R :=1.
k=1

Tudjuk, hogy ha a hatvanysor konvergenciasugara R > 0, akkor a hatvanysor
f(z) osszege a konvergenciaintervallum belsejében, azaz a (— R, R) nyitott interval-
lum pontjaiban differencidlhaté, igy sziikségképpen folytonos is. Abel folytonossdgi
tétele azt mondja ki, hogy ha a hatvanysor a konvergenciaintervallum valamelyik
végpontjaban is konvergens, akkor az f(x) Osszegfiggvénye még abban a végpont-
ban is folytonos (vagy balrdl, vagy jobbrdl attdl fiiggden, hogy melyik végpontrdl
van sz6). Ezen tételt képletekkel a kovetkez6képpen fogalmazzuk meg.
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1. Tétel (Abel folytonossigi tétele). Legyen az (1) hatvdnysor konvergenciasugara
R > 0. Ha a hatvdnysor az x = R helyen is konvergens és 0sszege itt s, azaz

oo n
(2) s:= f(R) = ZakRk = ILm ZakRk,
k=0 k=0

akkor a hatvdnysor f(x) dsszege az x = R helyen balrdl folytonos, képletben.:

lim f(z) = f(R).

z—R—0

Nyilvanvald, hogy hasonld allitas érvényes az x = —R helyen is, ha ott a
hatvanysor konvergens (amely esetben jobboldali folytonossdg all fenn).

1. Tétel bizonyitasa. Vezessiink be 1j valtoz6t:

x
ri= T azaz x =rR.

Nyilvanvald, hogy ha 0 < = < R, akkor 0 < r < 1; és mivel x — R — 0, ezért
r — 1 —0. Jeloljik s, (x)-szel a hatvanysor n-edik részletdsszegét:

n
Sn(x) == Z apz®,
k=0

és legyen

n
Sp 1= sn(R)zz:akRk, n=0,1,2,....
k=0
Egybdl lathatd, hogy
so=ag és Sp,—Sp_1=a,R", n=12,...;
igy az s, (x) részletosszeg képletét a kovetkezd médon is felirhatjuk:

5n(2) = 8p(rR) = ag + a17R + agr®*R* + -+ + a, 7" R"
=504 (51— s0)r+ -+ (Sn—1 — Sp—2)r™ ' + (50 — Sp_1)r"
so(1—=7)+s1(r—1%)+ -+ 5, ("7 =) + 5,77

(1—r)(so+ s17+ s2r” + -+ F sy 17" 1) + 57"
n—1

=(1-r) Z sprt 4+ sprm.
k—0
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Ezt az atlakitast azdta is Abel direndezésnek nevezziik, mivel Abel alkalmazta eld-
szor a Crelle Journalban megjelent dolgozataban.

Feltevésiink szerint az {s, : n = 0,1,2,...} sorozat konvergens (amelynek
hatérértéke s := f(R)), ezért az {s,} sorozat korldtos. Tekintve, hogy 0 < r < 1,
ezért

lim s,r" = 0.
n— oo

Tehat rogzitett x = rR € (0,R) esetén 0 < r < 1, és igy (3)-bdl az n — oo
hatarmenettel az kovetkezik, hogy a

E spr®  sor is konvergens és

(4) f(rR) = lim sp(rR) =:(1—r) ZSM“ 0<r<l.

n—oo

A geometriai sor j6lismert képlete szerint

oo
& 1
E rt = , —l<r<l.
1—r
k=0

Ezért irhatjuk, hogy
(5) f(R):s:(l—r)Zsrk.
k=0
A (4) és (5) egyenléségek kiilonbségeként kapjuk, hogy
oo
f(x)—s=f(rR) — f(R 1—7“Zsk—s
k=0

Ez utébbi eldallitas alapjan a tétel bizonyitdsa mar egyszerii. E célbdl a jobb
oldalon allé 6sszeget két részre vagjuk szét:

(6) f@—s=01=r) (sk—s)r*+(1—=r) > (sx—s)r",
k=0 k=no+1

ahol az ng majd alkalmasan valasztott természetes szam lesz.
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A feltevés szerint s — s, ha k — oo. Ezért tetsz6leges € > 0 szdmhoz 1étezik
olyan ng = ng(e) kiiszébszdm, hogy

€
|sk—s|<§, ha k> no.

Nyilvan barmely 0 < r < 1 esetén fenndall az, hogy

oo o0 e o0
‘ Z (sk—s)rk‘ < Z |si — s|rt < 3 Z rk =
(7) k=nog+1 k=no+1 k=no+1
g rnotl €

=< 0 1
21—7r ~20—r) ~ 7S

mégpedig az ng valasztdsatdl fliggetleniil. Mésrészt, az

no

(I—-7) Z(sk - s)rk

k=0

(np + 1)-ed foki polinom az r valtozdban, és igy a szdmegyenes barmely pontjiban
folytonos; tehat az r = 1 pontban is folytonos, amely pontban a polinom értéke
zérus. Kovetkezésképpen, fennall a

ng
. _ _ k _
}E(l T) I;}(sk s)rf=0

hatarérték. Ezért a fenti e-hoz megadhatd olyan § < 1 pozitiv szam, amelyre

(8) ‘(1—7‘)Z(sk—s)rk‘<§, ha 1-d<r<l.
k=0

Osszefoglalva, a (7) és (8) egyenl6tlenségek felhasznéldsaval (6)-bol kivetke-
zik, hogy

If(rR)—f(R)l:If(w)—s|<%+§:e, ha 1—6<r<l.

Mivel tetsz6leges € > 0 szdmhoz megadhaté ilyen 0 < § < 1 szam, ezért fennall a

lim f(rR)= lim f(x)= f(R)

r—1-0 z—+R—0

hatarérték. Ezzel a tétel allitasat bebizonyitottuk. -
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Megjegyzés. A tétel megforditdsa mar nem &ll fenn; azaz, ha egy hatvénysor kon-
vergenciasugara R > 0 és a hatvanysor Osszege a konvergenciaintervallum jobbol-
dali végpontjaban balrdl folytonos, akkor a hatvanysor az x = R végpontban mar
nem feltétleniil konvergens. Példaul, a

N 1
Z(—l)kxk:1—:c+:c2—x3+~~+(—1)kx’“+...: , —l<z<l,
= 1+2

hatvanysor 6sszege folytonos a konvergenciaintervallum jobboldali végpontjaban:

) 1 1
lim = -,
z—)l]_—|—$ 2

de ez a hatvanysor az x = 1 pontban divergens:

(o)
PG S B o B R B R
k=0

A (3) képletsorban eléfordulé atalakitast Abel dtrendezésnek (angolul: Abel’s
transformation) szokds nevezni, mivel ezt az eljardst 6 alkalmazta elGszor hires
klasszikus tételének bizonyitdsaban. A hatvanysortél elvonatkoztatva, az Abel
atrendezés altalanos képlete a kovetkezo:

n n—1

(9) Zukvk:ZUk(vk—vk+1)+Unvn, n=12...,
k=0 k=0

ahol

(10) Uy =uo+ur+us+---+ux, k=0,1,2,...;

vagy még &ltaldnosabb formdban (amelyet hamarosan mi is alkalmazni fogunk) a
kovetkezo:

n
Z URVE = Um+1Vm—+1 + Um+2Um+2 + - + UpUp
k=m+1
= (Un+1 = Un)vm+s1 + (Unt2 = Unt1)Vms2 + -+
+ (Up-1—Up—2)vp_1+ (Up — Up—1)vp
= —UmUm+1 + Um+1(vm+1 - Um+2) 4
+ Un—1(Vn—1 —vn) + Upvn

n—1

= —-Unvm+ Y Us(ox = vet1) + Unvn,
k=m+1
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ahol {ur : kK =0,1,2,...} és {vp : k = 0,1,2,...} tetszlleges valds (vagy akér
komplex) szamsorozatok, m > —1 és n > m + 2 egész szdmok.
Mivel a (11) képlet a parcidlis integrélds

képletére emlékeztet, ahol
U'(z) = u(x) és  V'(z)=wv(x), a<z<hb,

ezért az Abel dtrendezést parcidlis dsszegzésnek (angolul: summation by parts) is
szokds nevezni.

Az alabbi két korolldrium szdmos esetben haszonnal alkalmazhato, amelyek-
ben eléforduld egyenlétlenséget Abel egyenldtienségnek nevezik.

1. Korolldrium. Ha nemnegativ szamok {vy} sorozata monoton csokkend:

V1 >V >3 > 2> vy >0,

n

(12) ‘ ) Z+1 ukvk‘ < 2011 nax Ugl, 0<m<n-—1.
=m

Ennek bizonyitdsa (12) alapjin roppant egyszerti:

n n—1
‘ Z ukvk‘ = ‘ —UnVms1 + Z Uk (v — vg1 + Upvp| <
k=m+1 k=m+1
n—1
é |Um|vm+1 + Z |Uk|(’0k - karl) + |Un|vn S
k=m+1
< (25, 06 o+ o =)

+ (Un—l - Un) + Un} =

= 2041 max  |Ugl.
m+1<k<n

2. Korollarium. Ha nemnegativ szamok {vy} sorozata monoton névekvd:

0<v v <o Sy,
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akkor

n

URVE| < 2v max |U, 0<m<n-—1.
| Y wen| <200 max UL, 0<
k=m+1

Ezt az 1. Korollariumhoz hasonléan bizonyithatjuk.
Az 1. Korolldriumra tdmaszkodva bizonyitjuk a kovetkezd tételt, amely vég-
telen trigonometrikus sorok konvergencidjara ad elegend6 feltételt.

2. Tétel. Ha

aozalzagz...Zsz...zo és limak:O,
k— o0

akkor az

oo oo

1 , .

§a0 + E ay cos kx és E ag sin kx
k=1 k=1

trigonometrikus sorok egyenletesen konvergdlnak a § < x < 2w — § intervallumon
tetszdleges 0 < § < 7 esetén.

Bizonyitas. A koszinusz sor esetében legyen

1
(13) Uo =5, Uk ‘=coskxr és wvg:i=ap, k=0,1,2,....
El6szor az
1 n
(14) Un(z) := §+I;COS]€$’ n=0,1,2,...,

Osszegekre adunk zart képletet. E célbdl szorozzuk meg ezen egyenléség mindkét
oldalat 2sin g-vel és alkalmazzuk a

2 cosasin f = sin(a + ) — sin(a — )
azonossagot. Nyerjiik, hogy

(251n§)Un(x) :sing +2sin§cos2x+-~—|—2sin§cosnm

T . 3z T . 2n+ 1)z . @2n-1)z
:sm§—|—(sm——sm—)—l—---—l—(smi—smi)

2 2 2 2
2n+1
(2n 5

?
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lévén a fenti Osszeg un. teleszkopikus Gsszeg, amelyben a zardjelek felbontdsa és
az Osszevondsok elvégzése soran a tagok kolecsonosen kioltjak egymadst, egy tag
kivételével. Tehat

1 sin (2n+1)x )
=3 Zcoskx—ZsT, n=0,1,2,... é 0<zx<2m.
2

Megemlitjiik, hogy a Fourier sorok elméletében ezen U, (x)-et a Dirichlet magfiigg-
vénynek nevezik és D, (x)-szel jelolik.

Nyilvanvalé, hogy
1 1

<
2sin 5 2sin

(15) |Un(z)] < ha §<z<2m-—4.

N[

Ezen el6zmények utan tekintsiik a koszinusz sor

1 n
sn(x) == §+Zakcoskx, k=0,1,2,...,

részletosszegeinek sorozatat. A konvergencia bizonyitasdt a Cauchy konvergencia-
kritérium alapjin végezziik. Legyen 0 < m < n. A (13) és (14) jelléseket hasz-
nalva, a (12) és (15) egyenlétlenségekbdl kovetkezik, hogy

‘sn(a:) — sm(m)| = ‘ zn: a cosk;x‘

k=m+1
= } - )y + Z Uk(z)(ar — ar41) + Up(z)an| <
k=m+1
Am+41
< 2,41  max |Uk(m)| <—>, ha 6<z<2r—0
m+1<k<n Sin b}

Feltevés szerint a,,+1 — 0, ha m — oco. Tehat
|sn(x) - sm(a:)| — 0, ha m,n — oo,

mégpedig az x € [J, 2w — §] pontok esetében egyenletesen. Ezzel belattuk, hogy
a koszinusz sor részletosszegeinek {s,(z) : n = 0,1,2,...} sorozata egyenletesen
Cauchy sorozat a [0, 27 — 0] intervallumon. Ezért ott a koszinusz sor konvergens és
a konvergencia egyenletes.

A szinusz sorra vonatkozé 4llitdst hasonlé médon tudjuk bebizonyitani. Az

:Zsinkx, n=12...
k=1
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Osszegekre szintén ugy adhatunk zart képletet, hogy ezen egyenlGtlenség mindkét
oldalat 2sin g-vel szorozzuk, és a

2sinasin 8 = cos(a — 8) — cos(a + )
azonossagot alkalmazzuk. Ezaltalan nyerjik, hogy

T\ T, . T,
(251n§)Un(a:):281n§smx—|—---—|—251n§smnm

3 2n—1 2 1
z(cosx—cos—x>+---+(cos(n )x—cos(n+ )a:)
2 2 2
x (2n+ 1)z
= €08 = — COS —————,
2 2
mivel a fenti Gsszeg is teleszkdpikus Gsszeg. Tehdt
m z (2n+1)x
~ cos £ — cos =
U, (x) ::kg_lsinkmz 2 ZsmZ 2 n=1,2... é 0<zx<2m.

Ezen ﬁn(m)—et a Fourier sorok elméletében a konjugdlt Dirichlet magfiiggvénynek
nevezik, és D, (x)-szel jelolik. A (15) egyenl6tlenséghez hasondlan most az 4ll fenn,
hogy

_ 1
U, ‘< < ha §<z<2r—4
‘ n(l‘) _2Sin%_sin% a =TS em

Ezen egyenl6tlenségre tdmaszkodva, a bizonyitdst ugyanigy fejezziik be, mint a
koszinusz sor esetében. Ennek atgondolasast az olvaséra bizzuk. -

4. Elliptikus fiiggvények és elliptikus integralok

Egy elliptikus fiiggvény a komplex szdmsikon definidlt olyan komplex-értékii
fiiggvény, amely két irdnyban is periodikus (réviden: kétszeresen periodikus). Tor-
ténetileg az elliptikus fiiggvényeket mint az elliptikus integralok inverz fliggvénye-
iként vezették be. Specidlisan az ellipszis ivhosszanak kiszamitasara szolgald in-
tegrél is elliptikus integral; innen ered elnevezésiik. Els6ként Carl Jacobi, német
matematikus és fizikus vezette be az elliptikus fiiggvényeket és az in. théta fliggvé-
nyeket. Az utébbiak ugyan nem kétszeresen periodikusak, de az id6k soran nagyon
hasznosnak bizonyultak kiilonféle problémak egységes targyalasiban. Mi is ezt a
ymodern” targyaldsmédot kovetjiik az alabbi vazlatos ismertetéstinkben.

Az Un. théta fiigguények bevezetésével kezdjiik az ismertetést, amelyek koziil
kettd a hdvezetés (angolul: heat conduction) egyenletének megolddsdaval kapcsola-
tos. Tegyiik fel, hogy olyan nagyméretii szilard anyag tolti ki a haromdimenziés
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derékszogi koordinatarendszernek a z = 0 és z = 7 sikok altal hatérolt részét,
nevezzik ezt a formacidt lemeznek, amelyben az anyag homérséklete az = és y
koordinataktol nem fligg; tehdt a ho dramldsa csak a z-tengellyel parhuzamosan
torténhet. Jeloljiik A-val az anyag homérsékletét, amely a fenti feltevés szerint csak
a hely z koordinatdjatdl és a t idépillanattdl fliigg. Az elméleti fizika térvényeibol
levezethetd, hogy a hovezetés fizikai folyamatat a
(16) Ha—20 = 99
022 Ot

parcialis differencidlegyenlet frja le, ahol 6 = 0(z,t)) és k az in. h8vezetési egylitt-
haté, amely a szébanforgd anyagra jellemzo6 allando.

Megjegyezziik, hogy a hivatalos brit héegység neve ,,therm” és ennek a széonak
a kezdGbetiije a gorog abécé #-val jelolt ,théta” betlije. A magyar nyelvben is hasz-
nalt termosz (=hdpalack), termosztat (=hészabdlyzd), termodinamika (=elméleti
hétan), stb. szavak is a gorog nyelvbél erednek.

Elészor azt az esetet vizsgéljuk, amikor a (16) differencidlegyenlet megolddsa
a

(17) 0(0,t) =0(m,t) =0, t>0,
peremfeltételt és a
(18) 0(z,0) = f(z2), 0<z<m,

kezdetiérték feltételt elégiti ki, ahol f(z) integralhaté fiiggvény(Riemann vagy Le-
besgue szerint) a [0, 7] intervallumon. Jél ismert, hogy ha a véltozok szétvilasz-
tasdnak mddszerével oldjuk meg a (16) differencidlegyenletet, mikdzben a (17) és
(18) feltételeket is figyelembe vessziik, akkor a megolddst a

oo
0(z,t) = Z bpe ™ sinnz
n=1
végtelen sor szolgaltatja, amelyben a b,, egyiitthatdk a (18) kezdetiérték feltételben
szerepld f(z) fiiggvény szinusz Fourier egyttthatdi:

2 Us
(19) bn:—/ f(z)sinnzdz, n=1,2,...
T Jo
Abban a specidlis esetben, amikor

(20) f(z)=mo(z= 7).
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ahol §(z) a Dirac egységnyi impulzus fuggvény (az tn. Dirac delta) és a z = 0
és z = m sikok altal hatarolt részt kitolto lemez kezdeti hémérséklete mindeniitt
zérus, kivéve a z = 7/2 kozépsik (lap) kicsiny kornyezetét, amelyben a hémérséklet
nagyon magas (példdul annak kovetkeztében, hogy a ¢t = 0 idépillanatban erre a
részre nagy mennyiségii hét injektdlunk be). Az un. disztribicid elmélet szerint,
ebben a specidlis esetben (19) a kovetkezé alaki lesz:

4 1
bn:2/ 5(z—z)sinnzdz:251n(—nﬂ'>, n=12....
0 2 2

Mivel
. (1 ) [0, ha n péros szam,
ST = (=1)™, han =2m+ 1 piratlan szdm;

ezért a (17) peremfeltétel és (18) kezdetiérték feltétel esetén a héterjedést a

(21) O(z,t) =23 (~1)"e D gin(2n + 1)z

n=0

végtelen sor irja le.

! !
0 2 —> ™ 0 Z2—> ™

1. abra 2. abra

A 0 = 0(z,t) hémérsékletnek a z helytél val6 fiiggését az 1. Abran mutatjuk
be. Ezen jdl lathato, hogy a t idé mulasaval a hé egyre jobban szétterjed a kdzép-
ponti z = 7/2 rétegtél a hatdrrétegek irdnydban, és t — oo esetén az egész lemez
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homeérséklete zérussa valik, mivel a z = 0 és z = 7 siklapok altal hatarolt lemezbdl
a ho kiaramlik a két hatarlapon.
Ha bevezetjiik a

(22) qi=e "t

jelolést, akkor a (20) képletben szerepld sor a

o0

(23) 0=10:(z,q) Z )" gnte)’ sin(2n 4+ 1)z

alakot veszi fel, és ez az Un. elsd théta fiiggvény definicidja.

A kovetkezdkben azt tételezziik fel, hogy a z = 0 és z = m sikokkal hatdrolt
lemez hdszigetelt, vagyis a hé nem dramolhat ki a két hatdrrétegen, akkor a (17)
peremfeltétel helyett az alabbi peremfeltétellel kell szamolnunk:

00(0,t)  06(r, 1)

(24) ot Ot

=0, t>0.

Ha a kezdeti feltételt most is (18)-cal adjuk meg, akkor a (16) differencidlegyenlet
megoldasat a

0 ,
0(z,t) = 7 g ape” " *rt cosnz

végtelen sor adja meg, amelyben az a,, egyiitthaték a (18) kezdeti feltételben sze-
replé f(z) fiiggvény koszinusz Fourier egyiitthatoi:

2 s
(25) an :z—/ f(z)cosnzdz, n=0,1,2,....
™ Jo

Abban a speciélis esetben, amikor f(z) éppen a (20) képlettel megadott fligg-
vény, akkor (25) a kovetkezd alaku lesz:

i 1
ap = 2/ 5(2 - g) cosnzdz = 2 cos (§n7r)
0

(1 ) (=1)™ | ha n = 2m péros szam,
cos|=nm)| = , .
0 , ha n pératlan szam;

Mivel

ezért a (24) peremfeltétel és (18) kezdeti feltétel esetén a héterjedést a

O(z,t)=142 Z(—l)”e_@")z"t cos(2nz)
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végtelen sor irja le; majd bevezetve a (22)-beli jel6lést, a
(26) 0 =04(2,t) =142 Z(—l)"q”2 cos(2nz)

végtelen sor adja meg, és ez az un. negyedik théta fiigguény definicidja.

Most a 0 = 0(z,t) hémérsékletnek a z helytél vals fliggését a 2. Abran mutat-
juk be. Ezen jol lathato, hogy a t idé muldsaval a h6 ismét egyre jobban szétterjed
a kozépponti z = 7/2 rétegtdl a hatdrrétegek irdnydban, de ebben az esetben a
z = 0 és z = m sikok hészigetelése kovetkeztében a lemez homérséklete egyre job-
ban kiegyenlitodik és ¢ — oo esetén egyenstly all be.

A héterjedés fizikai probléméjdnak megoldasa utan, az elsé théta fligguényt a
(23) sorral definidljuk minden z és ¢ komplex szdmra, amelyre |¢| < 1. Ha a szinusz
fliggvényt az FEuler-Moivre képlet altal adott

. _ _ Uiz iz
Sln2—72i = 2(6 e )

egyenlGség jobboldalaval helyettesitjiik, akkor a

oo

01 =01(2,q) = —i > (~1)rgntHeiCnrDz

n—=—oo

képletet kapjuk. Ha a (26) képletben a koszinusz fliggvényt szintén az Euler-Moivre
képlet altal adott
eiz + efiz
2
egyenléség jobboldaldval helyettesitjlik, akkor a negyedik théta figgvényre a

COsz —

oo

01 =0a(200) = 3 (~1)g" e

n=-—oo

képletet kapjuk. A mdsodik és harmadik théta figgvények definicidja pedig a ko-
vetkez6:

0 S
0, = 92 Z q Z (n+1/2)? COS 2n+ 1) Z q(n+1/2)2ei(2n+1)z,
03 =05(z,q) =1+ 2Zq cos(2nz) Z g e2inz lq| < 1.

n=1 n=-—00
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Nyilvanvald, hogy a 61 és 6 fiiggvények 27 szerint periodikusak, a 63 és 6, fugg-
vények pedig 7 szerint periodikusak.

A snu, cnu és dnu elliptikus fiiggvényeket a théta fliggvények hanyadosaival
a kovetkezéképpen definidljak:

o B50)01(2)
" 05(0)04(2)"
cn : 94(0)92(2’)
' 92(0)94(2)7
94(0)93(2’) L u
dnwu = 93(0)94(2), ahol z:= 03(0).

Az elliptikus fiiggvényekre tobb olyan azonossag érvényes, amely a trigonometrikus
fliggvényekre érvényes azonossdgokra emlékeztet. Példdul,

sn?u+cnu=1,

02
dn?u+k?sn®u =1, ahol k:= 3(0),
05(0)
92
dn?u—k?>en?u = (K')2, ahol k' := 3(0),
05(0)

k2 + (K)? = 1.

Az un. elliptikus integrdlok kiszamitasa éppen az elliptikus fliggvények inverzei
segitségével torténik. Példaul,

=sn Mz, k), 0<z<I;

* dt
/0 V(=) (1 — k2t2)
! dt
V(=) ()2 + k2t2)

=cnHz,k), 0<z<1;

ahol sn™!(z, k) =: u az snu fiiggvény inverze, azaz v = snu. Hasonl6képpen, ha
u:=cn~Y(z, k), akkor z = cnu. Ezek tn. elséfaji elliptikus integrdlok.

A Kalkulus els6éves egyetemi eléaddsabol ismert, hogy az y = f(z) figgvény
grafikonjanak az (x1, f(x1)) és (z2, f(x2)) pontok kozé es ivhosszat az

5= /x VIF P @Pde, 1 <,

képlettel lehet kiszdmitani; feltéve, hogy f'(x) létezik és egyszertliség kedvéért te-
gyiik fel, hogy korlatos is az (x1, z2) nyitott intervallumon.
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Y
(0,0)
D!
Py |
(—a,0) 1 2 a,0)
0, -0
3. dbra

A kozépiskola matematika tagozatos osztalyaban jél ismert a derékszogii ko-
ordinatarendszer origdjara szimmetrikus ellipszis egyenlete:

T
__|_y_:17 —a<z<a é —-b<y<hb,

ahol a > 0 és b > 0 az ellipszis féltengelyeinek hossza (lasd az 3. Abran). A szim-
metria kovetkeztében elegendd az ellipszisnek az z-tengely feletti részén ivhosszat
szamitani. Ekkor az ellipszis egyenletébdl y egyértelmiien kifejezheto:

2

T b2
v =0 (1-5) = (e —a?),

b
y:—y/aQ—xQ::f(q;), —a <z <a.
a

Mivel ) ) .
, , —2x —bx
= T) = — = , —a<z<a,
v =r) a2va?2 — 22 ava? — 2

az ivhossz fenti képlete szerint az ellipszis P és P, pontjai k6zé esé ivének hossza:

b2m2 x2 )22
= [ [

amely mar egy un. harmadfaju elliptikus integrdl.
Az elliptikus fiiggvények és elliptikus integralok fogalmédnak sziiletésekor Ja-
cobi oldalan Abel is ott babaskodott zsenialis intuiciéival, hiszen mindez abban az
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idében tortént, amikor Cauchy éppen, hogy csak megfogalmazta a hatérérték és
folytonosséag szabatos definicidjat.

Koszonetnyilvanitas. Ezuttal is szeretném Varga Ferencné Fekete Piroskanak, a
Bolyai Intézet konyvtarosanak koszonetemet kifejezni, akitél szamos segitséget kap-
tam nemcsak az [1] és [3] forrdsmunkakra valé figyelemfelhivdsdval, hanem az Abel-
dijjal kapcsolatos informécié gytjtésében is.
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