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PINTER LAJOS

Rétz Laszlo a Fasori Gimnézium volt tanara a XX. szazad elsé évtizedében
»2Mathematikai gyakorlokonyv”-et adott ki. Ez egy nagyon elére mutatod, célratord
vallalkozas volt, hisz abban az idében ez az egész vilagon a ritkasagok kozé tarto-
zott. A targyalt feladatok zomében a Kozépiskolai Mathematikai Lapokban meg-
jelentek. Tobb feladat tilmutat a kdzépiskolai anyagon, igy nyilvanvaléan sokat
segit a tanuléknak, részben mas megvildgitasba is helyezi a matematikdt. Ami-
kor ezeket a feladatokat olvassuk, prébaljuk magunkat a 100 évvel ezel6tti korba
képzelni. Most is érdekesek a problémak, de akkor kiiléndsen tanulsagosak voltak.

Ebben a kis dolgozatban Rétz Lészlé geometriai feladatgyiijteményére kivan-
juk felhivni a figyelmet. Két részlet Ratz Laszlonak a konyvhoz irt elészavabol:
,2Mathematikai gyakorlokényvem masodik kotete a mértan koérébol vett feladato-
kat tartalmaz. Mint konyvem elsé kotetében, ugy e kotetben is felvettem olyan
feladatokat, melyek a kozépiskolaban tanitott ismeret-kort némileg tullépik, ame-
lyek azonban néhany elemi tétel ismeretével konnyen megoldhatok. Hogy tanuldink
e feladatokat is megfejthessék, a sziikséges tételeket az egyes fejezetek elején rovi-
den ismertetem. Ilyen feladat-csoportok: a hatvany és hatvanyvonal, a hdromszog
oldalait érint6 korok, a talpponti hiaromszog és a Feuerbach-féle kor, a Simson-
féle egyenes, az Euler-féle egyenes, Ceva és Menelaos tételei. Azt hiszem, hogy e
feladatok kelthetik fel leginkabb tanuléink érdeklédését.”

,2Mathematikai gyakorlokonyvem kiadasaval arra torekedtem, hogy tanuléink
a kozépiskolaban tanultakat jobban gyakorolhassak, ismeret-koriiket kiegészithes-
sék, s a mathematikai tanulmanyok iramt az eddiginél is nagyobb érdeklodést ta-
nusithassanak.”

A geometria konyv két részbdl all: 1. rész Feladatok, II. rész Eredmények
és megoldasok. Az I. részbe tartozé alcimek: I. Planimetria: a) Szdmitdsok (52
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feladat), b) Bizonyitdsok (110 feladat), c) Szerkesztések (134 feladat), d) Mértani
helyek (41 feladat), e) A hatvdny és hatvdnyvonal (13 feladat); IT. Trigonometria:
a) Goniometria (38 feladat), A derékszogli és az egyenlészéri hdromszog (27 fela-
dat), ¢) A ferdeszogli hdromszog (55 feladat), d) A sokszog és a kor (27 feladat);
ITI. A haromszog oldalait érintd korok (31 feladat), IV. A hdromszogre vonatkozé
vegyes feladatok (8 feladat); V. A talpponti hdromszog és a Feuerbach-féle kor
(22 feladat); VI. A Simson-féle egyenes (6 feladat); VII. Az Euler-féle egyenes (3
feladat); VIIL. Ceva és Menelaos tételei (18 feladat); IX. Elemz& mértan (33 fel-
adat); X. Stereometria (114 feladat); XI. Maximum-minimum (18 feladat); XII.
Kiulonfélék (20 feladat).

Most az I. részbdl (nagyon 6nkényesen) egy részt ragadunk ki: VIIL. Ceva és
Menelaos tételei. A konyvben taldlhatd bevezetés igy szdl:
»,1. Ceva tétele: Ha az ABC haromszog csicsain at olyan egyeneseket rajzolunk,
melyek a sik egy P pontjdan mennek &t, akkor a szemben fekvé oldalakon, illetéleg
a meghosszabbitasaikon levé A;, By, Ch metszéspontok tgy osztjdk az oldalakat,
hogy a harom-harom nem szomszédos szelet mértékszamainak szorzata egyenld.
Azaz:

A1B-BC-CiA=A,C-BA-CB.

Ha az egyenesek P metszéspontja a hiromszogon beliil van, akkor az Ap, By és
C1 metszéspontok a hdromszog oldalain vannak; ha pedig P a haromszogon kiviil
van, akkor az A;, By és C; pontok kozill az egyik a hdromszog egyik oldalan, a
tobbi ketto pedig az oldalak meghosszabbitdsdan van. A haromszog oldalain levo
metszéspontok szama tehdt mindig paratlan.

B

2. Menelaos tétele: Ha az ABC haromszog oldalait, vagy ezek meghosszabbitdsait
egy tetszésszerinti egyenes a Ay, By, C1 pontokban metszi, akkor a keletkezé harom-
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hiarom nem szomszédos szelet mértékszamainak a szorzata egyenld, azaz

AB-B,C-CiA=A,C-BA-CB.

B

A

A B &

A metsz6 egyenes vagy két oldalt és a harmadiknak meghosszabbitdsat vagy
pedig mind a harom oldal meghosszabbitdsat metszi. A haromszog oldalain levd
metszéspontok szama tehdt mindig paros.

Ay

By

A B a

3. A két tétel megforditasa: Vidlasszuk a hdromszog oldalain vagy ezek meg-
hosszabbitasain az A;, By és C; pontokat gy, hogy a keletkezd harom-hédrom nem
szomszédos szelet mértékszamainak a szorzata egyenlé legyen. Ha az A, By és
C1 metszéspontok koziil egy, vagy harom a hiaromszog oldalain fekszik, akkor az
AA,, BBy és CCy egyenesek egy P ponton mennek &t; ha pedig az A, By és
Cimetszéspontok koziil ketto fekszik a haromszog oldalain, vagy pedig mind a ha-
rom az oldalak meghosszabbitdsain, akkor az A, By és C7 pontokon &t egyenes
rajzolhaté.

4. Ha a szeletek elGjelére is tekintettel vagyunk, akkor a Ceva-féle tétel értelmében
az egyes oldalak szeleteibdl alakitott aranyok szorzata a negativ egység, azaz

A1B BiC (1A

. . -1
AC B1A CiB

)
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a Menelaos-féle tétel értelmében pedig a megfelel6 aranyok szorzata a pozitiv egy-
ség, azaz:

A B BiC CiA 1

AC BiA CiB

E fejezethez néhany példat irunk le. Megtartottuk a példak eredeti sorszamait

és a példak utdn kozoljiikk Rétz tanar ur megoldasit. A feladatok sorszamai utan

kovetkezd 1,2 vagy 3, a példdk nehézségét jelzi, 1 konnyl, 2 nehezebb, 3 tobb

matematikai tuddst, nagyobb gyakorlottsagot tételez fel. Ebben az osztdlyozasban
is megtartottuk Ratz tandr ur véleményét.

568. (2). A hdromszdg belsd szdgeit felezd egyenesek egy pontban taldlkoznak.
Megoldés. AlB = —AlC; BlC = —BlA; ClA = —ClB és fgy

A1B BiC CiA

. . = (— 3:_
AC BiA OB (=1) L

569. (2). A hdromszdg belsd szdgeit felezd egyenesek egy pontban taldlkoznak.
Megoldas. (Itt a,b,c a hdromszog oldalai.)
AlB C BlC a ClA b

A1C n b7 BlA n 67 ClB o G,7
és igy
A1B B,C CA abc

AC BiA CiB~  abc
571. (2). A hdromszdg magassdgai egy pontban taldlkoznak.

Megoldas. Tudjuk, hogy
A B ccos B B.C acosC C1A bcosA

AC “beosC' BiA ¢ cosA’ C\B T T 4cosB’

és igy
A1B B:.C C1A abccos Acos BeosC'

AC BiACiB “abccos Acos BeosC

572. (2). Hdrom kér harom kilsé hasonldsdgi pontja, nemkilonben két belsé és
egy kilsd, egy egyenesbe esik.

Megoldas. Legyenek a korok kozéppontjai rendre O1, Oz, Os : sugarai r1,79,73;
kiilsé hasonldsagi pontjai Sia,S23,.551. Minthogy a hasonlésigi pontok a megfe-
lel§ centralisokon vannak, az 010203 hdromszog az, amelyre a Menelaos-féle tétel
alkalmazhat6. Az egyes oldalakon keletkezett szeletek aranya:

S1201 _n S2303 T2 53103 _ T3
S1202 1o’ S2305 13’ S3101 11
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Szorzatuk:

S1201 523032 53103 _ T1iTrars -1

51202 52303 53101 riraers

A bels8 hasonlésdgi pontok legyenek S1y, Shs, S%,. Egy egyenesben fekszenek
ekkor egyrészt S1y, Shs, S31 masrészt Shs, Siy, S12 és S%y, Sis, S23. Mutassuk
meg a bizonyitast az elsé esetre. A pontok ismét az 010203 hiromszog keriiletén
vannak elhelyezve és a szeletek ardnya

! !
51201 - T1 32302 - T2 53103 - T3
- T - T - .
1202 o S2303 T3 S3101 ™

Szorzatuk:

51201 . S§302 . 53103 _ r1irars -1
81902 85303 53101 rirers '

573. (3). Két-két magassdg talppontjait osszekdtd egyenesek a haromszég harmadik
oldaldt oly pontokban metszik, amelyek eqy egyenesbe esnek.

Megoldas. Az A;B>Cs célszerii a talpponti hdromszog oldalaihoz viszonyitanunk,
bar az eredetihez is lehetne.
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A bizonyitasnal két esetet kell megkiillonboztetniink, aszerint amint a hdrom-
sz0g hegyes-, vagy tompaszogli. Ha a haromszog hegyesszogii, akkor az eredeti ha-

romszog oldalai a talpponti haromszog kiilsé szogfelezdi, melyek a szemben fekvd

oldalakat gy metszik, hogy a szeletek egyenld irdnytiak és aranyuk egyenlo a mel-

lettiik fekvo oldalak ardnyéval. Tehat ha a talpponti hdromszog oldalai aq, b1, c1,

akkor
AgBl C1 BQCl - E CQAl

AQCl - bl7 B2A1 - 617 CQBl -

Szorzatuk:
AsBy BCy CoAy aibier

Agcl . B2A1 . CQBl o a1b101 o

by
al ’

Ha ellenben a hdromszog pl. A-nal tompaszogl akkor az A oldal kiilsé szogfelez6je
az A1 B1C; talpponti hdromszognek, de b és ¢ bels§ szogfelezdk; az utébbiak dltal
alkotott szeletek tehat ellenkezd irdnyudak, és ardanyuk egyenld a mellettiik fekvd

oldalak aranyaval, de negativ el6jellel. Tehat

AgBl - C1 BQCl - _% CQAl

és igy
AgBl Bgcl CQAl a1b101 -

A,Cy ByA; CoBy aibic

by
A201 o bl, B2A1 o 017 CQBl T

ai

574. (2). Ha az ABC hdromszog oldalain az Ay, By, C1 pontokat dgy vdlaszt-
juk, hogy az AAy, BBy, CCy egyenesek egy pontban taldlkoznak, akkor az A1 B1Cy
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hdromszégek kéré irt kérnek az ABC hdromszog oldalaival vald djabb metszéspont-
jai olyan As, Bo, Chy pontok, melyek a szemben fekvd csicsokkal dsszekdtve, eqy
pontban taldlkozd egyeneseket adnak. (Reuschle-féle tétel.)

Megoldas. Minthogy egy pontbdl a korhoz huzott szeldk szeleteinek szorzatai
egyenlSk, azért

AC, AB; BA; BC, CBy  CAy

AB,  AC,’ BC, BA,’ CA,  CB,

Ezen egyenlOségeket egymassal megszorozva és az Ay, B, C; pontokra a Ceva
tételét alkalmazva, ered:

ABy CAy BC,
CB; BA, AC,

576. (3). Az ABC derékszogl hdaromsziog befogdi folé négyzeteket rajzolunk. CD
és BF egyenesek a hdromszog AH magassdgdt O pontban metszik. Mutassuk meg,

hogy:
1 1 1

A0~ AH T BC
Megoldas. Jeloljiikk ama pontot, melyben a DC' egyenes a haromszog AB oldalét
metszi, K-val. Menelaos tételét alkalmazva kapjuk:

" on KA CB _
OA KB CH
De
O_H_AH—OA
OA 0oA
KA _4C_AC
KB BD AB’

OH ~ Ac? 2"
CH 5= AC

CB CB CB?

Eme értékeket (1)-be téve

0OA AB AC?

vagy

) AH —OA _ AB-AC
OA  ~— OB
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AB - AC
—pc M
és igy (2)-bél
AH -0A AH
OA ~ BC’

A nevezdket eltévolitva:

AH -BC - 0OA-BC = AH - OA
(AH + BC)OA = AH - BC,
mibdl
R AH + BC
AO  AH-BC

s igy végre
1 1 1

A0 ~ BC T AH
578. (3). Az ABC hdromszdg csicspontjait dsszekitjik eqy tetszésszerinti E pont-
tal; az AE, BE és CE egyenesek a hdaromszog oldalait A/7 Bl, c’ pontokban met-
szik. Bizonyitsuk be, hogy az AB és A B, BC és B C', CA és C' A" egyenesek
metszéspontjai c’, A" és B” egy e egyenesbe esnek.

Megoldas.

Az A'B', A'C', B'C' szelék dltal metszett ABC hiromszogre a Menelaos-féle
tételt alkalmazva:
BA" OB AC”

1 . . =1
) CA AB' BC” ’




2)
3)
A Ceva-tétel alapjan:

n
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BA" CB" AC

CA AR BO
BA” CB AC
CA” AB' BC
CA AB BC _

BA" CB  AC™

1)-et, 2)-t, 3)-at és 4)-nek négyzetét egymdssal megszorozva:

BA// CB” AC”
CA// AB// BC//

=1.
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580. (3). Ha egy hdromszégnek mindegyik csicsdn keresztil két egyenest huzunk,
melyek az illetd csiucson dtmend szogfelezével egyenld szogeket zdrnak be €s az igy
nyert hat egyenes kozil hdrom egymdst egy pontban metszi, akkor a tdbbi hdrom
szintén egy pontban metszi eqymdst. Ha e metszd pontok kézil egyik a hdromszdg
magassagpontja, akkor a mdsik, a hdromszog koré irhaté kérnek kézéppontja; ha
pedig a metszépontok egyike végtelen tdvol fekszik, tehdt a hat egyenes kézul hdrom
pdrhuzamos, akkor a tébbi hdrom egyenes egymdst a hdromszog kéré irhato koron

metszi.

Megoldas. Legyenek AA” és AA", BB” és BB, CC" és CC' a megfelel szogfe-
lez6khoz képest szimmetrikusan fekvé egyenesek; bebizonyitandd, hogy ha a Ceva-

féle tétel értelmében:

Kimutatjuk, hogy

A'B AB
A’C AC

c'A AB BcC

CB AC BA "
C//A A//B B//C B _1
C”B A//C B//A - .

2 B'C BC B a?

c'A CA P

2  B'A BA &

C'B C'B  a%

Eme egyenleteket egymadssal megszorozva s 1)-et tekintetbe véve, csakugyan 2)-t

kapjuk.
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A tétel masodik részének bebizonyitdsa végett elégséges kimutatnunk azt,
hogy a héromszog AA" magassiga és az AO egyenes (O a hdromszog koré {rhaté
kor kozéppontja) szimmetrikusan fekszenek a szogfelez6hoz képest. E végbdl nytjt-
suk meg az AO sugarat, mig a kort P-ben metszi. Ekkor ABC'< = APC<, mint
ugyanazon iven nyugvé keriileti szogek: igy tehat 90° — ABC'< = 90° — APC«,
vagyis BAA'< = PAC<, ami azt mondja, hogy OA és AA" szimmetrikusan fek-
szenek az A szoget felezd egyeneshez képest.

Azt gondolom, hogy ez a néhdny példa is j6l mutatja, hogy a konyv nemcsak
a maga idejében, hanem most is el6re mutatd, jol hasznalhaté anyagot tartalmaz.

Pintér Lajos, SZTE, Bolyai Intézet, 6720 Szeged, Aradi vértanik tere 1.
pinter@math.u-szeged. hu



