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EGY OTLET

Extrémalis...
PINTER LAJOS

A kovetkez6, zomében kozépiskoldban, szakkéron megoldhaté példak kozos
jellemzéje az, hogy valamilyen médon az ,extrémalis elv’-et alkalmazzuk. A fel-
adatok megolddsdnak leirdsa néha vazlatos, tovabbi ,tandri munk&dt” igényel. A
példaink kissé otletszertien jonnek egymas utan.

1. példa. Vannak-e olyan a, b, ¢, d pozitiv egész szdmok, hogy
a? +b* = 3(c* +d?)

legyen?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy vannak ilyen szamok, azaz van a feladatnak megol-
désa. Vegyiink ezek koziil olyat, amelyikre a? + b? legkisebb.

Az egyenletbdl leolvashatd, hogy 3 | a® + b?. Tudjuk, hogy egy x egész szdm
vagy oszthaté 3-mal, vagy pedig a négyzete x2, maradékul 1-et ad 3-mal osztva.
Igy tehdt 3 | a2 + b2-bél kivetkezik, hogy 3 | a? és 3 | b2, azaz 3 | a és 3 | b. De
ekkor 9 | a? 4+ b2, azaz 3 | ¢ + d?. Az el6bbi meggondolds alapjén 3 | ¢ és 3 | d.
Ezért a = 3aq, b = 3b1, ¢ = 3c¢1, d = 3dy, ahol aq, by, c1, di pozitiv egész szamok.
Ezt felhasznalva

9a3 + 9b3 = 3(9¢5 + 9d7),

vagy
@+ b2 = 3(c2 + ).

Itt most
a® 4+ b?

9 < a?+ b,

a%—l—b%:
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ez pedig ellentmondds. Az a feltevés, hogy a kitlizott egyenletnek van a,b,c,d
pozitiv egész szamokbdl 4116 megoldésa, ellentmondasra vezetett, a feladatnak tehat

nincs pozitiv egész szamokbdl all6 megoldasa. -
2. példa. Az ni, no, ..., ni5 adott pozitiv egész szamok, 1 < n; < 2004, ha
1=1,2,...,15. Az n; szdmok pdronként relativ primek. Igaz-e, hogy van kozéttik

legalabb eqy primszam?

Megoldas. Legyen p; az n; torzstényezls felbontdsiaban a legkisebb primszam,
i =1,2,...,15, és legyen p a p; szamok maximuma. Az ni,ns,...,n15 szamok
a feltevés miatt paronként relativ primek, ezért nincs kozottiik kett, amelyeknek
kozos primtényezdje lenne. A 15. primszdm 47. Ezért p > 47. A p valamelyik
n;-hez tartozik, ezért n; > p? > 472 = 2209. Ez azonban az n;-kre tett feltevés
miatt lehetetlen, ezért az adott tizenot szam kozott van legaldbb egy primszam.
E meggondolds alapjan hasonlé példat tudunk késziteni (ez esetleg hazi feladat

is lehet): Az ni,na,...,n1e adott pozitiv egész szdmok, 1 < n; < 2500, ha ¢ =
1,2,...,16. Az n; szdmok paronként relativ prim szamok. Igaz-e, hogy van az
n;-k kozott legalabb egy primszam? -

3. példa. Néhdny olyan pozitiv szdmot irtunk fel, amelyek pdaronkénti szorzatdanak
osszege 1. Igaz-e, hogy kozulik alkalmasan kihagyva egy szdmot, a maradék szdmok
osszege kisebb V2-nél?

Els6 megoldas. Természetesnek tiinik, hogy ha az adott szamok ai,as,...,an,
akkor koziiliikk a legnagyobbat hagyjuk ki és a megmarado 6sszeget becstljiik. Nem
jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy az adott szdmok kozil a; a legnagyobb.

Ekkor
n 2 n
(Za’) =D ai+2 . i
i=2 i=2 2<i<j<n
Mivel a feltevés szerint az a;-k kozott a; legnagyobb, ezért a? < 2aja;,i=2,...,n,

és igy az el6bbi egyenlségbe ezt behelyettesitve

2
<zn:ai> <22n:a1ai+2 Z aia; =2 Z a;aj = 2.
i=2

i=2 2<i<j<n 1<i<j<n
fgy tehat
az +az+---+an <V2.
Masodik megoldas. Legyen s = a; + as + - -+ + an, és tegyiik fel, hogy minden
i=1,2,...,n esetén s — a; > /2. Ekkor

2=2 Z aia; = ai(s —a1) + az(s — ag) + -+ an(s — an) > sV2,
1<i<j<m
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azaz V2 > s. Méasrészt s > s — a; > \/5, igy az a feltevés, hogy ¢ = 1,2,...,n
esetén s — a; > \/5, ellentmondéashoz vezetett.

4. példa. Kilenc gyerek gy dll, hogy pdronkénti tavolsagaik kilonbozéek. Minde-
gyik gyerek rdont a hozzd legkozelebbi gyerekre egy pohdr vizet.

a) Lesz-e a gyerekek kiézott olyan, aki nem lesz vizes?

b) Xavértdl (8 is itt van a gyerekek kozdtt) megkérdezzik, hogy hdny pohdr
vizet ontittek rd. Xavér azt mondja, hogy hatot. Vajos igazat mondott-e Xavér?

Megoldas. a) A paronkénti tavolsdgok kiilonbozbek, véges sok tévolsdg van, ezért
van kozottik legkisebb. Tegyiik fel, hogy A és B van egymashoz legkdzelebb, igy
0k egymadsra Ontik a vizet. Ha van még valaki, aki A-ra, vagy B-re vizet 6nt, akkor,
mivel mindenkinek egy pohar vize van, kell legyen a tarsasdgban olyan, akire senki
sem Ont vizet. Ha A-ra és B-re senki mds nem ont vizet, akkor A és B-t elhagyjuk
a tarsasagbol és az elébbi meggondolast alkalmazzuk a megmaradt hét gyerekre.
Vagy lesz olyan, akire nem ont senki vizet, vagy tovabb lépiink 6t, majd harom
gyerekre. Harom gyerek esetén vildgos, hogy van olyan, aki szdraz marad, mert
ha C és D van egymashoz legkozelebb, a harmadik F vagy C-re, vagy D-re 6nti a
nala levo pohar vizet.

Azt nyertiik, hogy minden esetben van a gyerekek kozott olyan, aki szaraz
marad.

b) Vizsgédljuk meg, hogy Xavérnak vajon igaza van-e? Tegyiik fel, hogy
Ay, Ag, ..., Ag Xavérra Onti a pohér vizét. Xavér tavolsaga A;- t6l legyen A; X. fgy
tehat A1 X < A1A2 és A X < AlAQ. Az AlAQX héromszégben tehdt A1 45 a leg—
nagyobb oldal, a vele szemben lev6 szog 60°-nal. A;, Ay valasztasanal csak az volt
a lényeges, hogy 6k az Ay, As, ..., Ag koziil valok. Tekintve, hogy 6 - 60° = 360°,
ezért Xavér tévedett, ra legfeljebb 6ten ontottek vizet. -

Ekkor egy tanulé azt kérdezi: Hatha ezek a 60°-nél nagyobb szogek egymasba
nytlnak és akkor nincs ellentmondas.

Mit valaszolunk a tanulénak?

Mas kérdés: Mi torténik, ha 9 helyett 2n + 1-et mondunk? Hogyan fogalmaz-
nank meg akkor a feladatot?

Az 1950. évi Kiirschak Verseny els6 példaja volt a kovetkezo:

5. példa. Egy konyvtdrban egy napon tébb olvasd fordul meg és mindegyikik csak
egyszer jar aznap a konyvtdarban. Bdrmely hdrom olvaso kézétt van két olyan, aki
a konyvtdrban taldlkozik egymdssal. Bizonyitando, hogy akkor meg lehet adni két
iddpillanatot gy, hogy bdrmely olvasé a két iddpillanatnak legaldbb egyikében a
kényvtdrban van.



58 Pintér Lajos

Megoldas. Nagyon természetes arra gondolni, hogy ha ilyen két idopont egyaltalan
létezik, akkor a latogatok tavozasi idopontjai koziil az elsét és az érkezési idopontok
kozil az utolsét véve, e két idopontnak jonak kell lenni. Mutassuk meg, hogy
ez valoban igy is van, azaz minden latogat6 e két idépont legaldbb egyikében a
konyvtarban tartézkodik. Valéban, ha az utolsé érkezd elébb jon, mint az els6
tavozd, akkor e két idopont kozott minden latogatd a konyvtarban van. Ha az
els6 tavozo elébb megy el, mint ahogy az utolsé érkezik, akkor 0k biztosan nem
talalkoznak a konyvtarban. Ha most volna valaki, aki a két kijelolt idépont koziil
egyikben sincs a konyvtarban az csak gy lehet, hogy 6 az els6 tdvozo utan érkezik
és az utolsé érkezd elott tavozik, tehat e harom latogatd kozott nincs kettd, aki
talalkozik a konyvtarban, ez pedig ellentmondas. -

Egy tanulé megszélal: Nem okoz problémat, ha az elsé tavozd éppen akkor
megy el, amikor az utols6 érkez6 jon?

Mit véalaszolunk a tanulénak?

Mas kérdés: Hogyan lehetne altalanositani a feladatot?

6. példa. Bergengdciaban az utak mind egyiranyiak. Bdrmely két vdros pontosan
egy uttal van ésszekotve. Igaz-e, hogy van olyan vdros, amelyik barmelyik vdrosbol
egy uttal vagy egyetlen mdsik vdroson dtkelve elérhetd?

Megoldas. Ez igaz. Tekintsiik minden varoshoz az abba a vdrosba bevezeté utak
szamét. Véges sok szam, van kozottiik legnagyobb, ez legyen M (ez az M t6bbszor
is el6fordulhat). Legyen V) egy olyan vdros, amelyikbe M ut vezet. H jelentse
azokat a varosokat, amelyekbdl it vezet Vys-be. A H-ba tehdat M véros tartozik. K
alljon azokbdl a varosokbdl, amelyek nem tartoznak H-ba és Vi -t6l is kiilénboznek.
Ha K iires, akkor készen vagyunk. Ha K nem iires, akkor legyen V egy varos K-
ban. Innen biztosan vezet it H valamelyik varosaba, és igy V-bdl egy varost uitba
ejtve eljutunk Vj,;-be. Ha nem vezetne V-bdl it H egyik varosaba sem, akkor V-be
vezet it H minden varosabol és Vi -bdl, ez pedig azt jelenti, hogy V-be legaldbb
M + 1 0t vezet, ami nem lehet. Ellentmondéshoz jutottunk. -

Megjegyzés.

Az a) dbrdban minden vdroshoz M = 2 tartozik. fgy barmely varos rendel-
kezik azzal a tulajdonsaggal, hogy hozzd barmelyik masik varosbdl direkt médon,
vagy egy ”atszallassal” eljutunk.

A b) dbrdban Vi-be barmely varosbdl kozvetleniil (direkt médon) eljutunk, a
V5 varosba azonban nem tudunk belépni.

A c¢) dbrdban Vs-bdl Vs-ba csak két ”atszallassal” lehet eljutni.
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U1 U1 V1

V2 U5 V2 Vs V2 Vs

V3 (2 V3 (2 V3 (2

a) b) c)

A kovetkezd probléméat J. Sylvester tlizte ki 1893-ban, de csak 1933-ban ol-
dotta meg Gallai Tibor.

7. példa. Adott a sikban n pdronként kilonbozé pont gy, hogy bdrmely kettén
datfektetett egyenesen van még eqy tovabbi az adott pontok kézil. Igaz-e, hogy az
dsszes adott pont egy egyenesen van?

Megoldas. Tegytik fel, hogy taldlunk n pontot a sikban gy, hogy ezek rendelkez-
nek a feladatban megkovetelt tulajdonsaggal, és nincsenek egy egyenesen. Véges
sok olyan egyenes van, amelynek az adott pontok koziil legalabb kettén dthalad.
Tekintsiik az ilyen egyeneseknek és a rajtuk nem levé adott pontoknak a tévolséa-
gait. Véges sok ilyen szam van, van kozottiik legkisebb és ez pozitiv kell legyen.
Legyen egy ilyen egyenes e, és a hozza tartozé adott pont A. A-bd6l bocsdssunk
merdlegest e-re, ennek talppontja legyen M. (Az AM tévolsdg tehdt az el6bbi
értelemben a legkisebb.) Az e egyenesen van legaldbb hdrom adott pont B, C, D.
Ha B,C, D kozil egyik sem M, akkor ezek kozil az M valamelyik oldalan van
legalabb kett6, mondjuk B és C'. Ha C kozelebb van M-hez, mint B, akkor C
kozelebb van az A és B adott pontokon dthalad6 egyeneshez, mint A az e-hez, ez
ellentmondés. Ha M a B, C, D pontok koziil valamelyikkel egybeesik, pl. C' = M,
akkor a C' = M pont kozelebb van az A és B adott pontokon athaladé egyenes-
hez, mint A az e-hez, ellentmondds. Azt nyertiik tehat, hogy az adott pontok egy
egyenesen kell legyenek. -

Ugyanez a feladat mas megfogalmazasban: Ha adott a sikon n pont és a rajtuk
atfektethetd @ egyenes nem esik mind egybe, akkor ezek kozott az egyenesek
ko6zott van olyan, amelyik az adott pontok koziil pontosan kettét tartalmaz.

Mit valaszolnank arra a kérdésre, amelyet tigy kapunk, hogy az eredeti fela-
datban a ,pont” és ,egyenes” szavakat felcseréljiik: Adott a sikban n egyenes tgy,
hogy barmely kettonek van metszéspontja és barmelyik két egyenes metszéspontjan
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még egy tovabbi adott egyenes athalad. Igaz-e, hogy az adott egyenesek mind egy
k6z6s ponton haladnak at?

8. példa. Adott a sikban 2n pont 1gy, hogy nincs kozéttik hdrom, vagy tobb egy
egyenesen (n € NT). n pontot pirosra, n pontot kékre festiink. A 2n pontot n
pdrba rakjuk gy, hogy minden pont beletartozzék valamely pdrba (igy tehdt pontosan
egybe) és minden pdrban legyen egy piros és eqy kék pont. Az egy pdrba tartozd
pontokat kossiik 6ssze egyenes szakasszal. Lehetséges-e olyan pdrba rendezés, hogy
az eldbbi mdodon berajzolt szakaszok ne messék egymdst?

Els6 megoldas. Lehetséges ilyen parba rendezés. Véges sok lehetséges parba ren-
dezés van. Minden parba rendezéshez vegylik a hozza tartozé szakaszok hosszanak
Osszegét. Ez véges sok pozitiv szdm. Van kozottiik legkisebb. Az ehhez tartozd
parba rendezéshez nem tartozhatnak metsz6 szakaszok. Valéban, tegytik fel, hogy
van legalabb egy metsz6 szakasz par. Ragadjunk ki egy ilyen part: Py K1, PoKo.

P,

41,

Valtoztassuk meg a parba rendezést gy, hogy minden mést véltozatlanul tar-
tunk, de P;-hez Ks-t, P>-hoz pedig Ki-et rendeljiik. Ehhez az 1j parba rendezés-
hez tartozé szakaszok Gsszege, az el6bbi rendezéshez tartozé szakaszok Gsszegétdl
annyiban tér el, hogy Py K1 + P> K5 helyett Py Ko + P, K1 szerepel. A haromszog-
egyenl6tlenség miatt Py Ko + PoKy < P1Ky + P K», igy az Gj hozzarendeléshez
tartozé szakaszok hosszanak Osszege csOkkent, pedig a feltevés szerint az elobbi
minimélis volt. Ellentmondésra jutottunk, ami azt jelenti, hogy van olyan péarba
rendezés, amihez tartozo szakaszok nem metszik egymast.

Masodik megoldas. Ha a probléméat tanuléknak mondjuk el, akkor kénnyen lehet,
hogy egy tanul6 azt javasolja, prébalkozzunk teljes indukciéval. Ez egy nagyon jé
javaslat. Hogyan lehet a feladatot teljes indukciéval megoldani?

n = 1 esetén nincs probléma, de az az eset nem is tanulsidgos.

n = 2 esetén (ennek vizsgdlata nem sziikséges) a négy pont lehet egy konvex
négyszog négy csucsa, ekkor piros pontnak van kék szomszédja és igy kotiink ossze,
vagy konkav a négyszog, de ebben az esetben is van j6 parba rendezés:
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K K
a) b)

Tegytiik fel, hogy 2n esetén (n > 2) van alkalmas parba rendezés és mutassuk
meg, hogy akkor 2(n+1) = 2n+2 adott pont esetén is létezik ilyen rendezés. (Kissé
vézlatosan irjuk le a megoldédst.) Tekintsiikk a 2n + 2 pont konvex burkat. Ha e
konvex burok csiicsai kiillonb6z6 szintiek, akkor van piros és kék szomszédos csucs.
E két csics altal meghatarozott egyenessel parhuzamos, ehhez az egyeneshez elég
kozeli egyenes, az adott pontokat két részre bontja igy, hogy az egyik részbe egy
piros és egy kék, a masik részbe n piros és n kék pont tartozik. fgy az indukcids
feltevést alkalmazva készen vagyunk.

Mi van azonban akkor, ha a konvex burok cstcsai azonos szintiek, példaul
mind piros?

Most arra gondolunk, hogy az elébb nem az volt a dont6, hogy egy piros és
egy kék pontot vagjunk le, hanem az, hogy ugyanannyi (legaldbb egy) piros pontot
vagjunk le, mint kéket. Helyezziik el a pontokat egy koordinatarendszerben, ahol a
koordinatarendszert igy valasztjuk meg, hogy az y tengellyel parhuzamos barmely
adott egyenes legfeljebb egy adott ponton menjen &t (ez nyilvdn lehetséges, mert
az adott pontok koziil kettot kivalasztani csak véges sok médon lehetséges, az y
allasat viszont végtelen sok kiilonb6z6 mdédon valaszthatjuk meg). Ertelmezziik az
f: R — R fliggvényt a kovetkez& médon: tetszéleges x esetén f(xo) jelentse az
x = xg egyenestdl balra leve piros és kék pontok szaméanak kiilonbségét. Vilagos,
hogy ahogy jobbra haladunk, f egy darabig 0, aztan +1 lesz. Azt, hogy ezutan 2
lesz, vagy 0, nem tudjuk. Az viszont biztos, hogy elegend6en nagy z-ekre f megint
0 és elétte —1. Az f mindig 1-gyel né, vagy csokken, lesz +1 és —1, kozte tehat
valahol 0 is kell legyen. Ilyen xg-ra az x = x¢ egyenestdl balra, illetve jobbra (nem
jelent megszoritast, ha feltessziik, hogy az © = zy egyenesen nincs adott pont)
ugyanannyi piros és kék pont van, igy az indukcids feltevést alkalmazhatjuk (azt
tehdt, hogy 2k esetén van alkalmas parba rendezés, ha 1 < k < n). -

A teljes indukcié médszere is alkalmazhaté a példa megoldasara. El kell azon-
ban mondanom, hogy e példat éran tobbszor elmeséltem és a hallgatoknak mindig
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az elsé megoldas tetszett jobban, bar én a masodik megoldas kiinduldsat nagyon
természetesnek tartom.

9. példa. A bergengdciai Parlament 300 tagi. Minden képviselének legfeljebb 101
ellensége van a tobbi parlamenti tag kozott. Igaz-e, hogy a Parlament két részre,
egy jobb és bal oldalra bonthatd ugy, hogy barmelyik képuviselének a sajdt oldaldn
levd csoportban legfeljebb 50 ellensége legyen?

Megoldas. A képviseldket véges sok kiilonb6z6 médon tudjuk két oldalra osztani.
Tekintstink egy felosztast és minden képviselét kérdezziink meg, hogy a sajat ol-
daldn hany ellensége van. Ezeket a mondott szamokat adjuk Gssze és rendeljiik
hozzé a felbontashoz. Minden felbontdshoz rendeltiink egy nemnegativ egész sza-
mot, ezek kozott van legkisebb. Tekintsiink egy ilyen felbontast, amihez tehat
legkisebb szam tartozik. Ebben az esetben mindenkinek a sajat csoportjaban leg-
feljebb 50 ellensége lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy van legaldbb egy képviseld,
akinek a csoportjaban legalabb 51 ellensége van. Egy ilyen képvisel6t véve, tegytik
at 6t a masik csoportba, ahol legfeljebb 50 ellensége van. Ezéltal az 1j felbontashoz
kisebb Osszeg tartozik, ami nem lehet. (Vigydzat, nemcsak az atrakott képviseld
ellenségeinek a szdma valtozik.) -

Ennek a példanak a megolddsa nagyon hasonlit az el6z6 példa els6 megolda-
sahoz.

10. példa. Adott n pdronként kiilonbézd pont a sikban. Tekintstk az adott pontok-
bol valasztott pontpdrok dltal alkotott szakaszok felezé pontjait. Ilyen felezd pontok
egybe is eshetnek. Legalabb hdny olyan felezd pont lesz, amelyek kozott barmely
kettd kilonbozo?

Megoldas. Legyen P és Q az adott pontok koziil két olyan, amelyek tavolsaga
maximalis (ilyen biztosan van). Ha most R ezektdl kiilénboz§ adott pont, akkor
PR felez6 pontja benne van a P koriili P—QQ sugaru, QR felez6 pontja pedig benne
van a @ koriili PQ—Q sugari korben. Ezeknek a koroknek egyetlen koz6s pontjuk van,
a PQ felez$ pontja. Igy tehat legaldbb 2(n — 2) + 1 = 2n — 3 paronként kiilsnbozd
felez6 pontunk lesz. -

11. példa. Egy 30 tagi osztdly tanuldi kozitt egyesek bardtsagban vannak. A
bardtsdg kolesonds. (Van legaldbb egy bardti par.) Tudjuk, hogy ha két tanuldnak
ugyanannyi bardtja van, akkor nincs k6z0s bardtjuk. Igaz-e, hogy van olyan tanuld,
akinek pontosan két bardtja van?

Megoldas. Minden tanul6t megkérdeziink, hogy pontosan hdny bardtja van az
osztalyban. A mondott szdmok koziil a legnagyobb, amit Xavér mond, legyen zg.
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Xavér baratai mind kiilénb6z6 szamot kell mondjanak, hisz Xavér mindegyikojiik-
nek baratja. A bardtok altal mondott szdm tehdt legaldbb 1 és legfeljebb ng lehet,
ami azt jelenti, hogy minden szdm pontosan egyszer 1ép fel. Ha tehat ng > 2, akkor
van olyan tanul6, akinek pontosan két baratja van az osztalyban. Lehet azonban,
hogy ng = 1. Ez azt jelenti, hogy van az osztalyban néhény pér (esetleg csak egy),
akik egymads bardtai. Ebben az esetben nincs olyan tanuld, akinek pontosan két
baratja lenne az osztalyban. -

12. példa. Adott az egyenesen dtven zdrt szakasz. Igaz-e, hogy vagy van kézottik
nyolc olyan, amelyeknek van kézds pontja, vagy van nyolc olyan, amelyek pdronként
idegenek?

Megoldas. Az adottak koziil az [aq, b1] szakasz legyen olyan, amelyiknek a jobb
végpontja by az adott szakaszok jobb végpontjai koziil a legkisebb. Ha van még
hét adott szakasz, amelyik a bi-et tartalmazza, akkor van az adottak kézott nyolc
szakasz, amelyiknek kozos pontja van. Tegyiik fel, hogy by legfeljebb hét szakasz
kozos pontja. Ekkor van legaldbb 43 adott szakasz, amelyiknek a bal végpontja
b1-nél nagyobb. Ezen szakaszok kozil legyen [aq, bs] olyan, amelyiknek a jobb
végpontja e szakaszok jobb végpontjai koziil a legkisebb. Ha b legalabb nyolc
adott szakaszhoz hozza tartozik, akkor készen vagyunk, ha nem, akkor van legalabb
36 szakasz, amelyiknek a bal végpontja bs-nél nagyobb. fgy folytatva kapjuk a
paronként idegen [a1,b1], [az,ba],. .., [a7,br] szakaszokat és br-t6l jobbra legaldbb
50—7-7 = 1 szakasz van, amelyiknek a bal végpontja b7-nél nagyobb. Ez azt jelenti,
hogy ekkor (ha kozben nem akad el az eljérds, ami azt jelenti, hogy van nyolc
adott szakasz kozos ponttal) van legaldbb nyolc adott szakasz, amelyek paronként
idegenek. -

Egy lehetséges héazi feladat: Adott az egyenesen 10 zart szakasz. Igaz-e,
hogy van kozottik négy olyan, amelyeknek kézos pontja van, vagy van négy olyan,
amelyek paronként idegenek?

13. példa. Adott a sikon 2004 vektor. Két jatékos A és B felvdltva vdlaszt egy-
egy vektort és azt ki is veszi. A wvdlaszt eldszor. Addig veszik el a vektorokat, mig
nem marad (tehdt mindegyiknek 1002 vektora lesz). Az veszit, akinek a vektorainak
az 0sszege kisebb hosszusdgu. Ha egyenld hosszi a két vektor, akkor dontetlen az
eredmény. Van-e az A jdtékosnak olyan stratégidja, amelyik biztositja a szdmdra,
hogy ne veszitsen?

Megoldas. A probléma az, hogy a vektorok hossza a két Osszetevotdl fiigg. Ki
tudjuk azonban keriilni az egyiket a kévetkezd médon. Legyen az adott vektorok
Osszege a. Helyezziik a vektorokat olyan koordinatarendszerbe, ahol az x tengely
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irdnya megegyezik a iranyaval. Ha g = 0, akkor tetszés szerint valaszthatunk
koordindtarendszert. A koordindtarendszernek ez a vélasztdsa biztositja azt, hogy
fliggetleniil a vektorok valasztasatol A és B végil nyert vektorainak az y tengely
irdnya Osszetevéje abszolut értékben egyenls, igy négyzeteik egyenléek. Tehat az
elsO, x irdnyu Osszetevé dont. A mindig a legnagyobb abszcisszaju vektort valasztja
(ha t&bb van, az egyiket) és igy tovdbb. A vektoranak abszcisszaja tehdt nem lesz
kisebb, mint B vektoranak abszcisszaja. A a dontetlent igy mindig el tudja érni.
(A koordindtarendszer vélasztdsa miatt az g abszcisszdja nemnegativ szdm.) -
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