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Ha valaki ma a szamitogépre gondol, akkor altalaban a kovetkezé dolgok jutnak

eszébe koriilbeliil ebben a sorrendben:
1. A Windows valamelyik véaltozata, hiszen a Microsoft sikeres marketingstraté-
gidjanak koszonhetéen ez az egyik legelterjedtebb operdcids rendszer.
2. Az Internet és azon beliil is a World Wide Web (vildgh&ls), E-mail (elektroni-
kus levelezés) és a Chat (csevegés).
3. A kilonféle felhaszndléi alkalmazdsok: szovegszerkesztés, tablazatkezelés,
adatbaziskezelés, stb.
4. A kilonféle szamitogépes jatékok, oktatd programok és multimédias alkalma-
zasok.
Pedig a szamitégép, mint a neve is mutatja, szamitdsokat képes elvégezni, mégpe-
dig nagyon gyorsan. Természetesen a fenti programok és alkalmazasok igénylik a
szamitogépek gyors szamolasi képességét, az atlagfelhaszndlé szamdra mégis alta-
ldban meglepetést okoz, ha kideriil, hogy a szamitégéppel bonyolult matematikai
problémakat lehet megoldani vagy legalabbis sejtéseket lehet szerezni a problémak
megoldasahoz.

A szédmitogépek programozdsa egy ujfajta gondolkodasmédot kivdn meg az
embertdl: a problémak algoritmikus megoldasi médszerét. Egy probléma megolda-
sara szolgalo6 algoritmust gy lehetne legkbnnyebben meghatarozni, mint egy olyan
eljaras vagy ,recept”, amelyet ha az ember az adott probléma esetén végrehajt,
akkor a végén megkapja a probléma megolddsat. Ilyen recept példaul a mésod-
fokd egyenlet megolddképlete, a linedris egyenletek megolddsira szolgalé Gauss-
eliminacid, de ugyanilyen receptek az altalanos iskola alsébb osztalyaiban az 0ssze-
adas, kivonds, szorzas és osztas papiron valé elvégzésére szolgdlé mddszerek. Ezek
koziil az egyszeriibbeket (példdul az utébbiakat) a szamitégép ,magdtdl” is tudja,
vagyis ugy van felépitve, hogy anélkiil tudja elvégezni ezeket, hogy kiilon le kellene
egy programban irni ezeket az algoritmusokat. A bonyolultabbakat viszont ,el kell
magyarazni’ a szamitogépnek, vagyis a szamitdégépet programozni kell: 1épésrol
lépésre leirni, hogyan kell a problémét megoldani.

A szamitogépek csak és kizardlag szamokkal tudnak dolgozni. Egy probléma
viszont tartalmazhat szévegeket (pl. szovegszerkesztés), dbrakat (pl. az ikonok a
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Windows-ban) és akdr olyan elvontabb, nehezen megfoghat6 fogalmakat, mint pél-
déul egy stilus a szdvegszerkesztOben. Azért képes a szamitégép ezeket mégis ke-
zelni, mert a program ezekhez szamokat vagy szamkombindcidkat rendel, és ugy
kezeli ezeket, mint ahogy azt a fogalmat egy ember kezelné. A programozédsban ez
az a lépés, amit nagyon nehéz megtanitani: hogyan kell az adott probléma lénye-
gét szamokkal megfogalmazni. Példaul az ax + b = 0 egyenletet a szdmitégép nem
értheti, hiszen ott van benne az x ismeretlen, marpedig a gép csak ismert mennyi-
ségekkel dolgozhat. De ha ennek az egyenletnek megfeleltetjiik az (a,b) szdmpért,
akkor ezt a gép érti, hiszen ismeretlen mennyiség nincs benne. Ha ezek utan arra
utasitjuk a gépet, hogy a = b = 0 esetén irja ki, hogy x-re végtelen sok megoldas
van, a = 0 és b # 0 esetén irja ki, hogy nincs megoldas z-re és a # 0 esetén sza-
molja ki a b/a mennyiséget, és irja ki, hogy ez a megoldds, akkor megkaptuk az egy
ismeretlenes linedris egyenlet megoldasanak algoritmusat.

A szamitégépeknek egy nagy hatranya van: nem érti, hogy mit csindl, csak
megcsindlja, ha arra utasitjdk. Csak annyira intelligens egy szamitogép, amennyire
egy kalapdcs, legfeljebb bonyolultabb dolgokat is el tud végezni. A szamitogépek
yintelligenciajat” mindig az ember programja szolgaltatja. Ennek egy hatuliitoje
van: ha a program hibés, vagyis az adott problémat nem vagy nem minden lehet-
séges esetben oldja meg jol, akkor a szamitégép képes teljesen nyilvanvaléan hibés
adatok tomegét szolgaltatni. Innen szarmazik a mondas is: ,,Tévedni emberi do-
log, de igazan Osszekutyulni valamit csak szamitégéppel lehet”. Ebbol kovetkezik,
hogy a szamitégép egy jol megirt program alapjan csodalatosnak tiind dolgokat
miivelhet, mig egy hibds program esetén a program ,kifagyhat”, a szamitégép
yefagyhat” vagy egyszeriien hiilyeséget csindl. Ha az el6z6 példa szerinti linedris
egyenlet megoldasanal nem gondolunk arra az esetre, amikor ¢ = 0, és mindig a
b/a-t fratndnk ki, mint megolddst, akkor ha a valéban 0, akkor O-val osztunk, és
ez programhibahoz vezet.

A szamitogépek a sok héatranyuk mellett egy nagyon nagy elénnyel rendel-
keznek: nagyon gyorsan szamolnak. A mai atlagos gépek tobbszdz millié elemi
miiveletet képesek elvégezni egyetlen masodperc alatt. Igy olyan feladatok megol-
désara is alkalmasak, amelyben az ember a sok lehetséges esetet nem tudja , kézzel”
végigvizsgalni. Ez a tulajdonsaguk arra is alkalmassa teszi a szamitégépeket, hogy
az olyan problémdak esetén, ahol végtelen sok megoldas van, vagy végtelen sok
esetet kellene végignézni, nagyon sok megoldast adjon meg vagy esetet vizsgaljon
végig, amelybdl az ember az intelligencidja és kombinacids készsége segitségével
altaldnosithat, sejtést szerezhet, amelyet azutan akar ,kézzel”, akdr szdmitogépes
programmal ellenérizhet.

Ebben a cikkben egy olyan problémat mutatunk be, amelynek van egy olyan
megoldasa (1d. [1]), amelyik nem szolgaltat hasonlé problémdak megoldasdban hasz-
nalhaté mddszereket, hiszen ,,csak” egy algoritmust ad meg, de nem mondja el, ho-
gyan jutott el eddig az algoritmusig. Mi itt megprébaljuk a problémét elemi tton
megvizsgalni, ravezetni az olvasét ezen probléma megoldasanak utjara és bemutatni
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a szamitogép igen fontos szerepét a probléma ilyen médon torténd megoldasaban.

Probléma. n ember a kovetkezd jatékot jdatssza. Mindegyikiik szemét bekétik és a
fejiikre egy fekete vagy egy fehér kalapot raknak. A kétést leveszik a szemiikrdl,
19y mindegyikdjik ldtja a tobbiek kalapszinét, de mem ldtja a sajdtjat. A jdatékosok
egymdssal nem kommunikdlhatnak semmilyen formdaban. Adott jelre mindannyian
vagy passzolnak, vagy megtippelik a fejikon levd kalap szinét. Akkor nyernek, ha
legaldbb eqy ember tippel és mindenki, aki tippel, j6t mond. Ha eqyikiik sem tippel,
vagy valaki rosszat mond, akkor mindannyian vesztettek. Milyen stratégidt koves-
senek ahhoz, hogy ha a jatékot sokszor jdatsszdak, minél tobb esetben nyerjenek?

A megoldas vazlata. A probléma megoldasat tobb részre bontjuk. Eldszor kicsit
korbejarjuk a problémat, megprobaljuk megérteni mi is a feladat 1ényege, mi lehet
a legjobb eset barmilyen stratégia esetén. Ezutdn specidlis esetekben (n = 3,4)
megoldjuk a problémat. Ezen példa alapjan talalhatunk egy olyan stratégia-tipust,
amelyikrol be tudjuk bizonyitani, hogy barmelyik masik stratégiaval ekvivalens.
Ilyen stratégia-tipust szamitogéppel is kereshetiink, igy n = 5-re is meg tudjuk
oldani a feladatot, és kideriil, hogy a legjobb eset itt példaul nem érheté el. Specialis
n (kett6hatvany minusz 1) esetén a stratégia-tipusunk olyan, hogy az algoritmust
felgyorsithatjuk, és n = 7-re is kaphatunk megoldast szamitégéppel. Ez alapjan
adhatunk teljes indukciés konstrukcioval megoldast minden kett6hatvany minusz
1 alaki n-re, és becslést nem ilyen alaku n-ekre.

Kezdjik tehat az elején. Ahogy szoktdk mondani: ,Minden probléméanak van
egy egyszeri, roviden leirhato, elegans, rossz megoldasa”, de az ilyen megoldasok
gondolatébresztéek tudnak lenni. Nézziik el6szor most ezt a megoldast.

Mivel a jatékosok nem kommunikalhatnak egymaéssal, a stratégian és a tobbiek
kalapszinén kiviil senkinek semmilyen egyéb informéciéja nem lehet, ezért barki is
tippel (mert valakinek tippelnie kell, ha nyerni akarnak) csak az esetek felében
talalja el a sajat kalapjanak szinét. Ha tobben tippelnek egyszerre, akkor raaddsul
a nyerési esélyeik romlanak. fgy tehat logikusnak latszik azt a stratégiat kovetni,
hogy kijelolnek egy embert, az megtippeli a kalapjanak szinét, és az esetek felében
nyernek.

Bizonyos szempontbdl a fenti okoskodés helyes. Senki nem kételkedhet annak
az allitdsnak a helyességében, hogyha valaki tippel, akkor csak az esetek felében
taldlja el a sajat kalapszinét. fgy tényleg igaz az, hogy minél tébben tippelnek
egyszerre anndl rosszabb a helyzet. Csak az el6z6 bekezdés legutolsé mondata nem
alapul szigort matematikai kévetkeztetésen, és ott van az okoskodasban hiba.

Gondoljuk végig a problémédt ilyen szempontb6l. A fenti egyszerli okosko-
déasbdl nyilvanvald, hogyha valaki tippel, akkor a tobbiek kalapszinét ismerve is
még két kalapszin-konfiguracié lehetséges. Az egyikben a jatékos helyesen tippel,
konfiguraciot. Jeloljik m-el az ekozben elhangzd jo tippeket. Mivel mindenki, aki
jol tippel egy adott kalap-konfiguraci6 esetén, egy masik kalap-konfiguracié esetén
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(t.i., amikor az 0 fején mas szini kalap van, de a tobbiekén ugyanaz) rosszul tippel,
ezért pontosan m db rossz tippnek is el kell hangzania. Osszesen tehat 2m tipp
hangzik el, amelyeknek pontosan a fele j6. Tekintsiik a nyerési szempontbél ides-
lis esetet: a megnyert kalapszin-kiosztasokat a jatékosok egyetlen jé tippel nyerik
meg, a tobbiek passzolnak, mig az elvesztett kalap-konfiguracioknél lehetéleg minél
tobben tippelnek rosszul, hiszen mar egy rossz tipp is vesztést okoz. A legideali-
sabb esetben tehat a j6 tippek mindegyike mas és mds kalap-konfiguraci6 esetén
hangzik el, mig a rossz tippeket mindenki (n ember) egyszerre mondja ki. fgy
tehdt az Osszes lehetséges kalapszin-kiosztdsok szdma (2™) a jol megtippeltek (m)
és a rosszul megtippeltek (m/n) szdméandl nagyobb vagy egyenlé, hiszen még ott
lehetnek azok az esetek is, amikor nem tippel senki, vagy amikor n nem osztdja
m-nek. fgy kapjuk a kovetkez6 egyenlétlenséget:

m—l—@gZ”
n

amelybol kapjuk, hogy
n

m < 2"
n+1

Van tehat egy felsé becsléstink a jol megtippelt kalap-konfiguraciék szamara. Ve-
gyiik észre, hogy ez pontosan azt jelenti, hogy maximum az esetek n/(n + 1)-ed
részében lehet jol tippelni, ami mar n = 3 esetén is 50%-nél nagyobb esélyt jelent.

Koénnyt beldtni, hogy pontos egyenldség akkor lehet, amikor 2"n/(n+1) egész,
vagyis, amikor n + 1 osztja 2™-et. Ezek szerint n + 1-nek ketté hatvanyanak, tehat
n-nek kettOhatvany minusz 1 alakinak kell lennie.

El lehet-e érni a valésdgban ezt az ardanyt? Olyan stratégiat kell tehdt mutat-
nunk, amikor a tippek pontosan az idedlis eloszldsban hangzanak el. Az egyszeriiség
kedvéért tekintsiik az n = 3 esetet, ekkor a nyolc lehetséges kalap-konfiguraciébol
a becslésiink szerint maximum hatot tippelhetnek meg jol a jatékosok. Az ember
elgondolkodik azon, hogy vajon melyik az a hat konfiguracid, amelyikben jol tippel-
nek. Ha felirjuk a lehetséges kiosztasokat, akkor gyorsan feltiinik, hogy két olyan
konfiguracié van, amelyben csupa azonos szinii kalap van, és hat olyan, amelyben
ketto egyszinli és a harmadik a masik szinti. Proébaljunk meg erre a hatra kon-
centralni. Ezekben az esetekben az azonos szini kalapot visel6 jatékosok teljesen
azonos helyzetben vannak: mindketten két kiilonb6z6 szinli kalapot latnak. Az
embernek az az érzése, hogyha ezekben a kiosztdsokban jél tippel valaki, akkor an-
nak a harmadiknak kell lennie, hiszen O mast 1at, mint a masik kett6. A harmadik
két azonos szini kalapot lat, és ha O ezekben a kalap-konfigurdciékban jél tippel,
akkor a masik szint kell mondania. fgy a jatékosok stratégiaja nyilvanvaléva valik:
ha barmelyik jatékos két azonos szinii kalapot lat, akkor a masik szint mondja,
kiilonben passzol. Konnyen ellenérizheto, hogy ezt a stratégiat kovetve a harom
fehér illetve a harom fekete kalap esetében mindenki rosszul tippel, minden maés
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esetben pontosan egy ember fog jol tippelni. fgy pontosan hat esetben nyernek a
jatékosok, ami a becslésiink szerint az idedlis.

Ezideig megoldottuk a problémat n = 3 esetben. Mi van a nagyobb n-ekre?
Az n = 4 még konnyen elintézhetd: ekkor a becslésiink szerint legfeljebb 244/5 =
12.8 j6 tipp lehetséges. A 12 jé kalapkonfigurdcié pedig valéban kénnyen elérhet6
példaul a kovetkez6 stratégiaval: az egyik jatékos mindig passzol, a masik harom
pedig az n = 3 esetben leirt stratégiat koveti.

Nagyobb n-ekre a feladat jéval bonyolultabb. Nevezziik rossz kiosztasnak azo-
kat a kalap-konfiguracidkat, amelyek esetén a jatékosok a megbeszélt stratégiajuk
szerint veszitenek, és jénak azokat, amelyek esetén nyernek. Prébéljuk meg vala-
hogy jellemezni a rossz kalapkiosztasokat, illetve a jatékosok stratégidjit a rossz
kiosztasokkal megfogalmazva el8szor az n = 3 esetben. A rossz kiosztdsok ebben
az esetben a csupa fehér illetve a csupa fekete kalap. Amikor a kotést leveszik
egy jatékos szemérol, akkor a jatékos latja a tobbiek kalapszinét. Ez alapjan meg-
allapithatja, hogy legfeljebb kétféle kiosztas lehetséges: amikor rajta fehér, illetve
amikor fekete kalap van. A jatékosok stratégiajat tigy is meg lehet fogalmazni, hogy
igyekeznek ,elkeriilni” a rossz kiosztasokat, vagyis gy tippelni, hogy a tippjével
ne egy rossz kiosztéasra tippeljen. fgy harom eset lehetséges:

1. Ha példdul a jatékos két fehér kalapot lat, akkor a két lehetséges kiosztas a
csupa fehér (rossz) és a rajta fekete a tobbieken fehér kiosztds (jé). Mivel
el akarja keriilni a rossz kiosztast, ezért a masodik kiosztas mellett dont, és
feketét mond. Hasonlé médon elintézhetd, ha a jatékos két fekete kalapot l4t:
akkor ugyanezen okoskodds szerint a nem csupa fekete kalap esetét valasztja,
tehdt fehéret mond. A szabdly tehat ebben az esetben a kovetkezd: ha a
jatékos a tobbiek kalapszine alapjan tudja, hogy vagy egy rossz, vagy egy jo
kalapkiosztas van, akkor a jo kalapkiosztas szerint tippel.

2. Ha egy jatékos egy fekete és egy fehér kalapot lat, akkor a két lehetséges
kiosztés egyike sem a rosszak koziil vald, a jatékosnak nincs mit elkeriilnie, igy
passzol. Ekkor a szabaly az, hogy ha a jatékos a tobbiek kalapszine alapjan
tudja, hogy két jé kalapkiosztds lehetséges, akkor passzol.

3. A teljesség kedvéért még egy eset van (ami itt nem fordul eld): amikor a
jatékos olyan szineket 1at, hogy mindkét lehetséges kiosztas rossz. Ekkor a
jatékos persze nem keriilheti el a rossz kiosztasokat, tehat ismét passzol.
Mikor adja a legjobb eredményt egy ilyen rossz kiosztasokat elkeriil6 stratégia?

Természetesen akkor, ha minél kevesebb rossz kiosztas van és ha minden kiosztés
esetén legaldbb egy ember tippel. El6szor az utébbival foglalkozzunk egy kicsit.
Két kiosztas tavolsaganak nevezzilk azon jatékosok szamat, akiken a két kiosztds-
ban kiillonb6zé szinii kalap van. Amikor egy jatékos szemérdl leveszik a kotést,
akkor neki két, egymastdl 1 tavolsagra levo kiosztas koziil kell valasztania, hiszen
csak az O kalapszinében lehet kiilonbség a lehetséges két kiosztdsban. Ahhoz, hogy
legalabb egy ember tippeljen, az kell, hogy a tényleges kalapkiosztas, és attol egy
1 tévolségra levé mésik kalapkiosztés koziil az egyik rossz, a mésik j6 legyen. Es
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ennek minden lehetséges kalapkiosztdsra teljesiilnie kell. Atfogalmazva ezt a felté-
telt azt mondhatnank, hogy a rossz kalapkiosztasoknak és a télitk 1 tavolsagra levo
kalapkiosztasoknak le kell fedniiik az Gsszes lehetséges kalapkiosztast, és nem lehet,
hogy egy rossz kiosztastdl 1 tavolsdgra csak rossz kiosztasok legyenek. Ez utébbi
esetet persze a minél kevesebb rossz kiosztas feltétele amuigy is kizarja: ilyenkor a
kozépen levo rossz kiosztas mindig elhagyhaté.

Az el6z6 paragrafusban leirt stratégia alkalmazhaté barmilyen n-re. A legide-
alisabb esetben a rossz kiosztasok és a toliikk 1 tavolsagra levd kiosztasok egymast
4t nem fedve fedik le az Osszes kiosztasok halmazat. Az a kérdés, hogy valéban
idealis-e ez a stratégia? Ha rossz kalapkiosztas van a jatékosok fején, akkor az ide-
alis esetben az attdl egy tavolsagra levo kiosztasok mind jok, igy mindenki a rossz
kiosztassal szomszédos egyik jo szerint tippel, tehat mindenki rosszul tippel. Ha
nem az egyik rossz kiosztast kapjdk, akkor (mivel a rossz kiosztdsok és szomszédaik
egymast 4t nem fedve fedik le az Gsszes kiosztast) pontosan egy olyan rossz kiosztds
lesz, amelyik ettél 1 tavolsdgra van. Az a jétékos fog tehdt tippelni (és j6l tippel),
akinél a tényleges és az attdl 1 tavolsdgra levé rossz kiosztasban a kalapszinben
kiilénbség van. fgy a jatékosok pontosan ugy tippelnek, ahogy azt fent idedlis tip-
pelés esetére leirtuk: ha rosszul tippelnek, akkor egyszerre tippelnek rosszul, ha jol
tippel valaki, akkor egyediil tippel jol.

Még egy magyarazat arra, hogy ez a stratégia valoban idedlis. Ha a rossz
kiosztasoknak vessziik egy 1 sugaru kornyezetét, abban 6sszesen n+ 1 kiosztas lesz:
1 a rossz kiosztds, és n darab téle 1 tavolsigra levé masik (j6) kiosztds. Ha ezek
a kornyezetek egymadst 4t nem fedve fedik le az Gsszes (2" darab) kiosztédst, akkor
n + 1-nek osztania kell 2"-et, tehdt n (mint fent is megéllapitottuk) kett6hatvany
minusz 1 alaki kell legyen. Az is vildgos, hogy ekkor a rossz kiosztdsok szdma
2" /(n + 1) vagyis a jé kiosztdsoké 2™n/(n + 1), ami éppen a becslésiink szerinti
ideéalis darabszam.

Ez a stratégia egy masik szempontbdl is a lehetd legjobb: a jatékosok barmi-
lyen lehetséges stratégidja esetén mondhaté egy olyan rossz kiosztasokat elkeriilé
stratégia, hogy azt kovetve pontosan ugyanazon kiosztasok esetén nyernek a jaté-
kosok, mint az eredeti stratégiajuk szerint. Es ez mar tetszéleges, nem feltétleniil
kettohatvany minusz 1 alaki n-ekre is igaz. Eloszor is konnyen lathato, hogy az
igy megéllapitott rossz kiosztdsok 1 sugaru koérnyezete lefedi az Gsszes kiosztast:
ha nem igy lenne, akkor lenne egy j6 kiosztas, amelynek minden szomszédja is jo,
ez pedig nem lehet, mert barki tippel is a jo kiosztasndl, az egyik szomszéd esetén
(amikor az o) fején mds szinii kalap van) rosszul fog tippelni, tehdt annak rossz
kiosztasnak kellene lennie. A két stratégia pedig tényleg ugyanazt az eredményt
adja. A jatékosok a rossz kiosztasokat elkeriilé stratégidjukat kovetve:

1. Rossz kiosztas esetén vagy passzolnak, ha minden szomszéd is rossz, vagy
legalabb egy jatékos, aki egy jé kiosztds-szomszédnak felel meg, rosszul fog
tippelni, tehat a jatékosok valdoban vesztenek.

2. Jo6 kiosztasndl az Osszes rossz szomszédnak megfelel6 jatékos tippelni fog, és
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mivel elkertilik a rossz kiosztast, jol fognak tippelni, tehat nyernek.

fgy tehat a két stratégidban a jatékosok pontosan ugyanazon kiosztasok esetén
nyernek illetve vesztenek. Vegyiik észre, hogy a jatékosok nem feltétleniil ugyanazt
csinaljdk a két stratégidban. Példaul tegyiik fel, hogy a stratégia azt mondja n = 6
esetben, hogy ha valaki legalabb két fehéret 1at, akkor fehérre tippeljen. Ekkor
az Osszes olyan kiosztas, amelyben harom, négy vagy 6t fehér kalap van, az rossz
lesz, hiszen ilyen esetekben mindenki fehérre tippel. A rossz kiosztdsokat elkeriild
stratégia igy példaul a négy fehér és két fekete kalap esetén azt adja, hogy mindenki
passzoljon, hiszen ennek a kiosztdsnak minden szomszédja is rossz kiosztds. Az
eredeti stratégia szerint viszont mindenki fehéret mond, amivel szintén veszitenek.
Az eredmény szempontjabol ez lényegtelen, igy is Ugy is vesztenek, de a stratégia
mégsem pontosan ugyanaz, csak a végeredmény.

Eddig egész szép elméletet épitettiink fel arrdl, hogy milyennek kell lennie
egy idedlis stratégidnak. Mostmar tényleg az egyetlen kérdés, hogy el lehet-e érni
ezt az idedlis esetet, tehat amikor [2"n/(n + 1)] darab j6 megoldds van, a t6bbi
(k =2" — [2"n/(n + 1)]) rossz. Erre mar frhatunk egy szamitégépes programot,
amelyik végigprobalgatja a lehetséges rosszkiosztds-kombindcidékat. A programban
én a kovetkezo jeloléseket és eljarasokat hasznaltam:

1. A fekete szini kalapot jelentse az 1-es szam, a fehéret pedig a 0. Egy kalapki-
osztast igy egy kettes szamrendszerben n jegyi szam teljesen leir.

2. A program bemendé paraméterei az n (az emberek szdma), illetve a k, amely
azt mondja meg, hogy a rosszkiosztas-kombinaciékban hany rossz kiosztdst
kerestink.

3. A program egy rekurziv fligvénnyel kivilasztja az 6sszes lehetséges k db rossz
kiosztdst (0 és 2™ — 1 kozé esd szamot) tartalmazé rosszkiosztas-kombindciét
(szdmhalmazt), és ellenérzi, hogy ezek 1 sugari koérnyezete (azok a szadmok,
amelyek legfeljebb 1 db kettes szdmrendszerbeli szdmjegyben térnek el ettdl)
lefedi-e az Osszes kiosztdst (az Osszes szamot 0-t6l 2™ — 1-ig). A gyorsabb
végrehajtds érdekében azt tdrolom, hogy egy-egy kiosztdst (szdmot) a rosszak
hényszor fednek le, igy ha egy rossz kiosztast kicserélek, akkor az j kombinécid
altal lefedett kiosztdsokat gyorsan meg tudom hatérozni.

Becsiiljiitk meg a program &ltal megvizsgalandoé esetek szamat: 2™ kiosztasbdl
kell £ darabot kivédlasztani és ellendrizni, hogy ezeknek a kiosztasoknak az egy

sugari kornyezete valéban lefedi-e az dsszes kiosztdst. Osszesen tehat (2k> esetet

kell végigvizsgalni. Ez n = 5 esetén (362) = 906192 eset (ha van egyéltaldn ideélis
rosszkiosztas-kombindcié), mig n = 6 esetén mdar tébb, mint 151 millidrd eset.
Néhany otlettel ugyan csokkenthetjiik a megvizsgalandé esetek szamat, de az még
igy is elég tekintélyes marad, hogy mar az n = 6 esetet se lehessen rovid idon beliil
végigszamoltatni a géppel. De n = 5-re kaphatunk eredményt: hét rossz kiosztassal
((32) = 3365856 esetet végigvizsgdlva) lehet csak megiiszni a dolgot, a hat rossz

7
kiosztds idedlis esetét nem lehet elérni. Ez a hét rossz kiosztds lehet példaul a
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kovetkezd (F=fekete, f=fehér):

e SRS IS eS|
R R SRR
it B SRR
Bl B HES B
e e e B

Erdemes megjegyezni, hogy itt vannak olyan rossz kiosztasok, amelyek tavolsiga
egyméastol 1: példaul a harmadiknak a tdvolsadga az els6tél és a masodiktol. Az
embernek az érzése, hogyha minél kevesebb rossz kiosztasnak kell lennie, akkor a
rossz kiosztdsoknak egymédstol tavol kell lennitik. Az idedlis (n kett6hatvany minusz
1 alakd) esetben a rossz kiosztdsok egymdstdl vett tdvolsdga mindig legaldbb 3,
hiszen nincs atfedés az 1 sugart kérnyezetiikben. A kevésbé idedlis esetre az ember
ugy gondolja, hogy az egymastdl vett tavolsagoknak még legalabb kettonek kellene
lennie. De az n = 5 eset racéafol erre a megérzésre: az Osszes stratégia olyan, hogy
van benne legalabb egy pér, egymastdl 1 tavolsagra levd rossz kiosztas.

Sajnos ez az eredmény elég rossz hir. Matematikailag elképzelhet6 egy olyan
bizonyitds, ami az idedlis esetet bizonyitana, de hat ezt mar belattuk, hogy nem
igaz. Az is el6fordulhatna, amit az n = 4 esetbdl sejthetnénk: néhdnyan passzolnak
és a tObbiek (akik mar kett6hatvany minusz 1-en vannak) az ideélis stratégidjukat
jatsszék. Sajnos ez sem igaz, hiszen ez n = 5 esetben nyolc rossz kiosztast jelen-
tene. A hét rossz kiosztds n = 5 esetén nagyon nehezen magyarizhaté meg, ha
egyaltalan meg lehet magyarazni. Nyitott probléma, hogy hany rossz kiosztassal
lehet megoldani a nem kett6hatvany minusz 1 alakd n-ek esetét.

De akkor legalabb oldjuk meg a kettéhatvany minusz 1 esetet. Ez 6nmagaban
is elég sokat mondana, hiszen a fenti okoskodds szerint ha 2! — 1 < n < 241 — 1,
akkor tudunk olyan stratégiat mondani, amelyben az esetek (2! — 1) /2!-edrészében
nyernek a jatékosok. A stratégia egyszerti: n — (2! — 1) jatékos mindig passzoljon, a
tobbi 2! — 1 jatékos pedig jétssza a kettéhatvany minusz 1 esetre megadhaté ideélis
stratégiat. Ekkor pontosan az esetek (2! — 1)/2!-edrészében nyernek a jatékosok.
Ez azért is elég jo eredmény, mert ez mar 6nmagdban is bizonyitja, hogy minél
nagyobb a jatékosok szdma, az eseteknek annal nagyobb részében nyerhetnek.

Nézziik tehat az n = 2! —1 esetet. Ideélis stratégia kell, tehat a rossz kiosztasok
1 sugari kornyezetei egymast 4t nem fedve kell lefedjék az Gsszes kiosztast. Ebbol
kovetkezik, hogy a rossz kiosztdsoknak egymastél legalabb 3 tavolsdgra kell lennitik.
Es ez most forditva is igaz: ha pontosan 2" /(n+ 1) darab olyan kiosztédst taldlunk,
amelyek egymastél legalabb 3 tavolsdgra vannak, akkor azok 1 sugaru kornyezetei
nem metszhetik egymadst, igy pontosan [2"/(n 4+ 1)] - (n 4+ 1) = 2™ kiosztést fednek
le, tehat az Osszeset. Ez annyira megszoritja a megvizsgalandé esetek szaméat, hogy
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igy még n = T-re is (amire kiilonben (11268), tehat kb. 102° nagysdgrendii esetet

kellene ellenérizni) meg tudjuk hatdrozni az Osszes lehetséges rossz kiosztdsokat
programunkkal. Ezek szerint 240-féleképpen lehet stratégiat vdlasztani, és hat ez
persze nagyon sok ahhoz, hogy mindegyiket megnézziik és megprébaljunk valami
szabélyossagot taldlni benniik.

Fogalmazzuk at egy kicsit a problémat ugy, ahogy ezt a szamitégépes prog-
ramban is megtettiik. Jelolje 1 a fekete és 0 a fehér szinfi kalapot. Igy egy kalapszin
kiosztas egy kettes szamrendszerben n jegyt szdmnak, masszéval egy n dimenzids
térbeli vektornak, pontosabban az n dimenzids térbeli egységkocka egyik cstucsé-
nak felel meg. Az idedlis rosszkiosztds-kombindcié most egy olyan csiicshalmazat
jelenti az egységkockanak, amelytol barmelyik mésik cstcs legfeljebb 1 tdvolsagra
van, masszéval barmelyik mésik csics éllel 6ssze van koétve valamelyik rossz ki-
osztasnak megfelel6 csicesal. Geometriai szemlélet alapjan rogton felmeriilhet az
idedlis rosszkiosztas-kombinaciora, hogy tjabb idedlis rosszkiosztas-kombindciénak
megfelel6 csticshalmazokat kapjunk, hiszen a csiicsok a transzforméaciok mentén
,viszik magukkal” az 1 sugart kornyezetiiket is. Ha a kocka Osszes lehetséges
szetesen programmal), akkor kideriil, hogy egyetlen stratégidbdl az Osszes tObbi
megkaphaté egybevagdsigi transzforméciéval. Ezt sajnos nagyobb n-ekre mar a
megvizsgalandod esetek nagy szama miatt nem tudjuk ellendrizni.

Tehat az egyetlen ténylegesen megvizsgalandoé stratégia, vagyis rossz kiosztas
halmaz n = 7 esetben lehet példdul a kovetkezo:

000 O0O0O0OTGO
0 00 0111
001 1001
001 1110
0101010
01 01 1 01
01 100 11
0110100
100 1 1 00
10 01 011
101 0101
101 00 10
110 01 10
110 0 0 0 1
1111111
1111000

Prébéljunk meg tehat valami szabalyossdgot talalni ebben. Rovid vizsgaldédés utan
felttinik, hogy az els6 harom oszlopban levé szam, mint kettes szdmrendszerbeli
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szam, a 0 és 7 kozott minden szamot kétszer adja ki. Azt is konnyen felfedezhet-
juk, hogy a kozépsé (negyedik) szdm pontosan akkor 0, ha az elStte levd szdmban
paros sok l-es szerepel. fgy az els6é négy oszlopban 8 olyan kiillonb6z6 szam all,
amelynek kettes szamrendszerbeli alakjaban legaldbb 2 szdmjegyben eltérés van.
Mostmar csak az utolsé harom oszlopot kellene megmagyardzni. Ebben is talalha-
tunk szabdlyossdgot: minden masodik sorban névekvd illetve csokkend sorrendben
ott vannak a 0 és 7 kozotti szamok kettes szamrendszerben, de ez a szabalyossag
félrevezetheti az olvasét (mint ahogy engem is félrevezetett). Nézziik més oldalrdl a
dolgokat. Miért van az els6 harom oszlopban minden szam kétszer, mi a jelentésége
a kettesnek? Ez els6 rdnézésre csak ront a dolgokon, hiszen akkor mar az elsé négy
oszlopban nem lesz kiilonbség a kiosztasban. Ez viszont ravezethet minket a meg-
oldasra: ha az els6 négy oszlopban nincs kiilonbség, akkor az utolsé harom oszlop
mindegyikében kiilonbozniiik kell. Vagyis az utolsé harom oszlopba be kell irni az
n = 3 esetben taldlhaté rosszkiosztds-kombinacidk valamelyikét. Es az n = 3 eset-
ben pontosan kettd rossz kiosztas van, igy megvan tehat a kettes jelentése is. Még
csak annyit kellene kideriteni, hogy melyik stratégidkat kell irni az azonos kezdeti
sorok végére. Az n = 3 esetére alap-rosszkiosztdsokbdl (000 és 111), vagyis a 3
dimenzids kocka két dtellenes csiicsabdl legegyszeriibben a kocka éleinek felez6 me-
roleges sikjara valé tikrozéssel kaphatunk masik rosszkiosztas-kombindcidkat. Ez
annak felel meg (szdmokkal leirva), hogy az egyik (vagy tobb tikrozést végrehajtva
t6bb) helyiértéken kicseréljiik a szdmjegyeket 1-r6l O-ra és viszont. Példdul, az els6
szamjegy cseréjével a 000 és 111-bél az 100 és 011 keletkezik, ezek a 9. és 10. sorban
vannak az 100 szam mellett. Néhany ilyet még ellendrizve nagyon feltiind, hogy
az utolsé harom oszlopban pontosan azokon a helyiértékeken cseréliink szamjegyet,
ahol az els6é harom oszlopban 1-es van. Vagyis az utolsé harom oszlopot tgy kap-
hatom meg, hogy az n = 3-ra vonatkozé 000 és 111 rosszkiosztas parban pontosan
azokban az oszlopokban cserélek szamjegyet, ahol az elsé harom oszlopban 1-es all.

Nos, a szabalyossagot megtalaltuk, mostméar csak be kellene bizonyitani, hogy
ez tényleg megfeleld rossz kiosztdsokat ad. A fentiek alapjan egy teljes induk-
ciés konstrukcidval a kovetkezoképpen fogalmazhatom meg az idealis rosszkiosztés-
kombinaciét az altalanos esetben. Tegyiik fel, hogy egy kettChatvany minusz 1
alakd n-re tudunk ideélis, 2" /(n + 1) db rossz kiosztdst mutatni. Ekkor 2n + 1-re
(a rdkovetkezd kett6hatvany minusz 1 alaki szdmra) a kovetkez6t lehet csindlni:

1. frjuk fel az els6 n oszlopba az Osszes lehetséges kettes szamrendszerbeli szamot
0-t6l 2™ — 1-ig novekvd sorban mindegyiket annyiszor, ahdny rossz kiosztas van
az n esetén, vagyis 2 /(n+1)-szer. Igy dsszesen 27-2" /(n+1) = 2271 /(2n+2)
sort irok le, ami pontosan az idedlis rosszkiosztas darabszamnak felel meg 2n+1
esetén.

2. Az (n + 1)-edik oszlopba pontosan akkor irjunk 0-t, ha az els§ n oszlopban
paros sok 1-es van, kiilonben irjunk 0-t. fgy az els6 n+1 oszlopban a kiilonbozé
szamok legalabb 2 helyen el fognak térni egymdstol.

3. Vegyiink egy az n-es esetre vonatkozd rosszkiosztas-halmazt. Az utolsé n osz-
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lopot gy kapom, hogy ebben a rosszkiosztds-halmazban pontosan ott cserélek

szamjegyet, ahol az els6 n oszlopban 1-es szdmjegy all.

Lassuk, hogy valéban igaz-e az, hogy ekkor az igy leirt kettes szamrendszer-
beli szamok legalabb harom helyiértékben eltérnek egyméstol. Vegytlink két ilyen
szamot (sort). Harom eset lehetséges:

1. Ha az els6 n oszlopban legaldbb harom helyen eltérés van, akkor készen va-
gyunk.

2. Ha az els6 n oszlopban nincs eltérés, akkor az utolsé n oszlopban egy n-re
vonatkozd rosszkiosztas-halmaz két eleme van, amelyek tavolsdga legaldbb 3,
és ismét rendben van a dolog.

3. Marad az az eset, amikor 1 vagy 2 helyen van eltérés az els6 n oszlopban.
Tekintsiik azokat a rosszkiosztds-halmazokat, amelyek az els6 n oszlopban
levé szamhoz tartoznak, amelyek az utolsé m oszlopban vannak. Ezek a
rosszkiosztas-halmazok gy keletkeznek egymésbdl, hogy 1 vagy 2 oszlopban
megvaltoztatjuk a szamjegyeket. 1 vagy 2 helyen valtoztatds azt jelenti, hogy
az egyik rosszkiosztas-halmazban levo elemektol 1 vagy 2 tavolsagra levé ma-
sik elemeket kapunk. Mivel a rosszkiosztdas-halmazban az elemek téavolsaga
legalabb 3, a cserével nem kaphatjuk meg az eredeti rossz kiosztdsok egyi-
két sem, vagyis az eredeti és az 1 vagy 2 oszlopban tortént valtoztatds utdni
rosszkiosztas-kombindciék halmaza diszjunkt. Ez tehdt azt jelenti, hogy a
kivalasztott két sorban az utolsé n oszlopban legalabb 1 helyen eltérés van.
Mivel a konstrukcié szerint az elsé n + 1 oszlopban legalabb 2 helyen elté-
rés van, Osszesen tehdat legalabb harom helyen eltér a két kiosztas, és készen
vagyunk.

A feladatot tehat megoldottuk. Néhany megjegyzés a probléméval kapcso-
latban. A szamitégépnek menet kdzben nagy szerepe volt. Az n = 7 esetnek
minden valdsziniiség szerint nem estem volna neki ,kézzel”, hogy taliljak egy
rosszkiosztas-halmazt. Anélkiil pedig nem taldlhattam volna meg a szabélyossdgot
a rosszkiosztas-halmazban, hiszen a szabdlyossidg nem kimondottan trividlis. Az
igy kapott indukciés konstrukcié segitségével a szamitogép nagyon gyorsan tudja
generalni a rosszkiosztas-kombindciokat, masszéval a stratégiakat.

Most utélag érdekes felfedezni, hogy a konstrukcié mennyire ,célratoré”. A
cél ugye az, hogy a szamok legalabb harom helyiértékben eltérjenek egymastdl.
Elészor lefrjuk az elsé n oszlopba az Osszes szamot 0-t6l (2™ — 1)-ig, ezek nyilvan
legaldbb egy helyiértékben eltérnek egymdst6l. Ezutdn az (n + 1)-edik oszlopba
olyan szamjegyet irunk, hogy az els6 n + 1 oszlopban lev6 szamok legaldbb két
helyiértékben eltérjenek egymastol. Végiil az utolsé n oszloppal biztositjuk a hdrom
helyen valé eltérést.

Még nem magyaraztam meg a cimben szerepld kédolasok szét. Szamitastechni-
kéban igen fontos probléma az adatok hibatlan tovabbitésa, illetve az adatok olyan
modon torténd tarolasa, amelybdl még esetleges hibas kiirds vagy visszaolvasas ese-
tén is visszakaphato az eredeti adat. Az alapprobléma mindig az, hogy k bitnyi
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informéciét szeretnénk tovébbitani (egy bitnyi informéciét gy lehet elképzelni,
mint egy kettes szamrendszerbeli szam szamjegye, igy ez egy kettes szamrendszer-
beli k jegyll szdm tovdbbitdsat jelenti). Az elsd otlet a konstrukeié alapjin, hogy
adjunk hozza a szdmhoz még egy bitet (egy szdmjegyet), amelyik pontosan akkor
0, ha paros sok l-es van a k szamjegy kozott. Ez kétoldali kommunikécié esetén
elég hatékony mddszer: ha a fogadd oldal olyan k + 1 jegyi szamot kap, amelyben
az utolsé jegy nem felel meg a fenti kritériumnak, akkor a tovabbitas hibas volt,
tehat a fogad6 megkérheti az adot az adat Gjrakiildésére. Vegytik észre, hogy ez a
mddszer csak a péaratlan sok szamjegyben keletkez6 hibét (0-rél 1-re vagy forditott
cserélédést) tud jelezni, paros sok szdmjegyben torténé véltozdst a fogadd oldal
méar nem fog észrevenni. Az ilyen kédolasokat 1 bithiba jelzd kédolasoknak hivjak
(hiszen a 2 bit hibdt nem jelzik), és a legalapvetébb tulajdonsidguk az, hogy a k
bitnyi informaciét olyan k-nél hosszabb bitsorozatokként fogja tovabbitani, ame-
lyekben legaldbb két helyiértékben eltérés van, mert a fogadé csak igy tudja jelezni
az 1 helyiértékben jelentkez6 hibat. Hasonlé médon, ha a tovabbitott bitsorozatok
kozott legalabb harom helyiértékben van eltérés, akkor az 1 helyiértékben kelet-
kez6 hiba ki is javithatd, hiszen a hibdsan kapott bitsorozat csak egyetlen olyan
lehetséges bitsorozattol lesz 1 tavolsagra, amelyet az ad6 tovabbithatott. Ezeket
1 bithiba javité kédolasoknak hivjék, és a fenti rossz kiosztdsok pontosan ilyen
kédnak felelnek meg. A fenti kédoldst Hamming-kédnak hivjak. A kdédolds ha-
tékonysdgardl annyit, hogy n = 2! — 1 biten 2"/(n + 1) = 22' =11 gz4mot, tehdt
2! — 1 —1 bitnyi informéciét tudunk tovabbitani. A kédolasok hibajavité képessége
persze még tovabb is fokozhatd: ha a kédok egyre tobb helyiértékben térnek el
egymastol, akkor kaphatunk 1 bithiba javité és 2 bithiba jelzd, 2 bithiba javito, 2
bithiba javité és 3 bithiba jelzd, stb. kddolasokat is.
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