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1. Magyarul

1.1. Algebra

1.1.1. Csoportelmélet (MATD1xx)
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Testek multiplikativ csoportja. Permutaciécsoportok (primitiv és tobbszordsen tranzitiv csoportok,
koszoruszorzat, Frobenius csoportok). Szabad csoportok (részcsoportok, rang, definialo relaciok,
Reidemeister-Schreirer elmélet). Feloldhaté csoportok. p-csoportok. Nilpotens csoportok. A

transzfer. A Burnside-probléma. Matrix-csoportok. Véges egyszerd csoportok. Részcsoporthdaldk.
Aschbacher: Finite Group Theory.

Hall, M. Jr.:The Theory of Groups.

Huppert: Endliche Gruppen.

Lyndon-Schupp: Combinatorial Group Theory.



1.1.2. Haloelmélet (MATD1xx)

Haloelméleti alapfogalmak, dualitas, teljes halok. Algebrai halok, részalgebra halok. Disztributiv
halék: Birkhoff és Stone reprezentacios tétele, véges disztributiv halok szerkezete. Birkhoff és
Dedekind kritériuma, a hdrom elem altal generalt szabad moduldris és disztributiv halé.
Halokongruencidk. Moduldris hdlék: intervallumok, elemfelbontdsok. Geometriai hdalok és
komplementumos modularis halok. Projektiv geometridk mint modularis halok. Halévarietasok.

Czédli G.: Haloelmélet

G. Gratzer: General Lattice Theory

1.1.3. Félcsoportelmélet (MATD1xx)

Transzformaciofélcsoport, szabad félcsoport. Idedl és Rees-kongruencia, félhalo- és
csoportkongruencia. Green-relaciok, a D-osztalyok szerkezete. Regularis elem, inverzelem, regularis
D-osztalyok. Egyszerti félcsoportok, f6faktorok, Rees tétele teljesen 0-egyszerd félcsoportokra.
Teljesen reguldris félcsoportok, csoportok félhdaldi. Inverz félcsoportok, Wagner-Preston-féle
reprezentacio, természetes rendezés. Fundamentalis inverz félcsoportok, Munn-tétel. Kommutativ
félcsoportok.

Grillet, P. A.: Semigroups: An Introduction to the Structure Theory, Marcel Dekker, 1995.

Howie, J. M.: Fundamentals of Semigroup Theory, Clarendon Press, 1995.

1.1.4. Univerzalis algebra (MATD1xx)

Algebra, kifejezésfiiggvény, polinomfiiggvény. Részalgebra. Izomorfizmus, homomorfizmus,
altalanos izomorfiatételek. Direkt szorzat, tovabbi szorzatfajtdk. Szubdirekt felbontas, Birkhoff
tétele. Lezarasi operatorok, lezarasi rendszerek. Kongruenciahdal6. Szabad algebra. Varietdsok.
Birkhoff varietas-tétele, Birkhoff-féle teljességi tétel. Varietasok ekvivalencidja. Azonossagokkal
jellemezhet6 tulajdonsdgok varietdsokon. Malcev és Pixley tétele. Magari tétele. Minimalis
varietasok. Ultraszorzat, kongruenciadisztributiv varietdsok. Primdl algebra 4ltal generdlt
varietasok. Kvaziprimal algebrdk, diszkriminatorvarietdsok. Véges azonossagbdzis létezésére
vonatkozo tételek.

Burris-Sankappanavar: Bevezetés az univerzalis algebraba.

McKenzie-McNulty-Taylor: Algebras, Lattices, Varieties.

1.1.5. Rendezett halmazok (MATD1xXx)

G. Birkhoff: Generalized arithmetic, Duke Math. J. 9 (1942) 283-302. K. Bogart, R. Freese, J. Kung
(szerk.): The Dilworth’s theorems, Birkhauser, 1990. D. Duffus, I. Rival: A structure theory for
ordered sets, Discr. Math. 35 (1981), 53-118. W. T. Trotter: Combinatorics and Partially Ordered Sets:
Dimension Theory, Johns Hopkins University Press, 1992. J. Valdes, R. E. Tarjan, E. L. Lawler: The
recognition of series parallel digraphs, SIAM J. Comp. 11 (1982), 298-313.

tovabba valogatott cikkek az Order c. folydiratbol



1.1.6. Klonelmélet (MATD1xx)

Absztrakt Kklonok és miveletklonok. Galois-kapcsolatok. Relacioklonok és miiveletklonok
kapcsolata, Baker-Pixley-tétel. Nevezetes teljességi tételek: altalanos Lagrange-interpolacio véges
testekben, Werner-Wille-tétel, Sheffer—-Webb-tétel, Slupecki-tétel, Salomaa-tétel. Véges halmazok
klonhaloi; Janov-Mucnik-tétel. Maximadlis klonok; Post-tétel. Rosenberg-tétel és néhany
alkalmazasa: McKenzie-tétel, a minta-fliggvények teljessége. Sheffer-fliggvények; Rousseau-tétel.
Minimalis klonok. Swierczkowski lemmaja. Rosenberg tipus-tétele. Primitiv pozitiv klonok;
Kuznyecov-tétel.

Csdkany B.: Klénok (Fuggelék Burris-Sankappanavar Bevezetés az univerzalis algebraba c.
konyvéhez)

Pdschel-Kaluzsnyin: Funktionen- und Relationenalgebren

Szendrei Agnes: Clones in Universal Algebra

1.1.7. Véges algebrak (MATD1xx)

Primdl algebrak és altalanositasaik. A primal algebrdk Stone-Hu-féle dualitds-elmélete. A term-
feltétel, kommutatorok, Abel-féle algebrak. McKenzie tétele kongruencia-folcserélhetd varietds
szigoruan egyszer( algebrdirol. Lokdlisan véges varietdsok. Varietds spektruma. Reldcioklonok és
szabad algebrak kapcsolata. Véges azonossagbdzisu algebrak. Post és Lyndon tételei, a Lyndon-féle
grupoid, a Murszkij-féle grupoid, orokletesen nem-végesbazisu algebrak. Palfy-Pudlak-tétel, Palfy
tétele. Minimalis algebrak, a szelid kongruenciak elméletének elemei. elméletének elemei.

Burris-Sankappanavar: Bevezetés az univerzalis algebraba
McKenzie-McNulty-Taylor: Algebras, Lattices, Varieties
Szendrei Agnes: Clones in Universal Algebra
Hobby-McKenzie: The Structure of Finite Algebras

tovdabbd Baker-McNulty-Werner, Berman, McKenzie, Palfy, Pudlak és mdasok valogatott cikkei

1.1.8. Grafthomomorfizmus problémak (MATD1xx)

Algoritmikus bonyolultsagi osztalyok (P, NP, NP-teljes). A CSP-problémaosztaly, a dichotomiasejtés. A
homomorfizmusprobléma  kilénb6zd  megadadsai  (reldciés  strukturdkra,  algebrakra,
egyenletrendszerekre, varietdsokra). Feder-Vardi féle redukciok. Schaefer dichotémiatétele.
Specidlis esetek (félhald, tobbségi fuggvény, és Maltsev miivelet esetén). Gyonge tobbségi
figgvények. A Bang-Jensen és Hell sejtés bizonyitdsa. Korlatos szélességili problémak jellemzése.
CSP és MMSNP kapcsolata.

Hell-Nesetril: Graphs and homomorphisms

tovabbd Feder, Vardi, Bulatov, Jaevons, Dalmau, Kozik, Barto valogatott cikkei



1.2. Dinamikus rendszerek

1.2.1. Parcialis differencialegyenletek (MMNV23E)

Disztribuciok. Szoboljev terek. Disztribuciok Fourier-transzformacioja. Parcialis
differencidlegyenletek fundamentalis megoldasai. Parcialis differencidloperatorok. Klasszikus és
altalanositott megoldasok. Hipoelliptikus differencidloperatorok. Korrekt kitlizésii feladatok
féltérben linedris parcidlis differencidlegyenlet-rendszerre. Elliptikus, hiperbolikus, parabolikus
parcialis differencidlegyenletekre kitlizott peremérték- ill. vegyes feladatok egzisztencia-, unicitas-,
stabilitasvizsgalata Szoboljev-terekben. 1. Absztrakt varidcios problémak: bilinearis formak,
kvadratikus funkciondlok minimalizdldsa, a Lax-Milgram tétel, Galjorkin approximdacié 2.
Disztribuciok és fiiggvények 3. Szoboljev terek 4. Elliptikus problémdk varidciés formaban 4.1.
Elliptikus egyenletek 4.2. A Poisson egyenlet 4.3. Diffuzio 4.4. A Laplace operdator sajatértékei 4.5.
Egyenletek divergencia alakban 5. Evolucios egyenletek gyenge megoldasai 5.1. Parabolikus
egyenletek 5.2. A h@vezetés egyenlete: a Cauchy-Dirichlet probléma, Galjorkin approximacio,
energia becslések, 1étezés és stabilitds

L.C. Evans, Partial Differential Equations, Amer. Math. Soc., 1998. S. Salsa, F.M.G. Vegni, A. Zaretti, P.
Zunino, A Primer on PDEs, Models, Methods, Simulations, Springer Verlag, 2013.

1.2.2. Dinamikus rendszerek (MMNV24E)

Invaridns sokasagok létezése, simasaga. Viselkedés fixpont és periodikus palya kornyezetében.
Linearizalds.  Orbitdlis  stabilitds.  Poincaré-leképezések.  Atlagolds.  Limeszhalmazok.
Aszimptotikusan sima leképezések és félcsoportok. a-kontraktiv félcsoportok. Invaridns halmazok
stabilitdsa. Disszipativitds. Globdlis attraktorok. Fixpont tételek. Morse-Smale leképezések. A
globdlis attraktor dimenzioja. Periodikus folyamatok. Gradiens rendszerek. Példak: retarddlt
differencidlegyenletek, neutralis differencidlegyenletek, parabolikus és hiperbolikus parcialis
differencidlegyenletek.

M. Hirsch and S. Smale, Differential Equations, Dynamic Systems and Linear Algebra, Academic
Press, 1974.

J. Palis, W. DeMelo, Geometric Theory of Dynamical Systems: an Introduction, Springer- Verlag,
1982.

S. Wiggins, Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos, Springer-Verlag, 1990.

J. Guckenheimer and P.J. Holmes, Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and Bifurcations of
Vector Fields, Springer-Verlag, 1983.

J. Hale, L. Magalhaes, W. Oliva, An Introduction to Infinite Dimensional Dynamical Systems —
Geometric Theory, Springer-Verlag, 1984.

J. Hale, Asymptotic Behavior of Dissipative Systems, AMS, 1986.
D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Springer-Verlag, 1981.

M. Hirsch, C. Pugh, M. Shub, Invariant Manifolds, Springer-Verlag, 1977.



V. V. Nemytskii, V. V. Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equations, Dover Publications,
1954.

H. L. Smith, Monotone Dynamical Systems, AMS, 1995.

R. Temam, Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics and Physics, Springer, 1997.

1.2.3. Kozonséges differencialegyenletek (MATD2xXx)

Differencidlegyenletek sokasagokon. Egzisztencia- és unicitastételek. Differencidlegyenletek
végtelen dimenzios terekben. Linedris rendszerek. Infinitezimalis generator. Integralsokasagok.
Linearizalds, Hartman-Grobman-tétel. Perturbacidoelmélet. Nem-autoném rendszerek. Periodikus
és majdnem periodikus egyenletek. A kozepelés mddszere. Peremértékproblémak. Sturm-Liouville-
elmélet. Masodrendl egyenletek, oszcillacio. Hatarhalmazok, hatarciklusok. Poincaré-Bendixson-
tétel. Stabilitas, Ljapunov-modszer. Invariancia-elv. Elsérendd parcidlis differencidlegyenletek.
Hamilton-Jacobi-elmélet.

H. Amann, Ordinary Differential Equations, DeGruyter, 1990.
V. I. Arnold, Ordinary Differential Equations, Springer-Verlag, 1992.
J. K. Hale, Ordinary Differential Equations, Wiley-Interscience, 1969.

D. V. Anosov, V. I. Arnold, Dynamical Systems I, Ordinary Differential Equations and Smooth
Dynamical Systems, Springer-Verlag, 1991.

C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications, Springer, 1999.
Ph. Hartman, Ordinary Differential Equations, Birkhauser, 1982.

M. Hirsch, S. Smale, Differential Equations, Dynamic Systems and Linear Algebra, Academic Press,
1974.

M. A. Naimark, Linear Differential operators, Nauka, 1969 (in Russian).

V. V. Nemytskii, V. V. Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equations, Dover Publications,
1954.

J. Palis, W. DeMelo, Geometric Theory of Dynamical Systems, Springer-Verlag, 1982.

V. A. Pliss, Integral Manifolds of Periodic Systems of Differential Equations, Nauka, 1977 (in
Russian).

1.2.4. Funkcional-differencialegyenletek (MATD2xx)

A fazistér, trajektoridk és a megolddsok absztrakt elmélete. Egzisztencia- és unicitas-tételek. A
kezdeti adatoktol vald folytonos fiiggés. A kozonséges egyenletek korében szokatlan jelenségek. A
megolddsok folytathatdsdga, kompaktsdga. Linedris funkcional-differencidlegyenletek. Oszcillacios
kérdések els6 és masodrendili egyenletekre. Stabilitds. Integro-differencidlegyenletek. Neutralis
egyenletek. Autondm egyenletek geometriai elmélete. Periodikus megoldasok létezése. Bioldgiai,
mechanikai és egyéb alkalmazasok.



O. Diekmann, S. A. Van Gils, S. M. Verduyn Lunel, H.-O. Walter, Delay Equations, Springer, 1995.
]J. Hale, Theory of Functional Differential Equations, Springer-Verlag, 1977.

T. A. Burton, Stability and Periodic Solutions of Ordinary and Functional Differential Equations,
Academic Press, 1985.

G. Gripenberg, S.-O. Londen, O. Staffans, Volterra Integral and Functional Equations, Cambridge
University Press, 1990.

I. Gydri, G. Ladas, Oscillation Theory of Delay Differential Equations, Carendon Press, 1991.

Y. Hino, S. Murakami, T. Naito, Functional Differential Equations with Infinite Delay, Springer-
Verlag, 1991.

V. B. Kolmanovskii, V.R. Nosov, Stability of Functional Differential Equations, Academic Press, 1986.

T. Krisztin, H.-O. Walter, J. Wu, Shape, Smoothness and Invariant Stratification of an Attracting Set
for Delayed Monotone Positive Feedback, AMS, 1999.

S. H. Saperstone, Semidynamical Systems in Infinite Dimensional Spaces, Springer-Verlag, 1981.

1.2.5. Differencialegyenletek numerikus modszerei (MATD2xXx)

1. Kozonséges differencialegyenletek numerikus megoldasai: 1.1. Numerikus modszerek
elsérendli kezdetiérték-problémakra: Euler, Runge-Kutta mddszerek 1.2. Masodrendi
peremérték-problémdak numerikus megoldasai: véges differencidk, bevezetés a véges elemek
maodszerébe

2. Parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasai: 2.1. Elsérendd egyenletek,
megmaradasi torvények, gyenge megoldasok: transzport egyenlet, hulldmok, a Burger egyenlet,
a Riemann-probléma, 16kés hulldamok 2.2. Numerikus mddszerek elsé6rendii egyenletekre: véges
differencidk, a CFL-feltétel, véges elemes megoldas 2.3. Diffuzio, hoévezetés numerikus
modszerei: Dirichlet és Neumann preremfeltételek, egy explicit, egy implicit és a Crank-Nicolson
modszerek, véges elemek modszere. 2.4. A Laplace egyenlet: numerikus megolddsa a véges
differencidk modszerével 2.5. Reakcio-difftizié egyenletek: a Fisher egyenlet véges elemes
megoldasa 2.6. A hullamegyenlet: az egydimenzios eset véges differencia megoldasa, a CFL-
feltétel, véges elemes megoldas.

E. B. Becker, G. F. Carey and J. T. Oden, Finite Elements: An Introduction. Vol. I., Prentice-Hall, 1981
Jeffery Cooper, Introduction to Partial Differential Equations with MATLAB. Birkhauser, 1998. Peter
J. Olver, Introduction to Partial Differential Equations, Springer, New York, 2014

1.2.6. Dinamikus modellek (MATD2xX)

A modellezési folyamat elemei. Matematikai modellek épitése, vizsgdlata, adatok és modellek
illesztése. Diszkrét-folytonos, determinisztikus-sztochasztikus modellek. A matematikai és
szamitogépes eszkozok attekintése példdkon keresztul: differencidl- és differenciaegyenletek,
sejtautomatak vizsgalata; gorbeillesztés; modellek diszkretizalasa, linearizalasa; minimumkKkeresés
gradiens modszerrel. Rezgések: biologiai, mechanikai és elektromos oszcillatorok: linearis, nem-
linedris rezgések, csillapitds. Kényszerrezgések, relaxacios oszcillatorok. Vezérlések: Impulziv



rendszerek alkalmazdasai, Aallapotfiigg6 és iddkapcsolok. Alkalmazdsok, modellek az
élettudomanyokbdl. Populdciédinamikai fogalmak, egy fajra vonatkozé modellek. Folytonos és
diszkrét modellek, korlatlan-korlatozott élettér, késleltetések megjelenése, térbeliség. Exponencialis,
logisztikus novekedés, a Fibonacci sorozat szerepe a populdciédinamikdban. Tébb fajra vonatkozo
modellek, kolcsonhatasok: egytittmiikodés, versengés, ragadozo-zsakmdny modellek. Tér-idd
modellek. Foltos élettér: dramlasi modellek, rekeszrendszerek. Diffuzi6: metapopulaciok
modellezése sejtautomatdkkal, parciadlis differencidlegyenletekkel, mintazatok kialakulasa.
Jarvanyok terjedése: fert6zés érintkezés utjan, lappangdsi id6, nem fert6z6 id6szakok, tobbfazisu
megbetegedések (SIR, SEIR, sth. modellek), oltasi (megel6zési, védelmi) stratégidk. Kémiai reakciok,
gyogyszerek hatasanak, kolcsonhatasanak egyszertibb modelljei.

Dreyer, T. P.: Modelling with Ordinary Differential Equations, CRC Press, 1993, ISBN 9780849386367
Leah Edelstein-Keshet: Mathematical Models in Biology, SIAM, ISBN: 978-0-89871-554-5
Meerrschaert, M.M., Mathematical Modelling, Academic Press, 1999, ISBN: 9780123869128 Murray,
D.]J.: Mathematical Biology, Springer, 1997. ISBN 978-3-662-08542-4

1.2.7. Nemlinearis dinamika (MATD2xx)

Kétdimezids autondm rendszerek, a Poincaré-Bendixson tétel. Nyeregpont tulajdonsag, invarians
sokasdgok: stabil, instabil és centrdlis sokasag. Hartman-Grobman tétel. Stabilitdselmélet, Ljapunov-
fuggvények. Periodikus megolddsok stabilitdsa, Poincaré-leképezések, orbitalis stabilitas.
Strukturdlis stabilitds, generikus tulajdonsagok. Elemi bifurkaciok, bifurkacios gorbék
mehatdrozasa biologiai és fizikai modellekben. Fazisképek osztdlyozdsa, Poincaré-normalforma.
Attraktorok és tipusai, medencék. Lagrange egyenletek, Hamilton vektormezdk. Diszkrét dinamikai
rendszerek. A korvonal leképzései, kvadratikus leképezések, periodikus pontok bifurkacioi. Smale-
féle patko, szimbolikus dinamika és kdosz. A Lorenz-féle meteoroldgiai modell.

M.W. Hirsch, S. Smale, R.L. Devaney, Differential Equations, Dynamical Systems, and an
Introduction to Chaos, Elsevier, 2004. L.C. Evans, Partial Differential Equations, Amer. Math. Soc.,
1998. S. Salsa, F.M.G. Vegni, A. Zaretti, P. Zunino, A Primer on PDEs, Models, Methods, Simulations,
Springer Verlag, 2013.

1.3. Geometria

1.3.1. Algebrai topologia (MMNMA42E)

Homotopia és szimplicidlis komplexusok. Baricentrikus felbontds és a szimplicidlis approximacios
tétel. A fundamentdlis csoport és kiszamitdsi modjai. A 2-dimenzios trianguldlhato sokasagok
osztalyozdsa. Szingularis homologiacsoportok és kiszamitasi modjai: szimplicidlis homologiak,
egzakt sorozatok. Homoldgidk tetszOleges egyutthatdcsoporttal, a Lefschetz féle fixponttétel.
Kohomoldgiacsoportok és kiszamitdsi modjaik. Alexader-Poincare dualitds. CW-komplexusok
homotopiaelmélete. Whitehead tétele és a cellularis approximacid. CW-komplexusok homoldgia és
kohomoldgia elmélete. Hurewitz tétele. Kohomoldgia szorzatok.

S. Eilenberg, N. Steenrod, Foundations of Algebraic Topology, Princeton, 1952.

E. Spanier, Algebraic Topology, McGraw-Hill, New York, 1966.



C. R. F.Maunder, Algebraic Topology, Van Nostrand Reinold, London, 1970.

W. S. Massey, Singular Homology Theory, Springer, 1980.

1.3.2. Konvex politopok kombinatorikaja (MMNM43E)

Charatheodory, Radon, Helly tétel és ezek &ltalanositasai, alkalmazasai. Politopok konstrudaldsa,
Gale transzformaltak. Euler relacio, Dehn-Sommerville egyenletek. Felsd korlat a lapok szamara. 3-
politopok kombinatorikus tipusai, a Steinitz tétel. Politopok vazanak strukturdja, a van
Kampen-Flores tétel. Az f-vektorok karakterizalasa. Politopok 0sszeadasa és felbontdsa. Hamilton
utak és korok politopokon. Szabalyos politopok.

H. Hadwiger, H. Debrunner, V. Klee, Combinatorial Geometry in the Plane, Holt, Reinhardt and
Winston, New York, 1964.

L. Danzer, B. Grunbaum, V. Klee, Helly’s theorem and its relatives, Proc. Symp. Pure Math., 7
(Convexity) (1963), 101 - 180.

B. Grinbaum, Convex Polytopes, John Wiley & Sons, London, 1967.

1.3.3. Integralgeometria és geometriai valdsziniiség (MATD3xx)

Konvex halmazok alapvet6 tulajdonsdgai, Charatheodory, Radon, Helly tételei. Szeparacio, Euler
reldcio, dualitds. Konvex halmazok approximadcioja, Blaschke kivalasztasi tétele. Vegyes térfogat,
Brinn-Minkowski tétel, Minkowski és Fenchel-Alexandrov egyenl6tlenség. Slirliségek pontokra,
egyenesekre, kinematikus stirtiség, sikbeli integralformuldk. Steiner formula, quermassintegralok,
Blaschke és Poincaré alapformuldi. Gorbileti integralok és alkalmazasaik.

L.A. Santalo, Integral Geometry and Geometric Probability, Encyclopedia of Math., Addison-Wesley,
London, 1976.

T. Bonnesen, W.Fenchel, Theorie der konvexen Korper, Springer, Berlin, 1934.
W. Blaschke, Vorlesungen uiber Integralgeomtrie, Berlin, 1955.

H. Busemann, Convex surfaces, Interscience, London, 1958.

1.3.4. Magas dimenzigs konvex geometria (MATD3xXx)

Konvex halmazok kombinatorikus tulajdonsadgai, Charatheodory, Radon, Helly tétel és ezek
altalanositasai, alkalmazasai. Konvex halmazok szeparaldsa, dualitds. Konvex halmazok
approximacioja, a Blaschke féle kivalasztasi tétel. M{iveletek konvex halmazokkal, vegyes térfogat.
Izoperimetrikus tétel. Konstans szélességl konvex testek. Konvex testek értékelései. Zonoidok.

H. G. Eggleston, Convexity, Cambridge Univ. Press 47 (1958).

L. Danzer, B. Grunbaum, V. Klee, Helly’s theorem and its relatives, Proc. Symp. Pure Math., 7
(Convexity) (1963), 101-180.

B. Grinbaum, Convex Polytopes, John Wiley & Sons, London, 1967.



P. M. Gruber, J. M. Wills, Convexity and its applications, Birkhauser, 1983.

1.3.5. Konvex testek Brunn-Minkowski elmélete (MATD3xx)

Konvex testek és hataruk. Dualitas. Minkowski-0sszeg, zonoidok. Kulsé és belsd paralel halmazok,
gorbiileti mértékek, quermassintegralok. Vegyes térfogat, értékelések. Egyenl6tlenségek, Brunn-
Minkowski  tétel, Minkowski-egyenl6tlenség, izoperimetrikus tétel, Aleksadrov-Fenchel
egyenl6tlenség. Minkowski-tétel. Kovariogram, kiillonbség test, Steiner-szimmetrizacio.

P.M. Gruber: Convex and discrete geometry, Springer, 2007. ISBN: 978-3-540-71132-2 R. Schneider:
Convex bodies: the Brunn-Minkowski theory, Cambridge University Press, 2013 (2nd ed.). ISBN: 978-
1-139-00385-8 Szabo L.: Bevezetés a konvex geometridba, ELTE jegyzet (2018).

1.3.6. Diszkrét és kombinatorikus geometria (MATD3xXx)

Blokkrendszerek: Blokkrendszerek paraméterei és oszthatosagi feltételek. Steiner-rendszerek.
Hadamard-matrixok. Feloldhaté blokkrendszerek. Baranyai-tétel. Véges projektiv geometridk:
Latinnégyzetek. Véges projektiv geometridk paraméterei. Desargues- és Pappos-sikok. Desargues- és
Pappos-sikok koordinatazhatosaga. Véges affin sikok. Véges tiikrozési csoportok. Coxeter-csoportok
és komplexusok. Epiiletek.

M. Jr. Hall, Combinatorial theory, Waltham, Mass. 1967.
Kiss Gyorgy, Sz6nyi Tamas: Véges geometridk, Polygon Konyvtdr, Szeged, 2001.
Hajnal Péter: Halmazrendszerek, Polygon Jegyzettar, Szeged, 2002.

Brown, Buildings, Springer-Verlag, London, 1989.

1.3.7. Sztochasztikus geometria (MATD3xx)

Véletlen zart halmazok, véletlen mértékek és pontfolyamatok, Poisson pontfolyamatok, Palm
eloszlasok, véletlen pontok konvex burka, politopok véletlen vetiletei, extremdalis problémak
valdszinuségre és varhatd értékre, konvex testek kozelitése véletlen politdpokkal, sapkafedési tétel
és alkalmazdsai, centrdlis hatareloszlastételek véletlen politépokra.

Ajanlott irodalom:

R. Schneider, W. Weil, Stochastic and Integral Geometry, Probability and Its Applications, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, 2008.

Baddeley, A.; Barany, I.; Schneider, R.; Weil, W. Stochastic geometry. Lectures given at the C.I.M.E.
Summer School held in Martina Franca, September 13-18, 2004. With additional contributions by D.
Hug, V. Capasso and E. Villa. Edited by W. Weil. Lecture Notes in Mathematics, 1892. Springer-
Verlag, Berlin, 2007.

Santald, Luis A. Integral geometry and geometric probability. Second edition. With a foreword by
Mark Kac. Cambridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2004.



1.3.8. Vektorrendszerek geometriaja (MATD3xx)

» Bazisok, dltalanos vazrendszerek, Parseval ill. éles vdzrendszerek

* Energiaminimalizald vektorrendszerek, éles vazrendszerek egzisztenciatétele

» Vektorok tenzorszorzata, F. John ellipszoid tétele

» Vektorrendszerek sorbadllitasi kérdései, Steinitz problémadja, a Steinitz-Bergstrom sejtés
» Vektorosszegzési problémadk, eldjelezett 6sszeg-problémak, ill. a polarizacids probléma

* Online vektorosszegzési problémak, Chobanyan transzferencia-elve

Plank problamak, Bang lemmaja, altalanositasok

1.3.9. Valogatott fejezetek a geometriabol (MATD3xx)

A kurzus elsddleges célja, hogy bemutassa a geometria legujabb eredményeit, valamint az ezek
megértéséhez szikséges specialis hattérismereteket. A targy soran a modern geometria olyan
témakoreit targyaljuk, amelyek napjainkban a tertulet fejlédésének kozéppontjdban allnak, vagy
egy-egy aktudlis kutatdsi iranyhoz kapcsolédnak. Ilyenek lehetnek példdul a magas dimenzids
jelenségek, a konvex geometria és a funkciondlanalizis hatarterileteinek egyes kérdései, a
sztochasztikus geometria és a valoszintiségelmélet metszéspontjaban megjelend problémak, illetve
a diszkrét geometridban eldtérbe kertil6 kutatasi témak.

1.4. Diszkrét matematika

1.4.1. Diszkrét matematika 2 (MMNKS51E)

Fokszam-sorozatok és realizalhatdsag, Havel-Hakimi tétele. Fak és Osszeszamlalasuk, rekurziok,
kombinatorikus mddszerek, Kirchoff-formula. Grafok szinezése, Hajds nem-szinezhet6ségi
bizonyitasi sémadja. Grafok nagy derékbdséggel és nagy kromatikus szammal. Elszinezések, Viking-
tétel. Parositasok grafokban, algoritmusok és minimax tételek, Tutle tétele, Erdds-Simonovits-tétel,
C_4 kizdarasa, nyilt problémdak. Ramsey tétele grafokra, altalanositasok, alkalmazasok, striségi
tételek. Grafok sajatértékei és alkalmazdsai.

B. Bollobas, Modern graph theory, Graduate Text sin Mathematics, Springer, Berlin, 1998, ISBN 0-
387-98488-7 R. Diestel, Graph theory, 4th edition, Graduate Text sin Mathematics, Springer, Berlin,
2010, ISBN 978-3-662-53621-6

1.4.2. Extremalis grafelmélet (MMNMSS5E)

Mantel tétel, Turdn tétel, Erd6s-Stone-Simonovits tétel, Zarankiewicz probléma, maximalis élszamu
grafok, amik nem tartalmaznak adott méretii teljes részgrafot/teljes paros részgrafot. Altalanosabb
Turan tipusu kérdések egyéb kizart grafok (pl.. fak, korok) esetén, illetve hipergrafokon.
Panciklikus grafok, Bondy tétel, Moon-Moser egyenl6tlenségek. Szaturalasi kérdések, Kaszonyi-Tuza
tétel. Ramsey tétel, Ramsey tipusu kérdések grafokon. Szemerédi regularitdsi lemma valtozatai,
elhagyasi lemma, szamldalasi lemma, bedgyazasi lemma és ezek alkalmazasai, Roth tétele. Pszeudo-
véletlen grafok, Chung-Graham-Wilson tétel. Tovabbi nevezetes modszerek extremalis kérdésekkel
kapcsolatban: Véletlen modszer néhdny alkalmazdsa, Lovasz lokdl lemma. Kombinatorikus
nullhelytétel és néhany alkalmazasa. A Kneser sejtés bizonyitdsa topologikus eszkozokkel (Borsuk-
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Ulam tétel).

Béla Bollobds: Modern Graph Theory. Springer Graduate Texts in Mathematics. Springer; 1998.
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4612-0619-4 Stasys Jukna: Extremal Combinatorics
with applications in computer science, Springer; 2011. https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-
642-17364-6 Tibor Szabo: Extremal Graph Theory with emphasis on constructions,
https://page.mi.fu-berlin.de/szabo/PDF/notes.pdf Noga Alon, Joel H. Spencer: The probabilistic
method, Wiley Series in Discrete Mathematics and Optimization, Wiley; 1991.
https://www.amazon.com/Probabilistic-Method-Noga-Alon/dp/0470170204

1.4.3. Matematikai kriptografia (MMNMS56E)

A kriptografia alapfogalmai. Tamadasok. Az AES-128 szimmetrikus kulcsu titkositas, visszafejtése és
kulcskifejtése. Linedris S-doboz Kkriptanalizise. Boole-fliggvények nemlinearitésa és Walsh-
Hadamard transzformadltja. Hajlitott fliggvények jellemzése. Differencidlis egyenletesség, APN
figgvények. Linedris rekurziok. Visszacsatolasos 1éptetdszamlalok. Maximadlis periodusu LFSR-ek.
Az RSA nyilvanos kulcsu titkositas: algoritmus, kulcsgenerdalds, kodolas, dekddolas, a dekodolas
bizonyitasa. Primgeneralas. Tamadasok az RSA ellen. Kulcs menedzsment a Diffie-Hellman elven.
Véges test feletti elliptikus gorbék. Elliptikus gorbéket hasznalé kriptografiai eljarasok. Diszkrét
logaritmus probléma. Graf izomorfizmus problémdn alapul6 zéré-ismeret bizonyitas. A Fiat-Shamir
zéro-ismeret bizonyitas. A hibajavitdo kddolas alapfogalmai. A Reed-Solomon-kdd és dekddolasa.
Binaris Goppa-kodok, paraméterek, dekodolas. Kvantumrezisztens kod-alapu kriptografia: a
McEliece-séma.

Alko R. Meijer: Algebra for Cryptologists. Springer Undergraduate Texts in Mathematics and
Technology. Springer Cham; 2016. https://doi.org/10.1007/978-3-319-30396-3 Claude Carlet: Boolean
Functions for Cryptography and Coding Theory. Cambridge: Cambridge University Press; 2021.
https://doi.org/10.1017/978110860680

1.4.4. Kombinatorikus szamitasi modellek (MMNMS53E)

Dontési fak, zarkozott fuggvények, alsé becslések. Kommunikacios bonyolultsag, matrixok
parkettazasa és a rang also becslés. Elagazo programok, korlatos szélesség és Barrington tétele.
Formuldk Khrapchenko és Subbotovszkaja tételei, monotonitds és als6 becslések. Halozatok,
monotonitds és Razborov tétele. Switching lemma. Smolensky tétele.

S. Jukna, Boolean fuction complexity, Advances and frontiers, Algorithms and Combinatorics, 27.
Springer, Heidelberg, 2012. ISBN 978-3-642-24507-7. 1. Wegener, The complexity of Boolean fuctions,
Wiley-Teubner Series in Computer Science, John Wiley & Sons, Ltd., Chichester; B.G. Teubner,
Stuttgart, 1987. ISBN 0-471-91555-6.

1.4.5. Leszamlalasi problémak (MATD4xx)

Formalis hatvanysorok gytlirije. Permutaciok 6rnagy indexe, véges vektor terek altereinek szama,
kombinatorikus azonossdgok g-analdgjai. Egész szamok particidi, Jacobi formuldk,
Ramanujan-Rodgers-azonossag. Mobius fluggvény kiszamitasi modszerei, halok, Euler részben
rendezett halmazok. Aszimptotikus formuldk. Részben rendezett halmazok Kiterjesztéseinek
szama, vegyes térfogat, log-konkav sorozatok, részben rendezett halmazok dimenzidja. Jeu-de-
taquin, tablok, szimmetrikus fliiggvények, Hopf-algebrak.
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https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4612-0619-4
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-17364-6
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-17364-6
https://page.mi.fu-berlin.de/szabo/PDF/notes.pdf
https://www.amazon.com/Probabilistic-Method-Noga-Alon/dp/0470170204
https://doi.org/10.1007/978-3-319-30396-3
https://doi.org/10.1017/978110860680

Richard P. Stanley, Enumerative combinatorics Vol. 1., Corrected reprint of the 1986 original,
Cambridge Studies in Advanced Mathematics vol. 49., Cambridge University Press, Cambridge,
1997.

Richard P. Stanley, Enumerative combinatorics. Vol. 2., Cambridge Studies in Advanced
Mathematics vol. 62., Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

1.4.6. Algebrai és véletlen modszerek a kombinatorikaban (MATD4xx)

Véletlen modszer lényege, Ramsey szamok, hipergrafok 2-szinezése, diszkrepancia. Masodik
momentum modszer, martingalok, Lovasz-lemma, pszeudo véletlen modszerek,
valdszinlségszamitasi becslések. Példak alkalmazdasokra. Véletlen grafok kilonb6z6 modelljei.
Threshold-fiiggvények. Véletlen grafok evolucidja. Véletlen Turing gépek. Véletlen bonyolultsagi
osztalyok: BPP, RP, PP. Primtesztelés. Polinom azonossdgok ellendrzése. Véletlen parhuzamos
algoritmus teljes parositds létezésének eldontésére. Véletlen parhuzamos algoritmus maximalis
figgetlen halmaz keresésére. Véletlen sétak grafokon. s - t 0sszefliggdség. Térfogatmeérés.

Noga Alon and Joel H. Spencer, The probabilistic method, Wiley-Interscience Series in Discrete
Mathematics and Optimization. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1992.

Béla Bollobas, Modern graph theory, Graduate Texts in Mathematics vol. 184., Springer- Verlag, New
York, 1998.

Lovasz Laszlo, Algoritmusok bonyolultsaga, Tankonyvkiadd, Budapest, 1991.

1.4.7. Véges geometriak, kodok, kriptografia (MATD4xx)

Véges testek konstrukcidja, additiv és multiplikativ csoportjaik. Véges test feletti affin és projektiv
sikok. Véges sikok, blokkrendszerek, illeszkedési strukturdk, incidenciamatrix. Véges sikok rendje,
kombinatorikus tulajdonsagaik. Automorfizmusok, izomorfizmusok, kollineaciok. Projektiv linedris
transzformdciok. Kupszeletek osztdlyozdsa a véges projektiv sikon. Ivek, Bose és Segre tételei. A
hibajavité kodok miikodési sémadja. Linearis kodok, Hamming-tavolsag, hossz, dimenzid, minimum
tavolsag. Gombpakoldsi és Singleton-korlat. Perfekt kodok, MDS kdédok. Hamming-kod, Reed-
Solomon kdd. Dekddolasi eljarasok. MDS kodok és ivek kapcsolata, Segre-sejtés. Elliptikus gorbéket
haszndlo kriptografiai eljarasok. APN fluiggvények és alkalmazdsuk a kriptografidban.

Kiss Gy., Sz6nyi T.: Véges geometridk, Polygon 2001.
J. H. van Lint: Introduction to coding theory. Springer 1998.
J.W.P. Hirshfeld: Projetive Geometries Over Finite Fields. Oxford University Press, 1997.

C. Carlet: Boolean Functions for Cryptography and Coding Theory. Cambridge University Press,
2021.

1.4.8. Valogatott fejezetek a grafelméletbol (MATD4xXx)

A modern grafelméletnek mély és gytimolcs6z0 kapcsolatai vannak a matematika mas tertleteivel,
mint példdul a szamelmélettel, algebraval, geometridval, valoszinliségszamitassal,
szamitogéptudomannyal és analizissel. S6t, még mas természettudomdanyos teriileteken, mint
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példaul a bioldgia és a kémia is el6fordulhatnak olyan problémdk, amelyeket grafelméleti
modszerekkel lehet megoldani. Ennek a kurzusnak a célja, hogy bemutassa a hallgatoknak az
alapvet6 tételeket és modszereket, megismertesse Gket a legujabb kutatdsi témakkal és néhany
fontos alkalmazassal. Példdaul a graf és hipergraf regularitds kiillonbo6z6 formai és alkalmazasuk,
véletlen grafok, expanderek, extremadlis problémak megoldasai. Egy masik példa a szubmodularis
fuggvények alkalmazdsa tobb kombinatorikus optimalizaciés problémaban és azok kapcsolata a
matroidokkal.

1.5. Analizis

1.5.1. Mérték- és integralelmélet (MATD5xXx)

Mértéktér, mérhet6 fliggvények. Az integrdl definicidja, konvergencia-tételek. Mérték kiterjesztése
félalgebrardl a generdlt c-algebrara. Mértékek megaddasa Rn-en, a Lebesgue-mérték. A Riemann- és
a Lebesgue-integral kapcsolata. Mértékterek szorzata, a Fubini tétel. Borel mértékek regularitasa.
Luzin és Jegorov tételei. A Holder- és a Minkowski-egyenldtlenségek. Az Lp(u) figgvényterek, a
Banach-tér és a Hilbert-tér fogalma. Altér ortogondlis komplementere, Hilbert-tér dualisa. Komplex
mértékek, teljes valtozds. Mértékek Lebesgue-féle felbontdsa, a Radon-Nikodym-tétel. Polar-
felbontas, Hahn-felbontds. Komplex Borel-mértékek megaddsa az egyenesen, Korlatos valtozasu
fliggvények.

Kérchy Laszld: Valos- és funkciondlanalizis, Polygon, Szeged, 2008.
W. Rudin: Real and complex analysis

Szokefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fuiggvénysorok

1.5.2. Komplex fuggvénytan (MATD5xx)

Mittag-Leffler tétele meromorf fiiggvények parcidlis tortekre bontdsardl, a cotg mz felbontasa.
Weierstrass tétele egész fliggvények szorzat-elgallitasardl, a sinnz felbontasa. A gamma-figgvény.
Raciondlis tortfliggvényekkel valé approximacio, Runge tétele. A nyilt egységkorlapon analitikus
figgvények Hardy-féle Hp terei. Hatarértékek a korvonalon, Fatou tétele. Riesz Frigyes és Marcell
tétele, Szeg6 tétele. Blaschke-szorzatok, bels6 és kulsd fluggvények, faktorizdcié. A zart
egységkorlapon folytonos és a nyilt egységkorlapon analitikus fliggvények Banach algebraja. Az
eltolas-operator invarians alterei a H2 Hilbert térben.

Szdékefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fliggvénysorok
K. Hoffmann: Banach spaces of analytic functions

W. Rudin: Real and complex analysis

1.5.3. Funkcionalanalizis (MATD5xX)

Ortonormalt rendszerek Hilbert terekben, Hilbert tér dimenzidja. Fourier sorok konvergencidja,
Cesaro és Abel 0sszegzés. A Hahn-Banach tétel és alkalmazasai, Banach limesz, Banach integral és
mérték. A Banach-Steinhaus tétel, a nyilt leképezések tétele és a zart graf tétel; alkalmazdasaik
Fourier sorokra. Az Lp terek dudlisai, reflexivitds. A folytonos fiiggvények terének dudlisa, Riesz
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reprezentdcio tétele. A Weierstrass-Stone approximacio tétel.
Kérchy Laszld: Valos- és funkciondlanalizis, Polygon, Szeged, 2008.
F. Riesz-B. Sz6kefalvi-Nagy: Functional analysis

W. Rudin: Real and complex analysis

Szdékefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fliggvénysorok

1.5.4. Banach-algebrak és operatorelmélet (MATD5xX)

Ortonormalt bazis Hilbert terekben, az altérhal6. Eltolds-, szorzas- és integral-operatorok.
Adjungélas, normadlis operatorok, ortogondlis projekciok. A kompakt operdtorok idedlja. Banach
algebra elemének spektruma, spektralsugar, a Riesz-Dunford kalkulus. Térbeli spektrum-fogalmak,
kompakt operator spektruma. Kommutativ Banach algebrak, Gelfand transzformacio, a Gelfand-
Naimark tétel. Operator-topologidk, onadjungalt operatorok monoton sorozatai. Spektralmérték,
spektraltétel. Fuggvény-kalkulus és fliggvénymodell normadlis operatorokra. Neumann
bikommutéans tétele, kommutativ Neumann algebrdk. Kompakt operdtor invarians alterei,
Lomonoszov tétele.

Kérchy Laszl6: Hilbert terek operatorai, Polygon, Szeged, 2003

1.5.5. Valogatott fejezetek a funkcionalanalizish6l (MATDS5xx)

A kurzus célja, hogy a funkcionalanalizis kiterjedt és szertedgazo tudomadanyteriiletébe komolyabh
és mélyebb bepillantast nyujtson az el6ado és a hallgatoi igények szerinti témavalasztassal. Javasolt
témak:

* alinedris funkciondlanalizis alaptételeinek alkalmazdsai;

* a Banach terek geometridjanak egyes kérdései;

* a konvexitas kovetkezményei;

* a topologikus vektorterek elméletének elemei és alkalmazasai;

* bevezetés a Banach algebrak elméletébe.

1.5.6. Approximacidoelmélet (MATD5xx)

Approximacio pozitiv operatorokkal, Korovkin tétele. Weierstrass és Weierstrass-Stone tétel.
Folytonossagi és simasagi modulusok, Jackson tétel, direkt tételek. Derivaltak becslése, Bernstein
tétel és az approximdacidelmélet inverz tételei. Legjobban kozelitd polinomok jellemzése, extrémalis
szignaturak. Lp-approximadcio. Bernstein polinomok naturacioja, parabola mddszer.

G. G. Lorentz: Approximation of functions

G. G. Lorentz-R. DeVore: Approximation theory
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1.5.7. Potencialelmélet (MATD5xXx)

Logaritmikus potencidlok; szuperharmonikus fliggvények; Riesz reprezentdcids tétel; elvek;
egyensulyi mértékek és potencialok; potencialok kiils6 térben; Riesz potencialok; alkalmazasok.

T. Ransford: Potentials Theory on the Complex Plane

E. B. Saff-V. Totik: Logarithmic Potentials with External Fields

1.5.8. Fourier-sorok, Fourier-integralok I (MATD5xX)

A trigonometrikus rendszer teljessége. Bessel egyenl6tlenség, Parseval formula. Fourier sorok
konvergencidja: Riemann-Lebesgue lemma, Dini tétele, lokalizdcids elv, Dirichlet-Jordan tétel,
Lebesgue allandok. Fourier sorok szummalhatosaga: Fejér tétele és kovetkezményei, Lebesgue
tétele, integralhat6 fuiggvény Lebesgue pontjai. Fourier sorok divergenciadja: Fejér és Kolmogorov
példai. Specidlis trigonometrikus sorok, amelyeknek egytitthatoi monoton konvergalnak zérushoz.

A. Zygmund: Trigonometric series

1.5.9. Fourier-sorok, Fourier-integralok II (MATD5xx)

Fourier sorok abszolut konvergencidja: Bernstein és Zygmund tételei, Wiener és Lévy tételei. A
konjugdlt fliggvény egzisztencidja, Abel-Poisson kozepek. A konjugdlt sor Fourier karaktere, Fourier
sor és konjugdlt sor konvergencidja L1-normdban. Riesz-Thorin interpolacios tétel, Hausdorff-
Young és Riesz Frigyes tételei. Marcinkiewicz interpolacios tétele, Paley tétele Fourier
egyutthatokrol. Tobbszoros Fourier sorok szummalhatdsaga.

A. Zygmund: Trigonometric series

1.6. Sztochasztika

1.6.1. Valoszintiségelmélet (MMNKG61E)

Véletlen valtozok és vektorvaltozok, eloszlasfliiggvény. Véletlen valtozok fliggetlensége, Kolmogorov
0-1 torvény, Borel-Cantelli-lemmak. Varhaté érték. Karakterisztikus fluggvény. Eloszlasbeli
konvergencia, folytonossagi tétel, portmanteau tétel. Tobbdimenzids normalis eloszlas.
Konvergenciatipusok. Kolmogorov-egyenl6tlenség. Nagy szamok torvényei. Centralis hatareloszlas-
tétel. Feltételes varhato érték. Martingalok diszkrét id6ben, martingal konvergenciatétel.

K. B. Athreya, S. N. Lahiri: Measure Theory and Probability Theory, 2006, Springer. ISBN-13:
9780387329031 P. Billingsley: Probability and Measure, 3rd edition, 1995, John Wiley & Sons, New
York. ISBN-13: 978-8126517718 R. B. Ash: Probability and Measure Theory, 2nd edition, 2000,
Academic Press. ISBN-13: 9780120652020 W. Feller: An Introduction to Probability Theory and Its
Applications, Volume 1, 3rd edition, 1968, Wiley. ISBN-137 9780471257080 A. Klenke: Probability
Theory, 3rd edition, 2020, Springer. ISBN-13: 978-3030564018 A. N. Shiryaev: Probability-1, 3rd
edition, 2016, Springer. ISBN-13: 978-1493979059 A. N. Shiryaev: Probability-2, 3rd edition, 2019,
Springer. ISBN-13: 978-1071618295
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1.6.2. Sztochasztikus folyamatok (MMNVG63E)

Kolmogorov konzisztencia tétele. Martingalok diszkrét és folytonos id6ben, Doob-Meyer-felbontas,
opciondlis megallasi tétel, Doob-féle maximal-egyenl6tlenség, martingdl konvergenciatétel. Gauss-
folyamatok, Wiener-folyamat. Ito-féle sztochasztikus integral, sztochasztikus
differencidlegyenletek, diffuziés folyamatok. Markov-folyamatok dltaldnos definicidja és
atmenetvaldszinlségei, Chapman-Kolmogorov-egyenletek. Kolmogorov el6re- és visszafelé halado
egyenletei. R. Durrett. Probability: theory and examples, volume 31 of Cambridge Series in
Statistical and Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, fourth edition,
2010. ISBN 0521765390 I. Karatzas and S.E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus,
volume 113 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991.
ISBN 0387976558 L. Breiman. Probability. Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass.-
London-Don Mills, Ont., 1968. ISBN 0898712963 J.L. Doob. Stochastic processes. Reprint of the 1953
original. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1990. ISBN 9780471523697

1.6.3. Pénziigyi és kockazati folyamatok (MMNVG64E)

T6zsdei termékek. Portfdlid, stratégia, onfinanszirozas, fedezet. Ekvivalens martingdlmérték,
arbitrazsmentesség és teljesség diszkrét idejd piacokon. Exponencidlis Brown-mozgas és Girsanov
tétele. Black-Scholes-modell és Black-Scholes-formula. Kamatlabmodellek. Felujitasi folyamatok és
Poisson-folyamat, elemi felujitasi tétel. Kockazati folyamatok és Kklasszikus rizikéfolyamat.
Lundberg-kitevd és Cramér-Lundberg-tétel.

R.J. Elliott and P.E. Kopp. Mathematics of financial markets. Springer Finance. Springer-Verlag, New
York, second edition, 2005. ISBN 0387212922 S. Asmussen and M. Steffensen. Risk and insurance - a
graduate text, volume 96 of Probability Theory and Stochastic Modelling. Springer, Cham, 2020.
ISBN 3030351750 I. Karatzas and S. E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus, volume 113
of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991. ISBN
0387976558 A.N. Shiryaev. Essentials of stochastic finance, volume 3 of Advanced Series on
Statistical Science & Applied Probability. World Scientific Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 1999.
ISBN 9810236050

1.6.4. Idosorok statisztikai elemzése (MMNV61E)

Iddsorok trendelemzése. ARMA és ARIMA folyamat. Autokorrelacios és parcialis autokorreldcios
figgvény. Durbin-Levinson-algoritmus. Paraméterbecslés Yule-Walker- és maximum likelihood
modszerrel. Idésorok elérejelzése. Allapottérmodellek és Kalman-sz{ir6. Pénziigyi idésorok
modellezése ARCH és GARCH folyamatokkal. Gyengén staciondrius folyamatok (specidlisan ARMA
folyamatok) spektralis reprezentacioja és el6rejelzése a frekvenciatartomanyban. Spektralanalizis.

Brockwell, Davis: Time Series: Theory and Methods, Springer, 2006, ISBN 1441903194. Brockwell,
Davis: Introduction to Time Series and Forecasting, Springer, 2010, ISBN 0387953515. Cryer, Chan:
Time Series Analysis with Applications in R, Springer, 2010, ISBN 0387759581. Tsay: An
Introduction to Analysis of Financial Data with R, Wiley, 2012, ISBN 0470890819.

1.6.5. Matematikai statisztika (MMNVG62E)

Rendezett mintdk elmélete. Elégségesség, teljesség, exponencidlis eloszlascsalad. Fisher-informacio,
Cramér-Rao-egyenldtlenség, Rao-Blackwell-Kolmogorov-tétel. Neyman-Pearson-alaplemma. Wald-
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féle valdszinliséghanyados proba. Wishart-slirliség. Paraméterbecslés és hipotézisvizsgalat
tobbdimenzids normadlis modellben. Linedris mddszerek. Kontingenciatabldk elemzése,
osztalyozasi modszerek. Algoritmikus modellek.

Borovkov: Mathematical statistics. Gordon and Breach, Amsterdam, 1998, ISBN 0471979139. Rao:
Linear statistical interference and its applications, New York, Wileg, 1973, ISBN 0471708232.

1.6.6. Markov-lancok (MATD6xX)

A diszkrét ideji Markov-lancok fogalma és atmenetvaldszinliségei, a Markov-tulajdonsag
ekvivalens definicioi. Tobblépéses dtmenetvaloszinliségek, Chapman-Kolmogorov-egyenletek.
Id6homogén Markov-lancok kommunikdaciés osztalyai, az allapotok periddusa. Az erds Markov-
tulajdonsag, visszatérési iddk, az allapotok tipusa. Stacionarius eloszlas és ergodicitas. Folytonos
ideji id6homogén Markov-lancok: definicid, atmenetvaloszinliségek, Chapman-Kolmogorov-
egyenletek. Az infinitezimalis generator és Kolmogorov egyenletei. Az allapotvéltozasok
dinamikdja. A sziiletési-halalozasi folyamat és tomegkiszolgalasi modellek.

Norris: Markov chains. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.
Karlin, Taylor: A first course in stochastic processes. Academic Press, New York, 1975.

Feller: An introduction to probability theory and its applications. Vol. I. John Wiley & Sons, New
York, 1968.

1.6.7. Elagazo folyamatok (MATD6xx)

Generatorfiggvények, a Galton-Watson-folyamat és a kihalasi tétel. Tobbtipusos elagazo
folyamatok varhat6 érték matrixa, a folyamat aszimptotikus viselkedése szubkritikus, kritikus és
szuperkritikus esetben. Folytonos ideju és kortol fiiggd folyamatok. Bioldgiai alkalmazdasok.

Athreya, Ney: Branching processes. Springer-Verlag, New York, 1972.

Kimmel, Axelrod: Branching processes in biology. Springer-Verlag, New York, 2002.

1.6.8. Valogatott fejezetek a sztochasztikabo6l (MATD6xx)

A kurzus a valoszinliségszamitds, a sztochasztikus folyamatok vagy a statisztika egy kivalasztott,
halad6 témajat dolgozza fel részletesen. A lehetséges témak — a teljesség igénye nélkiul - a
kovetkezdk: Valoszinlségi mértékek konvergencidja (C- és D-terek, feszesség, Prohorov-tétel);
Folytonos ideji eldgazé folyamatok (konstrukcid hatarértékként, tobbtipusu elagaz6 folyamatok,
kapcsolat sztochasztikus differencidlegyenletekkel); Lévy-folyamatok (Lévy-Hincsin-formula,
Lévy-Ito-felbontas, szubordinatorok); Nehéz farku jelenségek (regularis valtozasu fuggvények,
nehéz farku véletlen valtozok és hatdreloszlas-tételek, nehéz farku iddsorok, paraméterbecslés);
Véletlen mértékek és ambit folyamatok (Lévy-bdzis, Lévy-bazis szerinti integrdlds, ambit
folymatok); Sztochasztikus kalkulus és sztochasztikus differencidlegyenletek (It6-kalkulus,
martingalreprezentacio, sztochasztikus integralds szemimartingdl szerint, SDE-k gyenge és erds
megoldasai); Markov-folyamatok (generatorok és félcsoportok, lokdlis id6k, kirdnduldselmélet).
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1.7. Matematikadidaktika

1.7.1. Problémamegoldas a matematikaban és a matematika tanitasaban
(MATD7xXx)

Probléma a matematikdban, kulonféle értelmezések. A problémamegoldasi folyamat modelljei:
Polya heurisztikus modellje, Schoenfeld heurisztikus modellje, Mason modellje. A
problémamegoldds sémadja; daltalanos és specidlis heurisztikdk, ezek bemutatdsa konkrét
problémakon keresztil. A problémamegoldasi képességek fejlesztésének alapfeltételei Wittmann
szerint. Problémamegoldasi stratégiak, heurisztikus elvek, kontrollmodszerek.

Polya Gyorgy: A gondolkodas iskolaja
Pdlya Gyorgy: A problémamegoldas iskoldja I-II.

Polya Gyorgy: A matematikai gondolkodas miivészete I-II. (Indukcié és analdgia; A plauzibilis
kovetkeztetés)

Alan H. Schoenfeld: Mathematical Problem Solving

Alan H. Schoenfeld (ed.): Mathematical Thinking and Problem Solving
Erich Ch. Wittmann: Grundfragen des Mathematikunterrichts

Arthur Engel: Problem-Solving Strategies

Loren C. Larson: Problem-Solving Through Problems

Ambrus Andras: Bevezetés a matematikadidaktikdba

1.7.2. Kutatasmodszertan és alkalmazott statisztika (MATD7xX)

A kurzus els6dleges célja a matematikai didaktika alprogram hallgatéinak bemutatni a didaktikai
kutatasokhoz sziikséges mddszertani és statisztikai alapjokat. Kutatdsmodszertani alapok
(kvalitativ és kvantitativ kutatds tipusai, mddszerei, kutatds tervezése, kérddiv készitése). Az
adatgylijtés modszerei. Statisztikai alapfogalmak, becslések (pontbecslések, konfidencia
intervallumok), paraméteres és nemparaméteres probak. Tobbvaltozos mddszerek (linearis
regresszid, egy- és Kkétszempontos varianciaanalizis, f6komponensanalizis, faktoranalizis,
diszkriminanciaanalizis, logisztikus regresszié, klaszteranalizis). Ujramintavételezés, hidnyzo
adatok kezelése (EM algoritmus). Statisztikai szoftverek hasznalata.

Baran és mtsai (szerk): Bevezetés a matematikai statisztikaba, Debreceni Egyetemi Kiado, 2009
Bolla Marianna, Kramli Andras: Statisztikai kovetkeztetések elmélete, Typotex, Budapest, 2012

Csikos Csaba: Pedagodgiai kisérletek kutatdsmodszertana, Kutatds-mddszertani Kiskonyvtdr,
Gondolat Kiaddg, 2012

Falus Ivan (szerk): Bevezetés a pedagogiai kutatds modszereibe, Miiszaki Konyvkiado, Bp, 2014

Kontra Jozsef: A pedagogiai kutatdsok modszertana, egyetemi jegyzet, Kaposvari egyetem, 2011
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Rudas Tamas: Kozvélemény-kutatds: értelmezés es kritika, Corvina, 2006

1.7.3. Fejezetek a matematika kulturtorténetébol (MATD7xX)

A deduktiv matematika kialakulasa, a hellén kor matematikaja. Az iszlam kulturdk matematikaja. A
reneszansz kor eurdpai matematikdja. A magasabbfoku egyenletek megoldasa, ill. megoldhatdsaga
Mezopotamiatol Galois-ig.

Boyer: A History of Mathematics
Corry: Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures

Kline: Mathematical Thought from Ancient to Modern Times https://www.wolframalpha.com/
Rashed: The Development of Arabic Mathematics

Van der Waerden: Egy tudomdany ébredése

valogatott matematikatorténeti cikkek

1.7.4. Elemi kombinatorika (MATD7xX)

Gyakorl6 matematikatandrok szamara az kurzus tematikaja lefedi a kombinatorika modszertani
alapjait, ugyanakkor konkrét matematikai problémaéakra és megoldasi stratégidkra fokuszal, és
fejleszti a tanitasi kompetencidkat.

* Kombinatorikai alapfogalmak: Permutdciok, varidciok, kombindciok, ismétléses és ismétlés
nélkili esetek, Binomidlis tétel alkalmazasai.

» Grafelméleti nézOpontok: egyszerl grafmodellek, Euler-ut, Hamilton-kor, sikba rajzolhatd
grafok, gyakori iskolai problémak.

* Halmazelméleti alapok: rendezési elvek, szitaformula, skatulya-elv, Ramsey-tipusu problémak.

* Részhalmazok, particiok: Stirling-szamok, Bell-szdmok, particiok szemléltetése tandrai
példakon.

* Szamldlasi modszerek: rekurzio, rekurziv egyenletek, generatorfliggvények alkalmazdsa
gyakorlati példakban.

* Kombinatorikus valdszinliségszamitas: klasszikus, geometriai és sztochasztikus problémak,
események fuggetlensége.

* Algoritmikus gondolkodas: kombinatorikus problémdak megoldasa algoritmusokkal, tipikus
iskolai olimpia-feladatok elemzése.

* Matematikai modellezés: szoveges feladatok kombinatorikai hdattere, modellek létrehozasa,
tanorai gyakorlatok.

» Pedagogiai aspektusok: kompetenciafejlesztés, kreativ és problémamegoldd gondolkodds
tdmogatdsa, tanitasi modszerek.

Moddszertani elemek:

* Kombinatorikai problémdak megoldasa és magyarazata tanulok szamara.
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* Modellezés mindennapi alkalmazdsokban (pl. jatékok, sorsoldsok, hétkdznapi szitudciok).

* Az elemi kombinatorika tanitdsa: modszertani otletek, feladattervezés, tipikus hibaelemzés.

1.7.5. Digitalis er6forrasok a geometriaoktatashan (MATD7xXx)

A kurzus f6 célja a GeoGebra (https://www.geogebra.org/), a SageMath (https://www.sagemath.org/)
és a Mathematica (https://www.wolframalpha.com/) programok oktatasi célu lehet8ségeinek
megismerése.

A programok alapfunkcioi. Geometriai objektumok kezelése az euklideszi, a hiperbolikus és az
elliptikus sikon. Szerkesztési feladatok interaktiv megolddsa a GeoGebra programmal. Mértani
helyek animdcios kirajzolasa. Interaktiv feladatsorok 6sszeallitasa, tesztelése, elhelyezése a web-en.

1.7.6. Fejezetek a felsobb matematika kozép- és felsofoku tanitasanak
modszertanabhol (MATD7xx)

Betlis kifejezések, formalizalas. A klasszikus algebra elemeinek tanitdsi lehetdségei. Egyenletek,
egyenietrendszerek tanitdsa. A linedris algebra alapjainak tanitdsa induktiv modon. Algebrai
strukturdk bevezetése példakon Kkeresztil; analdgia, altalanositas és absztrakcid. Felfedeztetés a
szamelméletben; konkrét példak, altalanos sejtés, a sejtés bizonyitdsa. Az euklideszi geometria
tanitdsa induktiv és deduktiv médon. A nemeuklideszi geometridk tanitasi lehet6ségei a kozépfoku
oktatdsban. Egyszerli osszeszamldalasi problémdk elemi megoldasatél a formadlis hatvanysorok
alkalmazasaig. Grafelméleti fogalmak és tételek tanitdsa konkrét példakon keresztul.

Az analizis (kalkulus) alapvet6 fogalmainak (hatarérték, folytonossag, differencidlhdanyados,
integral) el6készitése a kozépiskolaban; a fogalmak bevezetésének lehetséges utjai: induktiv,
deduktiv és konstruktiv ut. Az analizis elemeinek alkalmazdasai a hétkoznapi életben és a
matematika mads teriletein. Leiro statisztika és a hétkoznapi élet. Statisztikai adatok megjelenitése,
kapcsolodo fogalmak tanitdsa. Valoszinliségi kisérletek, gyakorisag, relativ gyakorisag. Statisztikai
mérdszamok és tulajdonsagaik; adatsokasag varhato értéke és szordsa. A valdszinliség fogalmanak
kialakitdsa. A valoszinliségi valtozé fogalmanak kialakitdsa konkrét példakon keresztil. Diszkrét
valoszinilségi valtozok; eloszlasuk, varhato értékuk, szorasuk. A nagy szamok torvényének tanitasi
lehet6ségei.

Ambrus Andras: Bevezetés a matematikadidaktikaba

Fried Ervin: Absztrakt algebra - elemi uton

Dienes Zoltan: Epitsiikfel a matematikat

Gyapjas Ferenc: A kombinatorika és valoszintliségszamitas tanitdsanak modszertani problémai
Pdlya Gyorgy: A gondolkodds iskoldja

Polya Gyorgy: Indukcio és analdgia

Hans Freudenthal: Mathematics as an Educational Task Hans Freudenthal: Weeding and Sowing

Courant-Robbins: Mi a matematika?
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Rényi Alfréd: Ars mathematica

Pintér Lajos: Analizis I-II.

Robert M. Young: Excursions in Calculus - An Interplay of the Continuous and the Discrete
Nemetz Tibor-Wintsche Gergely: Valoszinliségszamitas és statisztika mindenkinek

Alan H. Schoenfeld: Mathematical Thinking and Problem Solving

2. In English

2.1. Algebra

2.1.1. Group Theory (MATD1xx)

Multiplicative groups of fields. Permutation groups (primitive and multiply transitive groups,
wreath product, Frobenius groups). Free groups (subgroups, rank, defining relations, Reidemeister-
Schreirer theory). Solvable groups. p-groups. Nilpotent groups. The transfer. The Burnside problem.
Matrix groups. Finite simple groups. Subgroup lattices.

Aschbacher: Finite Group Theory.
M. Jr. Hall:The Theory of Groups.
Huppert: Endliche Gruppen.

Lyndon-Schupp: Combinatorial Group Theory.

2.1.2. Lattice Theory (MATD1xx)

Basic concepts in lattice theory, duality, complete lattices. Algebraic lattices, subalgebra lattices.
Distributive lattices: Birkhoff and Stone’s theorems, the structure of finite distributive lattices.
Birkhoff’ criterion, Dedekind’s criterion. Free modular and distributive lattices on three generators.
Congruences of lattices. Modular lattices: decomposition of intervals and elements. Geometric
lattices and complemented modular lattices. Projective geometries as modular lattices. Varieties of
lattices.

Czédli G.: Lattice Theory (in Hungarian)

G. Gratzer: General Lattice Theory

2.1.3. Semigroup Theory (MATD1xXx)

Transformation semigroup, free semigroup. Ideal and Rees congruence, semilattice and group
congruences. Green relations, the structure of D-classes. Regular element, inverse of an element,
regular D-classes. Simple semigroups, principal factors, the Rees theorem on completely 0-simple
semigroups. Completely regular semigroups, semilattices of groups. Inverse semigroups, the
Wagner-Preston representation, natural partial order. Fundamental inverse semigroups, the Munn
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representation. Commutative semigroups.
Grillet, P. A.: Semigroups: An Introduction to the Structure Theory, Marcel Dekker, 1995.

Howie, J. M.: Fundamentals of Semigroup Theory, Clarendon Press, 1995.

2.1.4. Universal Algebra (MATD1xx)

Algebras, terms, polynomials. Subalgebra. Isomorphism, homomorphism, general isomorphism
theorems. Direct product and other types of product. Subdirect decomposition, Birkhoff’s theorem.
Closure operators, closure systems. Congruence lattice. Free algebra. Varieties. Birkhoff’s theorem
for varieties, Birkhoff’s completeness theorem. Equivalence of varieties. Properties characterized
by identities for varieties. The theorems of Malcev and Pixley. Magari’s theorem. Minimal varieties.
Ultraproduct, congruence distributive varieties. Varieties generated by primal algebras. Quasi-
primal algebras, discriminator varieties. Finite basis theorem:s.

Burris-Sankappanavar: A Course in Universal Algebra.

McKenzie-McNulty-Taylor: Algebras, Lattices, Varieties.

2.1.5. Ordered Sets (MATD1xXx)

Series-parallel posets. Dilworth’s chain decomposition theorem. Dimension of posets. Schnyder’s
theorem. The relationship between finite distributive lattices and finite posets. Sperner type
theorems. Dismantlable posets and the fixed point property. Roddy’s theorem. Obstructions for
posets. Monotone operations, Tardos’s theorem. Irreducible posets. Order varieties. Arithmetics of
posets. Hashimoto’s theorem.

Bogart-Freese-Kung (editors): The Dilworth Theorems. Selected papers of Robert P. Dilworth
Schroder: Ordered sets
Trotter: Combinatorics and Partially Ordered Sets. Dimension Theory

Selected papers from the mathematical journal Order

2.1.6. Clone Theory (MATD1xx)

Abstract clones and clones of operations. Galois connection. Connection of relational clones and
clones of operations, the Baker-Pixley theorem. Completeness theorems for clones: Lagrange-
interpolation in finite fields, the theorem of Werner and Wille, the theorem of Sheffer and Webb,
Slupecki’s theorem, Salomaa’s theorem. Clone lattices over finite sets; the Janov-Mucnik theorem.
Maximal clones; the Post theorem. Rosenberg’s theorem and its applications: McKenzie’s theorem,
completeness of pattern functions. Sheffer functions; Rousseau’s theorem. Minimal clones.
Swierczkowski’s lemma. Rosenberg’s type-theorem. Primitive positive clones; Kuznecov’s theorem.

Poschel-Kaluzsnyin: Funktionen- und Relationenalgebren (in German)
Szendrei Agnes: Clones in Universal Algebra

Selected papers of various authors
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2.1.7. Finite Algebras (MATD1xXx)

Primal algebras and their generalizations. The Stone-Hu duality for primal algebras. The term
condition, commutators, Abelian algebras. McKenzie’s theorem on strictly simple algebras of
congruence permutable varieties. Locally finite varieties. The spectrum of a variety. The
relationship between relational clones and free algebras. Finitely based algebras. Theorems of Post
and Lyndon, the Lyndon groupoid, the Murskii groupoid, inherently non-finitely based algebras.
The Palfy-Pudlak theorem, Palfy’s theorem. Minimal algebras, elements of Tame Congruence
Theory.

Burris-Sankappanavar: A Course in Universal Algebra
McKenzie-McNulty-Taylor: Algebras, Lattices, Varieties
Szendrei Agnes: Clones in Universal Algebra
Hobby-McKenzie: The Structure of Finite Algebras

Selected papers of authors Baker-McNulty-Werner, Berman, McKenzie, Palfy, Pudldk and others

2.1.8. Graph Homomorphism Problems (MATD1xx)

Algorithmic complexity classes (P, NP, NP-complete). The problem class CSP and the dichotomy
conjecture. Different presentations of the homomorphism problem (for relational structures,
algebras, systems of equations and varieties). The Feder-Vardi reductions. Schaefer’s dichotomy
theorem. Special cases (of a semilattice, a near-unanimity or a Maltsev operation). Weak near-
unanimity operations. The proof of a conjecture of Bang-Jensen and Hell. Characterization of
bounded width problems. The relationship between CSP and MMSNP.

Hell-Nesetril: Graphs and homomorphisms

Selected papers of Feder, Vardi, Bulatov, Jeavons, Dalmau, Kozik and Barto.

2.2. Dynamical Systems

2.2.1. Partial Differential Equations (MMNV23E)
1. Abstract variational problems: bilinear forms, minimization of quadratic functionals, the Lax-
Milgram theorem, Galerkin approximation
2. Distributions and functions
3. Sobolev spaces

4. Variational formulation of elliptic problems 4.1. Elliptic equations 4.2. The Poisson equation 4.3.
Diffusion 4.4. Eigenvalues of the Laplace operator 4.5. Equations in divergence form

5. Weak formulation of evolution problems 5.1. Parabolic equations 5.2. The heat equation: the
Cauchy-Dirichlet problem, Galerkin approximation, energy estimations, existence and stability

L.C. Evans, Partial Differential Equations, Amer. Math. Soc., 1998. S. Salsa, F.M.G. Vegni, A. Zaretti, P.
Zunino, A Primer on PDEs, Models, Methods, Simulations, Springer Verlag, 2013.
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2.2.2. Dynamical Systems (MMNV24E)

Existence and smoothness of invariant manifolds. Behaviour of solutions near fixed points and
periodic orbits. Linearization. Orbital stability. Poincaré maps. Averaging. Limit sets. Asymptotically
smooth maps and semi-groups. a-contracting semi-groups. Stability of invariant sets. Dissipative
systems. Global attractors. Fix point theorems. Morse-Smale maps. Dimension of a global attractor.
Periodic flows. Gradient systems. Examples: retarded FDE’s, neutral FDE’s, parabolic and
hyperbolic PDE’s.

M. Hirsch and S. Smale, Differential Equations, Dynamic Systems and Linear Algebra, Academic
Press, 1974.

J. Palis, W. DeMelo, Geometric Theory of Dynamical Systems: an Introduction, Springer-Verlag,
1982.

S. Wiggins, Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos, Springer-Verlag, 1990.

J. Guckenheimer and P.J. Holmes, Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems and Bifurcations of
Vector Fields, Springer-Verlag, 1983.

J. Hale, L. Magalhaes, W. Oliva, An Introduction to Infinite Dimensional Dynamical Systems —
Geometric Theory, Springer-Verlag, 1984.

]J. Hale, Asymptotic Behavior of Dissipative Systems, AMS, 1986.
D. Henry, Geometric Theory of Semilinear Parabolic Equations, Springer-Verlag, 1981.
M. Hirsch, C. Pugh, M. Shub, Invariant Manifolds, Springer-Verlag, 1977.

V. V. Nemytskii, V. V. Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equations, Dover Publications,
1954.

H. L. Smith, Monotone Dynamical Systems, AMS, 1995.

R. Temam, Infinite-Dimensional Dynamical Systems in Mechanics and Physics, Springer, 1997.

2.2.3. Ordinary Differential Equations (MATD2xx)

Differential equations on manifolds. Existence and uniqueness theorems. Differential equations in
spaces of infinite dimension. Linear systems. Infinitesimal generator. Integral manifolds.
Linearization, the Hartman-Grobman theorem. Perturbation theory. Non-autonomous systems.
Periodic and almost periodic equations. The method of averaging. Boundary value problems.
Sturm-Liouville theory. Second order equations, oscillation. Limit sets and limit cycles. Poincaré-
Bendixson theorem. Stability. The second method of Lyapunov. Invariance principles. First order
partial differential equations. The Hamilton-Jacobi theory.

H. Amann, Ordinary Differential Equations, DeGruyter, 1990.
V. I. Arnold, Ordinary Differential Equations, Springer-Verlag, 1992.

J. K. Hale, Ordinary Differential Equations, Wiley-Interscience, 1969.
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D. V. Anosov, V. I. Arnold, Dynamical Systems I, Ordinary Differential Equations and Smooth
Dynamical Systems, Springer-Verlag, 1991.

C. Chicone, Ordinary Differential Equations with Applications, Springer, 1999.
Ph. Hartman, Ordinary Differential Equations, Birkhduser, 1982.

M. Hirsch, S. Smale, Differential Equations, Dynamic Systems and Linear Algebra, Academic Press,
1974.

M. A. Naimark, Linear Differential operators, Nauka, 1969 (in Russian).

V. V. Nemytskii, V. V. Stepanov, Qualitative Theory of Differential Equations, Dover Publications,
1954.

J. Palis, W. DeMelo, Geometric Theory of Dynamical Systems, Springer-Verlag, 1982.

V. A. Pliss, Integral Manifolds of Periodic Systems of Differential Equations, Nauka, 1977 (in
Russian).

2.2.4. Functional Differential Equations (MATD2xx)

The abstract theory of phase spaces, trajectories, solutions. Existence and uniqueness theorems.
Continuous dependence on the initial data. New phenomena in comparison with the ordinary
differential equations. Continuability and compactness of solutions. Linear functional differential
equations. Oscillation for first and second order equations. Stability. Integro-differential equations.
Neutral equations. Geometric theory of autonomous equations. The existence of periodic solutions.
Applications from biology, mechanics, and other sciences.

O. Diekmann, S. A. Van Gils, S. M. Verduyn Lunel, H.-O. Walter, Delay Equations, Springer, 1995.
]J. Hale, Theory of Functional Differential Equations, Springer-Verlag, 1977.

T. A. Burton, Stability and Periodic Solutions of Ordinary and Functional Differential Equations,
Academic Press, 1985.

G. Gripenberg, S.-O. Londen, O. Staffans, Volterra Integral and Functional Equations, Cambridge
University Press, 1990.

I. Gydri, G. Ladas, Oscillation Theory of Delay Differential Equations, Clarendon Press, 1991.

Y. Hino, S. Murakami, T. Naito, Functional Differential Equations with Infinite Delay, Springer-
Verlag, 1991.

V. B. Kolmanovskii, V.R. Nosov, Stability of Functional Differential Equations, Academic Press, 1986.

T. Krisztin, H.-O. Walter, J. Wu, Shape, Smoothness and Invariant Stratification of an Attracting Set
for Delayed Monotone Positive Feedback, AMS, 1999.

S. H. Saperstone, Semidynamical Systems in Infinite Dimensional Spaces, Springer-Verlag, 1981.
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2.2.5. Numerical Methods for Differential Equations (MATD2xXx)

1. Numerical methods for ordinary differential equations: 1.1. Numerical solution of first order
initial value problems: Euler and Runge-Kutta methods 1.2. Second order boundary value
problems: finite differences, introduction to finite element methods

2. Numerical methods for partial differential equations: 2.1. First order equations, conservation
laws, weak solutions: transport equation, waves, Burgers' equation, the Riemann-problem,
shock waves 2.2. Numerical methods for first order equations: finite difference methods, the
CFL-condition, finite element solutions 2.3. Diffusion, numerical algorithms for the heat
equation: Dirichlet and Neumann boundary conditions, an explicit, an implicit and the Crank-
Nicolson method, finite elements 2.4. The Laplace equation: numerical solution with the finite
difference method 2.5. Reaction-diffusion equations: finite element solution of the Fisher
equation 2.6. The wave equation: Dirichlet and Neumann boundary conditions, finite difference
methods, the CFL condition, finite element solution

E. B. Becker, G. F. Carey and J. T. Oden, Finite Elements: An Introduction. Vol. I., Prentice-Hall, 1981
Jeffery Cooper, Introduction to Partial Differential Equations with MATLAB. Birkhauser, 1998. Peter
J. Olver, Introduction to Partial Differential Equations, Springer, New York, 2014

2.2.6. Dynamical Models (MATD2xx)

Basic steps of mathematical modeling and their computer implementations: investigation and
visualization of data sets, building and studying models, fitting. Discrete, continuous, deterministic
and stochastic models Overview of mathematical and computing tools via examples: data sets,
differential and difference equations, cellular automata; fitting; discretization and linearization of
models; optimization. Impulsive systems and applications; time- and state dependent switches.
Special features of mathematical programming languages: data structures, operations for
expressions and functions; rule-based programming Oscillations: biologic, mechanical and electric
oscillators; linear and nonlinear oscillations; damping; Applications of impulsive systems; state and
time dependent control. Some models in life sciences: concepts of population dynamics; continuous
and discrete models; appearance of delays Models for one species: unbounded and bounded
growth, harvesting strategies. Interaction of several species: competition, cooperation, predator-
prey models. Spatio-temporal models: patches, flows, compartmental models; reaction-diffusion:
cellular automata and partial differential equation models. Models in epidemiology: SIS, SIR,
SEIR,... models; vaccination strategies Models of chemical reactions, drug dosing and drug
interactions

Dreyer, T. P.: Modelling with Ordinary Differential Equations, CRC Press, 1993, ISBN 9780849386367
Leah Edelstein-Keshet: Mathematical Models in Biology, SIAM, ISBN: 978-0-89871-554-5
Meerrschaert, M.M., Mathematical Modelling, Academic Press, 1999, ISBN: 9780123869128 Murray,
D.]J.: Mathematical Biology, Springer, 1997. ISBN 978-3-662-08542-4

2.2.7. Nonlinear Dynamics (MATD2xx)

Two-dimensional autonomous systems, Poincaré-Bendixson theorem. Saddle property, invariant
manifolds: stable, unstable and center manifold. Hartman-Grobman theorem. Stability theory,
Lyapunov functions. Stability of periodic solutions, Poincaré maps, orbital stability. Structural
stability, generic properties. Elementary bifurcations, bifurcation branches in biological and
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physical models. Classification of phase diagram, Poincaré normal form. Attractors and their
basins. Lagrange equations, Hamiltonian vector fields. Discrete Dynamical Systems. Circle maps,
quadratic maps, bifurcations of periodic points. Smale horseshoe, symbolic dynamics and chaos.
The Lorenz system.

M.W. Hirsch, S. Smale, RL. Devaney, Differential Equations, Dynamical Systems, and an
Introduction to Chaos, Elsevier, 2004. L.C. Evans, Partial Differential Equations, Amer. Math. Soc.,
1998. S. Salsa, F.M.G. Vegni, A. Zaretti, P. Zunino, A Primer on PDEs, Models, Methods, Simulations,
Springer Verlag, 2013.

2.3. Geometry

2.3.1. Algebraic Topology (MMNM42E)

Homotopy and simplicial complexes. Subdivision and the simplicial approximation theorem. The
fundamental group and methods of calculation. Classification of triangulable 2-manifolds. Singular
homology groups and methods of calculation: simplicial homology, exact sequences. Homology
groups with arbitrary coefficients, and the Lefschetz Fixed-Point Theorem. Cohomology groups and
calculation theorems. The Alexander-Poincaré duality theorem. Homotopy groups and CW-
complexes. The theorem of J. H. C. Whitehead and the cellular approximation theorem. Homology
and Cohomology of CW-Complexes. The Hurewicz theorem. Cohomology products

S. Eilenberg, N. Steenrod, Foundations of Algebraic Topology, Princeton, 1952.
E. Spanier, Algebraic Topology, McGraw-Hill, New York, 1966.
C. R. F.Maunder, Algebraic Topology, Van Nostrand Reinold, London, 1970.

W. S. Massey, Singular Homology Theory, Springer, 1980.

2.3.2. Combinatorics of Convex Polytopes (MMNM43E)

Theorems of Carathéodory, Radon, Helly and its applications. The inductive construction of
polytopes, Gale-transforms and Gale-diagrams. Euler’s relation, the Dehn-Sommerville equations.
Upper bounds for the number of k-faces. Combinatorial types of 3-polytopes, Steinitz’s theorem.
Properties of boundary complexes, the van Kampen-Flores theorem. Characterization of the f-
vector. Addition and decomposition of polytopes. Hamiltonian paths and circuits on polytopes.
Regular polytopes.

H. Hadwiger, H. Debrunner, V. Klee: Combinatorial Geometry in the Plane, Holt, Reinhardt and
Winston, New York, 1964.

L. Danzer, B. Griunbaum, V. Klee: Helly’s theorem and its relatives, Proc. Symp. Pure Math., 7
(Convexity) (1963), 101 - 180.

B. Grinbaum: Convex Polytopes, John Wiley & Sons, London, 1967.
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2.3.3. Integral Geometry and Geometric Probability (MATD3xXx)

Random closed sets, random measures and point processes, Poisson point processes, Palm
distributions, convex hull of random points, random projections of polytopes, extremal problems
for probability and expectation, approximation of convex bodies by random polytopes, economic
cap covering and its applications, central limit theorems for random polytopes.

R. Schneider, W. Weil, Stochastic and Integral Geometry, Probability and Its Applications, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, 2008.

Baddeley, A.; Barany, L.; Schneider, R.; Weil, W.: Stochastic geometry. Lectures given at the C.I.M.E.
Summer School held in Martina Franca, September 13-18, 2004. With additional contributions by D.
Hug, V. Capasso and E. Villa. Edited by W. Weil. Lecture Notes in Mathematics, 1892. Springer-
Verlag, Berlin, 2007.

Santald, Luis A.: Integral geometry and geometric probability. Second edition. With a foreword by
Mark Kac. Cambridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

2.3.4. High-Dimensional Convex Geometry (MATD3xx)

Combinatorial properties of convex sets, Carathéodory, Radon, Helly theorems and their
generalizations and applications. Separation of convex sets, duality. Approximations of convex sets,
Blaschke’s selection theorem. Operations on convex sets, mixed volumes. The isoperimetric
theorem. Bodies of constant width. Valuations on convex bodies. Zonoids.

H. G. Eggleston, Convexity, Cambridge Univ. Press 47 (1958).

L. Danzer, B. Griunbaum, V. Klee, Helly’s theorem and its relatives, Proc. Symp. Pure Math., 7
(Convexity) (1963), 101-180.

B. Grinbaum, Convex Polytopes, John Wiley & Sons, London, 1967.

P. M. Gruber, ]J. M. Wills, Convexity and its applications, Birkhduser, 1983.

2.3.5. Brunn-Minkowski Theory of Convex Bodies (MATD3xx)

Convex bodies and their boundaries. Duality. Minkowski sum, zonoids. Outer and inner parallel
sets, curvature measures, quermassintegrals. Mixed volume, estimates. Inequalities, Brunn-
Minkowski theorem, Minkowski inequality, isoperimetric theorem, Aleksandrov-Fenchel inequality.
Minkowski theorem. Covariogram, difference body, Steiner symmetrization.

P.M. Gruber: Convex and discrete geometry, Springer, 2007. ISBN: 978-3-540-71132-2 R. Schneider:
Convex bodies: the Brunn-Minkowski theory, Cambridge University Press, 2013 (2nd ed.). ISBN: 978-
1-139-00385-8 Szabo L.: Bevezetés a konvex geometridba, ELTE jegyzet (2018).

2.3.6. Discrete and Combinatorial Geometry (MATD3xx)

Designs: definition of block designs, their parameters, and divisibility constrains. Steiner triples and
their various constructions. Hadamard matrices. Resolvable designs, Baranyai’s theorem. Finite
projective and affine geometries: latin squares, parameters of finite geometries. Desargues and
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Pappos planes, coordinatization of geometries Finite reflection groups, Coxeter groups and
complexes. Buildings.

M.Jr. Hall, Combinatorial theory, Waltham, Mass. 1967.

PJ. Cameron, Combinatorics: topics, techniques, algorithms, Cambridge University Press,
Cambridge, 1994

S. Jukna, Extremal combinatorics, with applications in computer science, Second edition, Texts in
Theoretical Computer Science, An EATCS Series, Springer, Heidelberg, 2011.

K. Brown, Buildings, Springer-Verlag, London, 1989.

2.3.7. Stochastic Geometry (MATD3xx)

Random closed sets, random measures and point processes, Poisson point processes, Palm
distributions, convex hull of random points, random projections of polytopes, extremal problems
for probability and expectation, approximation of convex bodies by random polytopes, economic
cap covering and its applications, central limit theorems for random polytopes.

R. Schneider, W. Weil, Stochastic and Integral Geometry, Probability and Its Applications, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, 2008.

Baddeley, A.; Barany, L.; Schneider, R.; Weil, W.: Stochastic geometry. Lectures given at the C..LM.E.
Summer School held in Martina Franca, September 13-18, 2004. With additional contributions by D.
Hug, V. Capasso and E. Villa. Edited by W. Weil. Lecture Notes in Mathematics, 1892. Springer-
Verlag, Berlin, 2007.

Santald, Luis A.: Integral geometry and geometric probability. Second edition. With a foreword by
Mark Kac. Cambridge Mathematical Library. Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

2.3.8. Geometry of Vector Systems (MATD3xx)

* Bases, definition of general frames, Parseval and tight frames

* Energy minimizing vector systems, the existence of tight frames

» Tensor products of vectors, F. John’s ellipsoid theorem

* Ordering problems of vector systems, the problem of Steinitz, the Steinitz-Bergstrom Conjecture
* Summing problems of vector systems, sign sequence questions, polarization problems

* Online versions of vector summation problems, Chobanyan’s transference principle

Plank problems, Bang’s lemma, generalizations

2.3.9. Selected Topics in Geometry (MATD3xx)

The primary aim of this course is to present the latest developments in geometry, along with the
specialized background knowledge necessary to understand them. Throughout the course, we
explore topics in modern geometry that are currently at the forefront of the field’s evolution or are
closely related to specific research directions. Examples include high-dimensional phenomena,
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problems at the intersection of convex geometry and functional analysis, topics emerging at the
boundary between stochastic geometry and probability theory, as well as current research
questions in discrete geometry.

2.4. Discrete Mathematics

2.4.1. Discrete Mathematics 2 (MMNK51E)

Degree sequences, realizable sequences, Havel-Hakimi theorem. Treees, enumeration of trees:
recursions, bijective methods, Kirschoff-formula. Coloring graphs, Hajos proof method for non-
colorability. Craphs with high girth and large chromatic number. Edge coloring, Vizing theorem.
Matchings in graphs, algorithms and mini-max theorems. Tutte’s theorem, Berge’s formula. Higher
order connectivity. Extremal graph theory, Turan’s theorem, Erdos-Stone theorem, excluding, open
problems, Ramsey theorem for graphs, extensions, applications. Density theorems. Eigenvalues of
graphs and their applications.

B. Bollobas, Modern graph theory, Graduate Text sin Mathematics, Springer, Berlin, 1998, ISBN 0-
387-98488-7 R. Diestel, Graph theory, 4th edition, Graduate Text sin Mathematics, Springer, Berlin,
2010, ISBN 978-3-662-53621-6

2.4.2. Extremal Graph Theory (MMNMS5SE)

Mantel’s theorem, Turan’s theorem, Erd&s-Stone-Simonovits’s theorem, Zarankiewicz’s problem,
graphs with maximum number of edges such that they do not contain complete/complete bipartite
graphs of a given size. Generalised Turan type of questions with other forbidden subgraphs (e.g.:
trees, cycles), and on hypergraphs. Pancyclic graphs, Bondy’s theorem, Moon-Moser inequalities.
Saturation problems, Kdszonyi-Tuza’s theorem. Ramsey’s theorem, Ramsey type questions for
graphs. Szemerédi’s regularity lemma and its variants, triangle removal lemma, counting lemma,
embedding lemma and their applications, Roth’s theorem. Pseudo-random graphs, Chung-Graham-
Wilson’s theorem. Further well-known tools and methods in extremal combinatorics: the
probabilistic method and its applications, Lovasz local lemma. Combinatorial Nullstellensatz and its
applications. The proof of the Kneser conjecture using topological methods (Borsuk-Ulam theorem).

Béla Bollobds: Modern Graph Theory. Springer Graduate Texts in Mathematics. Springer; 1998.
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4612-0619-4 Stasys Jukna: Extremal Combinatorics
with applications in computer science, Springer; 2011. https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-
642-17364-6 Tibor Szabo: Extremal Graph Theory with emphasis on constructions,
https://page.mi.fu-berlin.de/szabo/PDF/notes.pdf Noga Alon, Joel H. Spencer: The probabilistic
method, Wiley Series in Discrete Mathematics and Optimization, Wiley; 1991.
https://www.amazon.com/Probabilistic-Method-Noga-Alon/dp/0470170204

2.4.3. Mathematical Cryptography (MMNMS56E)

Basic concepts of cryptography. Attacks. AES-128 symmetric key encryption, decryption and key
scheduling. Cryptanalysis of linear S-boxes. Nonlinearity of Boolean functions and Walsh-
Hadamard transform. Characterization of bent functions. Differential uniformity, APN functions.
Linear recursions. Feedback step counters. Maximum period LFSRs. RSA public key encryption:
algorithm, key generation, encoding, decoding, proof of decoding. Prime generation. Attacks on
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https://page.mi.fu-berlin.de/szabo/PDF/notes.pdf
https://www.amazon.com/Probabilistic-Method-Noga-Alon/dp/0470170204

RSA. Key management based on the Diffie-Hellman principle. Elliptic curves over finite fields.
Cryptographic methods using elliptic curves. Discrete logarithm problem. Zero-knowledge proof
based on graph isomorphism problem. Fiat-Shamir zero-knowledge proof. Basic concepts of error-
correcting coding. The Reed-Solomon code and its decoding. Binary Goppa codes, parameters,
decoding. Quantum-resistant code-based cryptography: the McEliece scheme.

Alko R. Meijer: Algebra for Cryptologists. Springer Undergraduate Texts in Mathematics and
Technology. Springer Cham; 2016. https://doi.org/10.1007/978-3-319-30396-3 Claude Carlet: Boolean
Functions for Cryptography and Coding Theory. Cambridge: Cambridge University Press; 2021.
https://doi.org/10.1017/978110860680

2.4.4. Combinatorial Computational Models (MMNMS3E)

Decision trees, evasive fuctions, lower bounds. Communication complexity, tiling of matrices and
the rank lower bound. Branching programs, bounded width and Barrington’s theorem. Formulas,
Khrapchenko’s and Subbotovskaya’s theorem, monotonicity and lower bounds. Circuits,
monotonicity and Razborov’s theorem, bounded depth, Switching lemma, Smolensky’s theorem.

S. Jukna, Boolean fuction complexity, Advances and frontiers, Algorithms and Combinatorics, 27.
Springer, Heidelberg, 2012. ISBN 978-3-642-24507-7. 1. Wegener, The complexity of Boolean fuctions,
Wiley-Teubner Series in Computer Science, John Wiley & Sons, Ltd., Chichester; B.G. Teubner,
Stuttgart, 1987. ISBN 0-471-91555-6.

2.4.5. Counting Problems (MATD4xx)

Formal power series. Major index of permutations. Enumerating subspaces of finite geometries, q-
analogues of classical combinatorial objects. Partitions of integers, Jacobi formulas,
Ramanujan-Rodgers identities. Mobius function of partially ordered sets and methods for its
computation. Asymptotical formulas. Linear extension of partially ordered sets, dimension of
partially ordered sets. Enumerating linear extensions of a partially ordered sets, complexity of
enumeration problems. Log-concave sequences. Jeu-de-taquin, tableaux, symmetric functions.

Richard P. Stanley, Enumerative combinatorics Vol. 1., Corrected reprint of the 1986 original,
Cambridge Studies in Advanced Mathematics vol. 49., Cambridge University Press, Cambridge,
1997.

Richard P. Stanley, Enumerative combinatorics. Vol. 2., Cambridge Studies in Advanced
Mathematics vol. 62., Cambridge University Press, Cambridge, 1999.

W.T. Trotter, Combinatorics and partially ordered sets, Dimension theory, Johns Hopkins Series in
the Mathematical Sciences, Johns Hopkins University Press, Baltimore, MD, 1992.

2.4.6. Algebraic and Random Methods in Combinatorics (MATD4xx)

Probabilistic method. Basic applications: bounding Ramsey numbers, 2-coloring of hypergraphs,
discrepancy. The first moment method, the second moment method and the exponential moment
method. Bounds from probability theory: Chernoff’s bound. Lovasz’ local lemma, its oombinatorial
and algorithmic proof. Applications. Martingales, and their applications in combinatorics. The
semirandom method, and its applications. Different models of random graphs. Erd6s-Rényi model.
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Threshold function for different monotone properties. Evolution of random graphs. Randomized
algorithms, randomized complexity classes: BPP, RP, PP. Examples: primality testing, checking
polynomial identities, testing the existence of perfect matching on a parallel machine, s-t
connectivity, computing the volume.

N. Alon, ]J. Spencer, The probabilistic method, Third edition, With an appendix on the life and work
of Paul Erdds. Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics and Optimization, John Wiley &
Sons, Inc., Hoboken, NJ, 2008.

Béla Bollobas, Modern graph theory, Graduate Texts in Mathematics vol. 184., Springer-Verlag, New
York, 1998.

R. Motwani, P. Raghavan, Randomized algorithms, Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

2.4.7. Finite Geometries, Codes, Cryptography (MATD4xXx)

Construction of finite fields, their additive and multiplicative groups. Affine and projective planes
over a finite field. Finite planes, block designs, incidence structures, incidence matrix. Order of
finite planes, their combinatorial properties. Automorphisms, isomorphisms, collineations.
Projective linear transformations. Classification of conics on the finite projective plane. Arcs,
theorems of Bose and Segre. Operation scheme of error correction codes. Linear codes, Hamming
distance, length, dimension, minimum distance. Sphere packing and Singleton bounds. Perfect
codes, MDS codes. Hamming code, Reed-Solomon code. Decoding procedures. Relationship between
MDS codes and arcs, Segre conjecture. Elliptic curve cryptography. APN functions and their
applications in cryptography.

Kiss Gy., Sz6nyi T.: Finite Geometries. Chapman and Hall/CRC, 2023.
J. H. van Lint: Introduction to coding theory. Springer 1998.
J.W.P. Hirshfeld: Projetive Geometries Over Finite Fields. Oxford University Press, 1997.

C. Carlet: Boolean Functions for Cryptography and Coding Theory. Cambridge University Press,
2021.

2.4.8. Selected Topics in Graph Theory (MATD4xx)

Modern graph theory has some deep and fruitful connections with other parts of mathematics such
as number theory, algebra, geometry, probability theory, computer science and also analysis. Even
some problems from other natural science fields like biology and chemistry can be attacked using
graph theoretical methods. The aim of this course is to show the fundamental theorems and
methods to the students, introduce the newest research topics and some important applications.
For example, the regularity properties of graphs and hypergraphs and their various applications
for infinite graphs, expanders and for solving extremal problems. Another example is the use of
submodular functions in several combinatorial optimization problems and their importance for
matroids.
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2.5. Analysis

2.5.1. Measure and Integration Theory (MATD5xX)

Measure space, measurable functions. Definition of the integral, convergence theorems. Extension
of a measure from a semialgebra to the generated o-algebra. Constructions of measures on Rn, the
Lebesgue measure. Connections between the Riemann integral and the Lebesgue integral. Product
of measure spaces, Fubini’s theorem. Regularity of Borel measures. Theorems of Luzin and Jegorov.
Holder and Minkowski inequalities. The function spaces Lp(u), the notions of Banach spaces and
Hilbert spaces. Orthogonal complement of a subspace, the dual of a Hilbert space. Complex
measures, total variation. Lebesgue decomposition of measures, Radon-Nikodym theorem. Polar
decomposition, Hahn decomposition. Constructions of complex Borel measures on the real line,
functions of bounded variation.

Kérchy Laszld: Valos- és funkcionalanalizis, Polygon, Szeged, 2008.
W. Rudin: Real and complex analysis

Szdékefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fliggvénysorok

2.5.2. Complex Analysis (MATD5xX)

Mittag-Leffler’s theorem on the decomposition of meromorphic functions into the sum of partial
fractions, the decomposition of cotg mz. Weierstrass’ theorem on the factorization of entire
functions, the factorization of sinmz. The gamma function. Approximation by rational functions,
Runge’s theorem. The Hardy spaces Hp of analytic functions on the open unit disk. Limit on the
circle, Fatou’s theorem. The F. and M. Riesz theorem, Szeg6’s theorem. Blashke products, inner and
outer functions, the canonical factorization. The Banach algebra of functions analytic on the open
unit disk and continuous on the closed unit disk. The shift-invariant subspaces of the Hilbert space
H2

Sz6kefalvi-Nagy Béla: Valos fuggvények és fliggvénysorok
K. Hoffmann: Banach spaces of analytic functions

W. Rudin: Real and complex analysis

2.5.3. Functional Analysis (MATD5xx)

Orthonormal systems in Hilbert spaces, the dimension of a Hilbert space. Convergence of Fourier
series, summation in the senses of Cesaro and Abel. The Hahn-Banach theorem and its applications,
Banach limit, Banach integral and measure. Banach-Steinhaus theorems, the open mapping
theorem and the closed graph theorem; their applications to Fourier series. The duals of Lp spaces,
reflexivity. The dual of the space of continuous functions, Riesz representation theorem. The
Weierstrass-Stone approximation theorem.

Kérchy Laszld: Valos- és funkciondlanalizis, Polygon, Szeged, 2008.

F. Riesz-B. Sz6kefalvi-Nagy: Functional analysis
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W. Rudin: Real and complex analysis

Szdékefalvi-Nagy Béla: Valos fliggvények és fliggvénysorok

2.5.4. Banach Algebras and Operator Theory (MATD5xX)

Orthonormal basis in Hilbert space, the subspace lattice. Shift-, multiplication- and integral-
operators. Adjoint of an operator, normal operators, orthogonal projections. The ideal of compact
operators. The spectrum of an element of a Banach algebra, spectral radius, the Riesz—Dunford
functional calculus. Spatial spectra, spectrum of a compact operator. Abelian Banach algebras, the
Gelfand transformation, the Gelfand-Naimark theorem. Operator-topologies, monotone sequences
of selfadjoint operators. Spectral measure, the spectral theorem. Functional calculus and functional
model for normal operators. Neumann’s double commutant theorem, abelian von Neumann
algebras. Invariant subspaces of compact operators, Lomonosov’s theorem.

Kérchy Laszlo: Hilbert terek operatorai, Polygon, Szeged, 2003

2.5.5. Selected Topics in Functional Analysis (MATD5xx)

The aim of the course is to provide a more serious and deeper insight into the vast and diverse field
of functional analysis, with the choice of topics tailored according to the lecturer’s and students'
interests. Suggested topics include:

» Applications of the fundamental theorems of linear functional analysis;

* Certain questions in the geometry of Banach spaces;

* Consequences of convexity;

» Elements of the theory of topological vector spaces and applications;

* Introduction to the theory of Banach algebras.

2.5.6. Approximation Theory (MATD5xX)

Approximation by positive operators, the theorems of Korovkin. The Weierstrass and the
Weierstrass-Stone theorem. Moduli of continuity and smoothness, Jackson’s theorem, direct
theorems. Estimates of derivatives, Bernstein’s inequality and inverse theorems. Characterization
of best approximating polynomials, extremal signatures. Lp-approximation. Saturation of the
Bernstein polynomials, the parabola method.

2.5.7. Potential Theory (MATD5xX)

Logarithmic potentials; superharmonic functions; Riesz representation; principles; equilibrium
measures and potentials; potentials with external fields; Riesz potentials; applications.

T. Ransford: Potentials Theory on the Complex Plane

E. B. Saff-V. Totik: Logarithmic Potentials with External Fields
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2.5.8. Fourier Series, Fourier Integrals I (MATD5xX)

Completeness of the trigonometric system. Bessel inequality, Parseval’s formula. The convergence
of Fourier series: Riemann-Lebesgue lemma, Dini’s theorem, the localization principle, Dirichlet-
Jordan theorem, Lebesgue constants. Summability of Fourier series: Fejér’s theorem and its
consequences, Lebesgue’s theorem, Lebesgue points of integrable functions. The divergence of
Fourier series: the examples of Fejér and Kolmogorov. Special trigonometric series, coefficients of
which are monotonically tending to zero.

A. Zygmund: Trigonometric series

2.5.9. Fourier Series, Fourier Integrals IT (MATDS5xx)

Absolute convergence of Fourier series: theorems of Bernstein, Zygmund, Wiener and Lévay. The
existence of conjugate functions and Abel-Poisson means. The Fourier character of a conjugate
series and the convergence of a Fourier series and conjugate series in L1-norm. The Riesz-Thorin
interpolation theorem. The Hausdofff-Young theorem and theorems of F. Riesz. Interpolation
theorem of Marcinkiewicz, and Paley’s theorem on the Fourier coefficients. Summability of
multiple Fourier series

A. Zygmund: Trigonometric series

2.6. Stochastics

2.6.1. Probability Theory (MMNKG61E)

Random variables and vector variables, distribution function. Independence of random variables,
Kolmogorov’s zero-one law, Borel-Cantelli lemmas. Expected value. Characteristic function.
Convergence in distribution, continuity theorem, portmanteau theorem. Multidimensional normal
distribution. Types of convergence. Kolmogorov’s inequality. Laws of large numbers. Central limit
theorem. Conditional expectation. Martingales in discrete time, martingale convergence theorem.

K. B. Athreya, S. N. Lahiri: Measure Theory and Probability Theory, 2006, Springer. ISBN-13:
9780387329031 P. Billingsley: Probability and Measure, 3rd edition, 1995, John Wiley & Sons, New
York. ISBN-13: 978-8126517718 R. B. Ash: Probability and Measure Theory, 2nd edition, 2000,
Academic Press. ISBN-13: 9780120652020 W. Feller: An Introduction to Probability Theory and Its
Applications, Volume 1, 3rd edition, 1968, Wiley. ISBN-13: 9780471257080 A. Klenke: Probability
Theory, 3rd edition, 2020, Springer. ISBN-13: 978-3030564018 A. N. Shiryaev: Probability-1, 3rd
edition, 2016, Springer. ISBN-13: 978-1493979059 A. N. Shiryaev: Probability-2, 3rd edition, 2019,
Springer. ISBN-13: 978-1071618295

2.6.2. Stochastic Processes (MMNVG63E)

Kolmogorov’s consistency theorem. Martingales in discrete and continuous time, Doob-Meyer
decomposition, optional stopping theorem, Doob’s maximal inequality, martingale convergence
theorem. Gaussian processes, Wiener process. Ito’s stochastic integral. Stochastic differential
equations, diffusion processes. General definition of Markov processes and their transition
probabilities. Chapman-Kolmogorov equations. Kolmogorov’s forward and backward equations.
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R. Durrett. Probability: theory and examples, volume 31 of Cambridge Series in Statistical and
Probabilistic Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, fourth edition, 2010. ISBN
0521765390 I. Karatzas and S.E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus, volume 113 of
Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991. ISBN 0387976558
L. Breiman. Probability. Addison-Wesley Publishing Company, Reading, Mass.-London-Don Mills,
Ont., 1968. ISBN 0898712963 J.L. Doob. Stochastic processes. Reprint of the 1953 original. John Wiley
& Sons, Inc., New York, 1990. ISBN 9780471523697

2.6.3. Financial and Risk Processes (MMNVG64E)

Stock market products. Portfolio, strategy, self-financing, and hedging. Equivalent martingale
measure, arbitrage-free markets, and market completeness in discrete-time markets. Exponential
Brownian motion and Girsanov’s theorem. Black-Scholes model and Black-Scholes formula. Interest
rate models. Renewal processes and Poisson process, elementary renewal theorem. Risk processes
and the classical risk process. Lundberg exponent and the Cramér-Lundberg theorem.

R.J. Elliott and P.E. Kopp. Mathematics of financial markets. Springer Finance. Springer-Verlag, New
York, second edition, 2005. ISBN 0387212922 S. Asmussen and M. Steffensen. Risk and insurance - a
graduate text, volume 96 of Probability Theory and Stochastic Modelling. Springer, Cham, 2020.
ISBN 3030351750 I. Karatzas and S. E. Shreve. Brownian motion and stochastic calculus, volume 113
of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York, second edition, 1991. ISBN
0387976558 A.N. Shiryaev. Essentials of stochastic finance, volume 3 of Advanced Series on
Statistical Science & Applied Probability. World Scientific Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 1999.
ISBN 9810236050

2.6.4. Statistical Analysis of Time Series (MMNVG61E)

Trend analysis of time series. ARMA and ARIMA processes. Autocorrelation and partial
autocorrelation functions. Durbin-Levinson algorithm. Parameter estimation, Yule-Walker and
maximum likelihood methods. Time series forecasting. State-space models and the Kalman filter.
Modeling financial time series with ARCH and GARCH processes. Spectral representation and
forecasting of weakly stationary processes (especially ARMA processes) in the frequency domain.
Spectral analysis.

Brockwell, Davis: Time Series: Theory and Methods, Springer, 2006, ISBN 1441903194. Brockwell,
Davis: Introduction to Time Series and Forecasting, Springer, 2010, ISBN 0387953515. Cryer, Chan:
Time Series Analysis with Applications in R, Springer, 2010, ISBN 0387759581. Tsay: An
Introduction to Analysis of Financial Data with R, Wiley, 2012, ISBN 0470890819.

2.6.5. Mathematical Statistics (MMNV62E)

Theory of order statistics. Sufficiency, completeness, exponential family of distributions. Fisher
information, Cramér-Rao inequality, Rao-Blackwell-Kolmogorov theorem. Neyman-Pearson lemma.
Wald’s likelihood ratio test. Wishart distribution. Parameter estimation and hypothesis testing in
the multivariate normal model. Linear methods. Analysis of contingency tables, classification
methods. Algorithmic models.

Borovkov: Mathematical statistics. Gordon and Breach, Amsterdam, 1998, ISBN 0471979139. Rao:
Linear statistical interference and its applications, New York, Wileg, 1973, ISBN 0471708232.
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2.6.6. Markov Chains (MATD6xXx)

Discrete-time Markov chains, transition probabilities, equivalent definitions. Multi-step transition
probabilities, Chapman-Kolmogorov equations. Communication classes, periodic states. Strong
Markov property, recurrence times, types of states. Stationary distribution and ergodicity.
Continuous-time Markov chains: definition, transition probabilities, Chapman-Kolmogorov
equations. Infinitesimal generator and Kolmogorov equations. Jump chain and holding times. Birth-
death processes and queueing systems.

Norris: Markov chains. Cambridge University Press, Cambridge, 1998.
Karlin, Taylor: A first course in stochastic processes. Academic Press, New York, 1975.

Feller: An introduction to probability theory and its applications. Vol. I. John Wiley & Sons, New
York, 1968.

2.6.7. Branching Processes (MATD6xx)

Generating functions, the Galton-Watson process and the extinction criterion. Multitype branching
processes, mean matrix, asymptotic behavior in the critical, the subcritical and the supercritical
case. Continuous-time and age-dependent processes. Applications in biology.

Athreya, Ney: Branching processes. Springer-Verlag, New York, 1972.

Kimmel, Axelrod: Branching processes in biology. Springer-Verlag, New York, 2002.

2.6.8. Selected Topics in Stochastics (MATD6xx)

The course covers one of the advanced topics in probability theory, stochastic processes, and
statistics. The topics include, but are not limited to, the following: Convergence of Probability
Measures (C and D spaces, tightness, Prohorov’s theorem); Continuous-Time Branching Processes
(construction as scaling limits, multitype branching processes, connections to SDEs); Lévy Processes
(Lévy-Khintchine formula, Lévy-It6 decomposition, subordinators); Heavy-Tailed Phenomena
(regularly varying functions, heavy-tailed random variables and limit theorems, heavy-tailed time
series, parameter estimation); Random Measures and Ambit Processes (independently scattered
random measures, integration with respect to Lévy bases, ambit processes); Stochastic Calculus and
Stochastic Differential Equations (It6 calculus, martingale representation, integration with respect
to semimartingales, weak and strong solutions of SDEs); Markov Processes (generators and
semigroups, local times, excursion theory).

2.7. Didactics of Mathematics

Didactics of Mathematics is offered only in Hungarian.
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2.7.1. Problem Solving in Mathematics and Mathematics Teaching
(MATD7xXx)

Problem in mathematics, various interpretations. Models of the problem-solving process: Pdlya’s
heuristic model, Schoenfeld’s heuristic model, Mason’s model. The scheme of problem solving;
general and specific heuristics, illustrated through concrete problems. The basic conditions for
developing problem-solving skills according to Wittmann. Problem-solving strategies, heuristic
principles, control methods.

Gyorgy Pdlya: How to Solve It

Gyorgy Pdlya: School of Problem Solving I-II.

Gyorgy Pdlya: The Art of Mathematical Thinking I-II. (Induction and Analogy; Plausible Reasoning)
Alan H. Schoenfeld: Mathematical Problem Solving

Alan H. Schoenfeld (ed.): Mathematical Thinking and Problem Solving

Erich Ch. Wittmann: Fundamental Questions of Mathematics Education

Arthur Engel: Problem-Solving Strategies

Loren C. Larson: Problem-Solving Through Problems

Andras Ambrus: Introduction to Mathematics Didactics

2.7.2. Research Methodology and Applied Statistics (MATD7xXx)

The primary goal of the course is to present the methodological and statistical foundations
necessary for didactic research to students in the mathematics didactics subprogram. Basics of
research methodology (types and methods of qualitative and quantitative research, research
design, questionnaire creation). Methods of data collection. Basic statistical concepts, estimations
(point estimations, confidence intervals), parametric and non-parametric tests. Multivariate
methods (linear regression, one- and two-factor analysis of variance, principal component analysis,
factor analysis, discriminant analysis, logistic regression, cluster analysis). Resampling, handling
missing data (EM algorithm). Use of statistical software.

Baran et al. (eds): Introduction to Mathematical Statistics, University of Debrecen Press, 2009
Marianna Bolla, Andras Kramli: Theory of Statistical Inference, Typotex, Budapest, 2012

Csaba Csikos: Research Methodology of Pedagogical Experiments, Research Methodology Mini-
library, Gondolat Publishing, 2012

Ivan Falus (ed): Introduction to Methods of Pedagogical Research, Miszaki Publishing, Budapest,
2014

J6zsef Kontra: Methodology of Pedagogical Research, University notes, Kaposvar University, 2011

Tamads Rudas: Public Opinion Research: Interpretation and Critique, Corvina, 2006
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2.7.3. Chapters from the Cultural History of Mathematics (MATD7xX)

The rise of deductive mathematics, mathematics in the Hellenistic period. Mathematics in Islamic
cultures. Renaissance European mathematics. The solution and solvability of higher-degree
equations, from Mesopotamia to Galois.

Boyer: A History of Mathematics

Corry: Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures
Kline: Mathematical Thought from Ancient to Modern Times
https://www.wolframalpha.com/

Rashed: The Development of Arabic Mathematics

Van der Waerden: The Awakening of a Science

selected articles on the history of mathematics

2.7.4. Elementary Combinatorics (MATD7xx)

For practicing mathematics teachers, the course covers the methodological basics of combinatorics,
yet focuses on concrete mathematical problems and solution strategies, and develops teaching
competencies.

» Basic concepts of combinatorics: Permutations, variations, combinations, cases with and
without repetition, applications of the Binomial theorem.

* Graph theory perspectives: basic graph models, Euler path, Hamilton cycle, planar graphs,
frequent school problems.

* Fundamentals of set theory: ordering principles, sieve formula, pigeonhole principle, Ramsey-
type problems.

» Subsets, partitions: Stirling numbers, Bell numbers, illustrating partitions through classroom
examples.

* Counting methods: recursion, recursive equations, application of generating functions in
practical examples.

* Combinatorial probability: classical, geometric and stochastic problems, independence of
events.

» Algorithmic thinking: solving combinatorial problems with algorithms, analysis of typical
school olympiad problems.

* Mathematical modeling: combinatorial background of word problems, model creation,
classroom exercises.

* Pedagogical aspects: competency development, supporting creative and problem-solving
thinking, teaching methods.

Methodological elements:
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* Solving and explaining combinatorial problems for students.
* Modeling in everyday applications (e.g., games, draws, everyday situations).

* Teaching elementary combinatorics: methodological ideas, task design, typical error analysis.

2.7.5. Digital Resources in Geometry Education (MATD7xx)

The main goal of the course is to become familiar with the educational possibilities of GeoGebra
(https://www.geogebra.org/), SageMath (https://www.sagemath.org/) and  Mathematica
(https://www.wolframalpha.com/).

Basic functions of the programs. Handling geometric objects in the Euclidean, hyperbolic, and
elliptic planes. Solving construction problems interactively with GeoGebra. Drawing loci with
animations. Compiling, testing, and publishing interactive problem sets on the web.

2.7.6. Chapters from the Methodology of Teaching Advanced Mathematics in
Secondary and Higher Education (MATD7xXx)

Lettered expressions, formalization. Possibilities for teaching classical elements of algebra.
Teaching equations and systems of equations. Teaching the basics of linear algebra using an
inductive approach. Introduction of algebraic structures through examples; analogy, generalization,
and abstraction. Discovery-based teaching in number theory; concrete examples, general
conjectures, proof of conjectures. Teaching Euclidean geometry using inductive and deductive
methods. Possibilities for teaching non-Euclidean geometries at the secondary level. From the
elementary solution of simple counting problems to the application of formal power series.
Teaching graph theory concepts and theorems through concrete examples.

Preparation for the fundamental concepts of analysis (calculus) (limit, continuity, derivative,
integral) in secondary school; possible approaches to introducing concepts: inductive, deductive,
and constructive. Applications of elements of analysis in everyday life and other fields of
mathematics. Descriptive statistics and everyday life. Displaying statistical data, teaching related
concepts. Probability experiments, frequency, relative frequency. Statistical measures and their
properties; expected value and variance of data sets. Formation of the concept of probability.
Formation of the concept of random variable through concrete examples. Discrete random
variables; their distribution, expected value, variance. Possibilities for teaching the law of large
numbers.

Andras Ambrus: Introduction to Mathematics Didactics

Ervin Fried: Abstract Algebra — In an Elementary Way

Zoltan Dienes: Let’s Build Up Mathematics

Ferenc Gyapjas: Methodological Problems of Teaching Combinatorics and Probability
Gyorgy Pdlya: How to Solve It

Gyorgy Polya: Induction and Analogy

Hans Freudenthal: Mathematics as an Educational Task Hans Freudenthal: Weeding and Sowing
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Courant-Robbins: What is Mathematics?

Alfréd Rényi: Ars mathematica

Lajos Pintér: Analysis I-II.

Robert M. Young: Excursions in Calculus — An Interplay of the Continuous and the Discrete
Tibor Nemetz—Gergely Wintsche: Probability and Statistics for Everyone

Alan H. Schoenfeld: Mathematical Thinking and Problem Solving
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