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Egyetemi tavasz

Pitagorasz egy tétele

Klukovits Lajos

Bolcskei,..., Vancsé: Matematika a 7.-8. osztdlynak

Bevezetés

Barmely derékszogili haromszog atfogdjara rajzolt négyzet
terulete megegyezik a befogdkra emelt négyzetek teriiletének
osszegével.

Kosztoldnyi, ..., Vincze: sokszinli Matematika 9,

Derékszogii haromszogben a befogdk hosszanak
négyzetosszege egyenlo az atfogd hosszanak négyzetével.

Megjegyzések.

1. A Bolcskei... konyvben nincs bizonyitas.
2. A Kosztolanyi konyv

2.1 bizonyitdsa az a + b oldald négyzet kétféle
foldaraboldsan alapul,

2.2 megemliti, hogy a tétel (7) mar 4000 évvel ezeldtt is
ismert volt Mezopotdmidban,

2.3 megfogalmazza a tétel megforditasat is.
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Bevezetés

Euklidesz: Elemek |. konyv.

» 47. Tétel. A derékszogli haromszogekben a
derékszoggel szemkozti oldalra emelt négyzet egyenld a
derékszoget kozrefogd oldalakra emelt négyzetek
osszegével.

» Megjegyzés. Ime a nevezetes |, Pitagorasz tétel”, egy
kordbban ismert eredmény tételszerii megfogalmazasa.

» 48. Tétel. Ha egy haromszogben az egyik oldalra
emelt négyzet egyenld a hdromszog masik két oldalara
emelt négyzetek osszegével, akkor derékszog a
haromszog masik két oldala altal kozrefogott szog.

» Megjegyzés. Ez pedig a megforditdsa.

A bizonyitas elokészuleteibdl. By e

Klukovits Lajos

Bevezetés

Két tétel az . Konyvbdl.

1. 14. Tétel. Ha valamely egyenesen levé pontnal két
egyenes fekszik nem ugyanazon az oldalon, és két
derékszoggel egyenld szoget alkotnak egymds mellette,
akkor (ugyanazon az) egyenesen van a két egyenes.

2. 41. Tétel. Ha egy paralelogrammanak ugyanaz az
alapja, mint egy haromszognek, és ugyanazon
parhuzamosok kozt fekszik, akkor a paralelogramma
kétszerese a haromszognek.
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Megjegyzések.
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Bevezetés

1. A tétel minden bizonnyal a Kr.e. VI. szizadi
pitagoreusoktdl ered, taldn a bizonyitas is toluk
szdrmazik.

2. Ezt az tamasztja ala — bar zommel aritmetik3val
foglalkoztak —, hogy ok alkalmaztak el6szor deduktiv
bizonyitasokat.

3. Az emlitett formdju bizonyitas azonban vélhetéen a
Kr.e. 300 korul Alexandridban miikodott Euklidesz
munkadja.

4. Az Elemekbdl azonban egyetlen tételrdl sem derul ki,
hogy hogyan jottek rd magara az eredményre, és azt
miért a leirt mdédon bizonyitottdk be.

5. Ezen legutdébbi kérdésre sohasem lesz adekvat vdlasz, de
az eredetnek utanajarhatunk.
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Assunk még mélyebbre, a Kr.e. 1000 koruli Kina.
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Nyomoz3s.

A matematika mivészete kilenc konyvben.

IX/11. Probléma. Van egy ajté, amelynek magassaga 6
chih-vel és 8 tsun-nal tobb a szélességénél. Az egyik sarkatdl
az atellenes sarokig 1 chang a tavolsag. Mennyi az ajto
magassaga €és szélessége.

Az eredmény.

A szélesség: 2 chih, 8 tsun, a magassdg: 9 chih és 6 tsun.

A mértékegységek.
1 chang = 10 chih = 100 tsun.

Egyetemi tavasz

Problémak a ,, Kilenc Konyv"-bdl.
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Nyomozas.

A probléma mai jelolésekkel.
Megoldandé az

x—y=1=6,8
VXx2+y2=d=10

egyenletrendszer, ahol x, y, d rendre a magassag, a szélesség
és az atlé.
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Problémak a ,, Kilenc Konyv"-bdl.

Klukovits Lajos
Az eredmény.

Az igen tomoren fogalmazott szoveges megoldasbdl az Nyomozés.
olvashaté ki, hogy az

o))
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formuldk szerint szamoltak, és azt kaptak, hogy

>

N | —~

x = 9 chih és 6 tsun y = 2 chih és 8 tsun.
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Szamelméleti dtfogalmazas.
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Egy masodfoki egyenlet.

» Keressuk meg az Nyomozs.
Xty =2° (1)

egyenlet egész megoldasait.

> Az (1) egyenlet egész megoldasait Pitagoraszi
szamharmasoknak nevezzik.

A Kr.e. Il. évezred.
» A legkorabbi fonnmaradt indiai szutrak az évezred
mdsodik felébdl valdk. Ezekben a tobbek kozott

» olyan aldozati oltar konstrukcidkat talalunk, amelyekben
derékszogili haromszogek szerepelnek, olyanok is,
amelyek oldalainak mérdszamai egész szamok, azaz

» megjelennek a Pitagoraszi szamharmasok.
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Pitagoraszi szdmharmasok Indidban.
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Aldozati oltarok.

Nyomoz3s.

Fig. 12. Trapezoid altars in the Apastamba Sulvasiitra

A szereplo Pitagoraszi szamharmasok.

(3,4,5) (12, 16, 20) (15, 20, 25)(5, 12, 13) (15, 36, 39)(8, 15, 17) (12, 35, 37)
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Pitagoraszi szdmharmasok Indidban.
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Nyomozas.

Megjegyzések.

1. 3 olyan harmas van kozottuk, amelyek mar szereplék
tobbszorosei.

2. Nyilvanvald, hogy ha (a, b, ¢) Pitagoraszi szamharmas,
akkor tetszdleges k € N-re (ka, kb, kc) szintén
Pitagoraszi szdmharmas, de 6k is tudtak ezt?

3. Nincs semmiféle irott indoklds arra, hogy
3.1 hogyan szdmoltdk ki ezeket (kiilonosen az utolsé a

meglepd),
3.2 van-e valami indoka annak, hogy pont ezeket
szerepeltették.
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A Il. évezred eleje.
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Nyomozas.

Egyiptomi Kozépbirodalom

Szdmos papiruszon szerepel a (3,4,5) harmas: Arra is
vannak utaldsok, hogy a foldmérék (az in. kotélfeszitok)

derékszog kijelolésére hasznaltik.
Az Obabiloni Birodalom: Hammurapi kora

» Legendads lelet az dn. Plimpton 322 agyagtdbla.

» A toredékes tabla nevét arrdl kapta, hogy a Columbia
Egyetem (New York) ilyen nevii mezopotdmiai
gyljteményének becses darabja.

Egyetemi tavasz

A Plimpton 322. agyagtabla.
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A Il. évezred eleje. e

Klukovits Lajos

Nyomozas.

A szamjegyek irdsa Mezopotamidban.

» Az 1 jele, az ,, ék":

I

» Nemcsak az 1-et, hanem a 60 barmely egész kitevos
hatvdnydt jelolhette.

» A 10 jele, a ,,sarokpdant”:

<

» Ez szolgalt a 60 barmely egész kitevOs hatvdnya
tizszeresének jelolésére is.
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Plimpton 322 Neugebauer atirdsaban
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| (= b) lHI(= d) v

[1,59,0,]15 1,59 2,49 1 T
[1,56,56,]58, 14, 50, 6, 15 56,7 3,12,1 2
[1,55,7,]41,15, 33, 45 1,16,41  1,50,49 3
[1,]15[3,1,]0, 29, 32,52, 16 3,31,49 59,1 4
[1,]48, 54,1, 40 1,5 1,37 5
[1,]47, 6,41, 40 5,19 8,1 6
[1,]43, 11, 56, 28, 26, 40 38,11 59,1 7
[1,]41,33,509, 3,45 13,19 20, 49 8
[1,]38, 33, 36, 36 9,1 12,49 9
1,35,10,2,28,27,24,26,40  1,22,41 2,16,1 10
1,33,45 45 1,15 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
[1,]27,0,3,45 7,12,1 4,49 13
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14
[1,]23, 13, 46, 40 56 53 15
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Elemzés (Neugebauer)

Nyomoz3s.

» A tdbla bal széle toredezett, vélhatéen még volt néhany
tovabbi oszlop.

» Neugebauer foltételezte, hogy a tabla 15 Pitagoraszi
szamharmast tartalmaz. Az utolsé oszlop egyszeriien
sorszdmozas.

» Ha a, b, d egy derékszogii haromszog oldalai (d az
atfogd), akkor

» a tabla | jel(i oszlopa az

b\* P+ b [(d\?
I+{Z) =—F%—=13
a a a
szamokat tartalmazza.
. Egyetemi tavasz
Plimpton 322
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Az elso sor vizsgdlata

> A foltételezésiink szerint a®> = d? — b?-bél a = 2,0, Nyomozds.
» ami jogossa teszi az | oszlop 1;59,0, 15 szamat.

» Decimalisra atirva az elsé sor (ha egész értéket
kerestink) a (120, 119,169) harmast tartalmazza.

» Ez a foltételezés mind a 15 sorra mukodik.

Egy izgalmas kérdés.

Hogyan lehetséges, hogy egymastdl igen nagy tavolsigra
virdgzé kultdrdkban szinte egyidében tudtak ezen
osszefuggésrol.

» Altalanosan elfogadott vdlasz a mai napig nincs.
>
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