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A matematikai analizis egzakt megalapozasa a hatarérték fo-

galmanak pontos definidlasaval tortént a XIX. sz. elso felében.

El6tte olyan nagy matematikusok/természettudodsok,

mint NEWTON, LEIBNIZ és EULER, végtelen Kkicsi,
infinittezimalis mennyiségekkel dolgoztak.

M¢ély intuiciojuknak koszonhetéen a legtobbszor j6 eredményt
kaptak, a misztikus végtelen kicst mennyiségekkel valé szamolés

azonban sokszor téviutra vezet.

A francia AUGUSTIN Louts CAUCHY &altal bevezetett hatarér-
tékfogalom tette lehetové a matematikai analizis szabatos felé-

pitését, a végtelen kicsi mennyiségek hasznalata nélkil.



Hatarérték:

Azt mondjuk, hogy a valés szamokbdl all
{x,}5° 1 = (z1, 22, ...) sorozat konvergal az x valds szamhoz,

ha Ve>0, veN, VneN n>v = |z, —z| <e.
Jelolés: lim, ..o x, = x vagy x, —x (n — 00)

Példak:

1 n
lim — =0, U —1 (konnyfiek
Dy =0 Mgyt (komyied

1 n
lim ¢Yn=1, lim (1 + —) = ¢ (nehezek)
n

n—oo n—oo



Ervényes a Cauchy-féle (bels6) konvergencia-kritérium:
az {x, 52 valds szamsorozat akkor és csak akkor konvergens,

ha Ve >0, Ive N, Vk,leN, kIl >v = |z — x| < e.

A valods szamok (R, 4+, -) teste teljes metrikus tér.

Ezzel szemben a raciondlis szamok (Q,+,-) teste nem teljes
metrikus tér:

I{r, }22, raciondlis szdmsorozat, amely a /2 valés szamhoz
tart;

{r,}2°; Cauchy-sorozat Q-ban, de nem konvergens QQ-ban.



Folytonossag;:

Az f:la,b] — R fiiggvény folytonos az = € |a,b] pontban,

ha z, -2 = f(z,) — f(z).

Jo tulajdonsagok: korlatossag, szélstértékek felvétele, egyenle-

tes folytonossag, stb.
Példak:
f(x) =2?, g(r) =sinz mindeniitt folytonosak;

sehol sem folytonos.

h(z) = 1 ha =z raciondlis
10 ha =z irraciondlis



Differencialas:

Az f:la,b] — R flggvény differencidlhaté az x € [a,D]
pontban, ha

ddeR, z#z, > —

f'(x):=d az f derivdltja x-ben,

az f valtozasanak litemét adja meg.

Pl. Ha f egy mozgé objektum utfliggvénye, akkor f'(z) a pil-

lanatnyi sebességet adja meg az x idopontban.



Riemann integral: GEORG RIEMANN

f:la,b] — R korlatos figgvény: |f(z)| < M Vzx € [a,b]

n e N
P,: a=xy<z1<---<z,=b az|a,b] egy beosztasa
|P,| := max{|z; —x;_1| : 1 <i<n} a P, finomsaga

&; € [513@_1,5131') Vi<i<n
Sni= 01 f(&)(x; — 1) integralkozelitd Gsszeg

f Riemann-integralhato, ha
IeR, |P)|—-0= S5,—1

fb f(x)dx := I az f Riemann-integrélja.
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Példak:
(a) Ha f egy mozgo6 objektum sebességfiiggvénye, akkor az in-

tegral a megtett t.

(b) Ha f > 0, akkor az integrél a grafikon alatti tertilet.



Newton — Leibniz formula:

Ha f:[a,b] — R Riemann-integralhaté és létezik olyan differen-
cidlhaté F:|a,b] — R fliggvény, amelyre

F'(x) = f(x) Vz € [a,b], akkor

b
/ f(x)dxr = F(b) — F(a).

Példa:

VB

/ cos:r:al:z::simz —sin0 =1
0 2



A Riemann integral rosszul viselkedik a hataratmenettel szem-
ben.
R|a,b] az |a,bl-on Riemann-integralhato fiiggvények halmaza

f,g € Rla,b] tavolsaga:

. ( / e 2dw>1/2

Rla,b] nem-teljes metrikus tér:
Ra, b]-beli példa nem-konvergens Cauchy-sorozatra a Cantor-

féle triadikus eljarassal adhato.
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Lebesgue integral:

A fenti hidnyossagot sziinteti meg a HENRI LEBESGUE altal a
XX. sz. elején kidolgozott hatékonyabb integralfogalom.
f:la,b] — R korlatos figgvény: |f(z)|< M Vzx € [a,b]
n €N
Qn: M=y<y < <yp=M

a [—M, M] egy beosztisa
|Qn| == max{|y; —yi—1] : 1 <i<n} a@, finomsiga

V1 <i<mn esetén: n; € [y;_1,y;) tetszbleges, és

E;:={z €|a,b]: f(z) € [yi=1,¥:i)}
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Feltessziik, hogy f mérheto figgvény, ami azt jelenti, hogy
mindegyik F; halmaz az |a, b] mérhetd részhalmazainak

M rendszeréhez tartozik.

M a legsziikebb olyan halmazrendszer, amely

tartalmazza az [a, b] részintervallumait, és
Ae M = [a,b]\ A€ M, valamint
Al,AQ,... eEM —= AiUAU.--- € M.
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A hossz vagy mérték fogalma kiterjesztheto M-re:

Im: M — [0,00) leképezés, melynél
m([c,d]) =d — ¢ barmely [c,d] C [a,b] esetén, és
Al,AQ,... EM, AZQAJ :@(17&]) —

:>m(A1UA2U---):m(A1)+m(A2)+---

(o-additivitas).
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on = mim(E;) integralkozelitd osszeg

f Lebesgue-integralhato, ugyanis
I eR, |Qn —0 = o, — 1.

(Ez a véges [a,b] intervallumon értelmezett minden korlatos,

mérhetd f fliggvény esetén teljestil.)

b
/fdm =1 az f Lebesgue-integralja

Fz a Riemann-integral altalanositasa.
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A Lebesgue-integral fogalma kiterjesztheto nem-korldtos fiigg-
vényekre is:

f:la,b] = R mérheté fiiggvény

neN, fila, b — R,

f Lebesgue-integralhato, ha

b
Sup{/ |fn|dm:n€N}<oo;

ff fdm :=lim,_ ff fndm az f Lebesgue-integralja
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L?[a,b] azon f:[a,b] — R mérhetd fiiggvényekbdl all, me-
lyekre

b
/ |fI? dm < .

f,g € L?[a,b] fiiggvények tavolsdga:

, 1/2
A(f,g) = ( / |f—g|2dm>

Riesz — Fischer Tétel:

L?[a,b] teljes metrikus tér.

Rla,b] stirt L?[a,b]-ben.

16



RIESZ FRIGYES az elsok kozt ismerte fel a Lebesgue-integral
jelentoségét, a Lebesgue-integralhatoé fliggvények tereire vonat-
kozd alapveto eredményei igazoltak az 1j integralfogalom alkal-

mas voltat.

HAAR ALFREDDAL egylitt 6 alapitotta meg és tette vildghiriivé

a szegedi matematikai iskolat.

Ko0z6s dombormiiviik megtekintheté a Dém téri arkadok alatt.
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Az L*[a,b] fliiggvénytér struktirdjdra jellemzd,

hogy van benne:
osszeadds: (f + g)(z) == f(z) + g(),
valés szammal vald szorzéas: (cf)(x) := cf(x),
bels6 (vagy skaldris) szorzds: (f,g) := f; fgdm,

hossz (vagy norma): || f|| := ([, f>1/2,

tavolsdg (vagy metrika):

) 1/2
d(f,g) = |f—gl = (/ \f—g\2dm> -
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Hasonlé struktiraja tér R™, ahol

<(€17 c ot 76“)7 (7717 ° '777n)> ‘= 51771 —|_ c +€7’L77’I’L7

A((E, s n) (1)) o= (G =)+ 4 (€ —mn)?) 2
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Az el8bbi terek végtelen dimenzids valtozata a Hilbert-féle ¢2
tér, amely azon valés {&k}7>, = (£1,&2,...) sorozatokbdl &ll,

melyekre
0 n
D 1&l? = lim } g < oo,
k=1 k=1
Tetszbleges &,7m € 2 esetén

(&m) =) um = Jim > &
k=1 k=1

A német DAVID HILBERT a XIX. sz. végének és a XX. sz. elso

felének legnagyobb hatasi matematikusa volt.

20



Az R" és (7 terek is hasonlé struktirajiak, mint L?[a,b], s

a tavolsag benniik is teljes.

E terek kozos tulajdonsigait axiémaknak megtéve jutott el
NEUMANN JANOS az absztrakt Hilbert tér fogalméhoz.

(A valds szamtest kicserélhet6 a sok szempontbdl elényosebb
komplex szamtestre.)

A Hilbert terek (valamint az altaldnosabb Banach terek) és
operatoraik elmélete a funkciondlanalizis, amely 1j, hatékony

eszkozoket adott a matematikai problémék megoldésahoz.
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Az elmélet kidolgozasahoz nagy lokést adott az atomi rendsze-
rek fizikajanak robbandsszeri fejlodése a XX. sz. elején.
Kideriilt ugyanis, hogy a Hilbert terek operatorai szolgaltatjak
annak a matematikai nyelvnek az abécéjét, amelyen a kvan-
tummechanika torvényei megfogalmazhatok.

A kvantummechanika egzakt matematikai alapjainak kidolgo-
zdsa ugyancsak NEUMANN JANOS nevéhez fliz6dik, akit sokan
a XX. sz. legragyogdébb matematikai elméjének tekintenek, s
aki legmélyebb eredményeit a Hilbert terek operatoraival kap-
csolatban érte el.

Azota az elmélet mas fontos alkalmazasokra is talalt, pl. az

elektronikus halézatok, vagy az iranyitaselmélet teriletén.
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A funkciondalanalizis alapveto tételei segitségével a Cauchy-féle

hatarérték-fogalom is altalanosithato.

Jelolje £°° a korldtos valos szamsorozatok halmazat,

azaz & = {£,}5°, € £*°, ha

1€]loc := sup{|€n| : n € N} < o0.
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A lengyel STEFAN BANACH megmutatta, hogy létezik olyan
L: 0> — R funkcional(=szamértéki leképezés), melyre:
L(+mn) = L(§) + L(n) V& mnel,
L(c€) =cL(§) VEe >, VeeR,
L] < |[élle VE € £,
L(HE) = L(€), ahol HE := (6,&,...),

L(&) = lim, . &, ha a £ sorozat konvergens.

Végtelen sok ilyen dltaldnositott Banach limesz 1étezik.
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Példak:

(a) £€=1(1,0,1,0,1,0,...) esetén
H¢=(0,1,0,1,0,1,...),
¢+ HE=(1,1,1,1,1,1,...),

Y Y Y Y Y Y

1=L((1,1,1,...)) = L(&) + L(H¢) = 2L(¢),

1  ha 28 <n < 2kt! és k paros
0 kilonben

Megmutathato, hogy
Ve € 0,1], 3L Banach-limesz, L(n) = c.
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A hatarértékhez hasonléan az integrdl fogalma is kiterjesztheto
az [a, b] intervallumon értelmezett minden korlatos fliggvényre,
s a mérték fogalma is kiterjeszthetd az |a, b] intervallum Gsszes

részhalmazan értelmezett

w: Pla, b] — [0, 00)

“mértékké”.
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Ez utébbi azonban csak végesen additiv, de nem o-addittiv,
azaz
E1,FEs € Pla,b], F1NEy =0 =
p(Er U Eg) = p(Er) + p(Es),
de By, Es, ... € Pla,bl, E;NE; =0 (i #j) =
p(EyUEsU..) = pu(Er) + p(E2) + ...
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