Szokefalvi Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LXII. esztend6
2025-2026. tanév
9. évfolyam
I1. fordulo

Megoldasok

1. Bizonyitsuk be, hogy négy egymast kdvetd természetes szam szorzatahoz 1-et adva
négyzetszamot kapunk.

Megoldas

Jelolje a négy egymast kdvetd természetes szamot: n;n + 1;n + 2;n + 3 (n € N), amelyek 1-
gyel novelt szorzata:
nn+1n+2)n+3)+1=mn*+nn*+5n+6)+1=n*+6n3+11n?+6n+1
Errdl kellene belatni, hogy egy kifejezés négyzete. Mivel ez egy 1 féegylitthatdju egész
egylitthatos negyedfoku kifejezés, igy egy 1 fOegyiitthatoji egész egyiitthatdos masodfoku
kifejezés négyzete lehet, azaz

n*+6n3+11n?+6n+1=mn?+an+ b)?ahola,b € Z.

Mivel a konstans tag 1, ezértb =1, azaz n* + 6n + 11n2 + 6n + 1 = (n? + an + 1)?
M?+an+1D?=n*+2an®*+ 2 +a®)n?+2an+1=n*+6n3+11n?  +6n+1
ahonnan adodik, hogy a = 3, vagyis
nn+1)n+2)n+3)+1=n*+6n*+11n2+6n+1=m?+3n+1)>2

igy négy egymast kovetd természetes szdm szorzatdhoz 1-et adva valdban négyzetszamot

kapunk.

2. Hany természetes szamokbol allo (X; y) rendezett szampar elégiti ki az alabbi egyenletet?

X+ Y+ Xy =2025

Megoldas
Adjunk mindkét oldalhoz 1-et, majd a jobboldalt alakitsuk szorzatta!

x+y+xy+1=2026

x+1Dy+1)=2026
Mivel x és y természetes szamokat jelol, igy a 2026-ot két természetes szam szorzataként
allitjuk eld, amit a kdvetkez6 modokon tehetiink meg:
1-2026;2-1013; 1013-2; 2026 -1, vagyis négy (x;y) természetes szamokbol alld
rendezett szampar elégiti ki az egyenletet: (0; 2025), (1; 1012),(1012; 1), (2025; 0).

3. Hatarozzuk meg a 0-t6l kiilonb6z6 a valos paraméter értékét ugy, hogy a valds szamok
halmazan értelmezett f (X)= ax? —2x+a+1 fiiggvény

a) legnagyobb;
b) legkisebb



érteke 1 legyen. Hatdrozzuk meg, hogy a fiiggvény ezekben az esetekben, hol veszi ol
sz€lsoértékét.

Megoldas
2 1 1\ 1 1
f(x) =ax2—2x+a+1:a[x2——x+1+—] =a (x——) ——=+1l+-|=
a a a a a
1\ a?+a-1
=Qa (X —_ —> -|- [
a a
a) A fliggvénynek akkor van legnagyobb értéke, ha a < 0. Ha a fiiggvény legnagyobb

a’+a-1

értéke 1, akkor = 1, ahonnan a? — 1 = 0, vagyis a = +1, ami a feltétel miatt

a = —1 esetén kovetkezik be. Ezt az értéket a fliggvény x = % helyen, azaz x = —1-

ben veszi fol.
b) A fliggvénynek akkor van legkisebb értéke, ha a > 0. Ha a fiiggvény legkisebb értéke

a’+a-1

1, akkor ——— = 1, ahonnan a? —1 =0, vagyis a = +1, ami a feltétel miatt a = 1

esetén kovetkezik be. Ezt az értéket a fliggvény x = % helyen, azaz x = 1-ben veszi fol.

4. a) Hany olyan egymast kovetd természetes szamokbol all6 szdmharmas van, ahol a
szamharmas els6 ¢€s harmadik tagja primhatvany, a k6zépso tag pedig primszam?

b) Hany olyan primhatvany van, ami ikerprimek ko6zé esik? (Ikerprimnek neveziink két
primszamot, ha kiilonbségiik 2. Ilyen ikerprimek példaul a 17 és a 19.)

Megoldas

a) Ha a k6zépsd szam paros, akkor nem lehet a ndla kisebb szam primhatvany, igy a k6zépso
szam biztosan paratlan. A két sz¢&lsé szam igy kettGhatvany, amik kiilonbsége 2 csak a (2;4)
parnal lesz, ami megoldas.

fgy a feladatnak csak egy szamharmas megoldasa, a (2;3;4)

b) Mivel az ikerprimek paratlanok, igy a kozéjiik esé szdm biztos paros. Legyen a keresett
primhatvany 2% alakq.

Harom szomszédos szam koziil egy biztosan oszthatdo 3-mal. Ha ez az egyik prim, akkor a
(3;4;5) szamharmas megoldast jelent. Mas esetben 2% oszthaté 3-mal, ami nem lehet, hiszen
csak egy primosztoja van, a 2.

fgy a feladatnak megfelelé szamharmas csak 1 van, a (3;4;5).

5. Léteznek-e olyan a és b egész szamok, amelyekre az abran jelolt megfeleld szakaszok a és

b hosszuisagiak?

1-75°




Megoldas
Huzzuk be az AC atlot.

Ekkor a EAB sz6g 45°-0s és 30°-os részekre oszlik. 0-bol b-re

C B
merdlegest  allitva megkapjuk az AOT  félszabélyos
haromszoget, ahol T a b szakasz felezdpontja. Mivel OA az 4tlo
o fele, igy
a \/E \/E
0A = a-7,éSOT= a-T.
E l/ s Mivel OE a kor sugara, igy OFE =§. Az ETO derékszogh
D A héaromszogre felirva a Pitagorasz-tételt:
2 z 2
@ =(a vy, (2)
2/ 4 2
a’ a? N b?
4 8 4
a? = 2b?
a?
=2

Ebbé] az kovetkezik, hogy az a szakasz hossza éppen v/2-szerese b-nek, igy nem léteznek olyan
a ¢és b egész szamok, amelyek teljesitik a feladat feltételeit.

6. Egy tablara felirtuk 1-gyel kezdve az egymads utani pozitiv egész szdmokat egy bizonyos
szamig. Majd a felirt szamok kozil egyet letoroltiink. A megmaradt szamok szamtani kdzepe

(atlaga) %—del egyenld. Melyik szamot toroltiik le?

1. megoldas
Jeloljiik a folirt legnagyobb pozitiv egész szamot n-nel, a letérolt szamot pedig x-szel! A feladat
feltételeibdl:

1+2+-~~+n—x_602

n—1 17
nn+1)
— 5 X 602

n—-1 17
n2+n—2x_1204

n—-1 17

nn—1)+2n-2x 70-17 + 14

n—1 B 17
Lo X g 1
et 1T 17

x # 1, mivel ellenkezd esetben g ¢s igy a bal oldal értéke egész szam lenne, mig a jobb oldal
nem. Ezért x > 2, és emiatt g <1,igy2- g < 2, vagyis n csak 70 vagy 69 lehet.

Han =70, akkor 70 +2- 2=
Han = 69, akkor 69 +2-2—
kielégiti a feladat feltételeit.

14 707 . ,
=70+ L ahonnan x = —» ami viszont nem egész.

14 . . .
=70+ L ahonnan x = 7, ami viszont egész, és valoban



2. megoldas
Az 1,2, ...,ntermészetes szamok szamtani kdzepe kisebb, mintaz 1,2, ..., n, n+ 1 természetes

szamok szamtani kdzepe, mivel

nn+1 1+4n+1)(n+1
1+n_ (2 ) ( 2)( )_n+2

= < =
2 n n+1 2

vagyis az 1-t6l kezd6dben folirt természetes szamok szamtani kdzepe szigorian monoton

novekszik, és igy elegendden sok szamot valasztva az adott szdmtani kozepet pontosan egyszer

et g , ., 602 S , ,
1épjiik at. Mivel az adott szamtani kozép - ezérta torlés utdn megmaradt szamok szama

(n—1) a 17 tobbszordse, vagyis a folirt szamok szama (n) ennél 1-gyel nagyobb szam.
Készitsiink tablazatot a 17 tobbszordsei szerint az Osszeadott szamokrol, szamtani kézepiik
legnagyobb also ¢€s legkisebb f6lsé korlatjardl (amit a legkisebb és a legnagyobb lehetséges
szam elhagyasaval kapunk).

n-1 n letorolt szam (x) a megmaradt n-1
szam szamtani
kozepe (A,-1)

17 18 1<x<18 9<4,, <10

34 25 1<x<35 17,5 < A3, <185

51 52 1<x<52 26 < Agq <27

68 69 1<x<69 34,5 < Aggy < 35,5

85 86 1<x<86 43 < Ags < 44

Mivel % ~ 35,41, ezért csak n = 69 lehetséges, ahonnan a feladat szévegébe helyettesitve

1+69
—69—x 602 , . , r .
ZT = igyx = 7, ami valoban eleget tesz a feladta feltételeinek.



Szokefalvi Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LXII. esztend6
2025-2026. tanév
10. évfolyam
I1. fordulo

Megoldasok

1. Mennyi azoknak a haromjegyli pozitiv egész szamoknak az 0sszege, amelyeknek minden
jegye paratlan?

Megoldas
Mivel mindharom helyiértéken egymastdl fiiggetleniil 5t-6t féle jegy szerepelhet, igy 53 = 125
olyan haromjegyti pozitiv egész szam van, amelynek minden jegye paratlan.

Mindegyik haromjegyii szam folirhaté 100a + 10b + ¢ lakban, ahol a, b, ¢ a szam szamjegyei.
fgy a 125 pératlan szamjegyekbél all6 szam Gsszege:

S = aibycq + azbycy + -+ Aq35b125C125 =
=100 - (a1 + a, + -+ a125) +10- (bl + bz + -+ b125) +1- (Cl + Cy + -+ C125)

ahol a;, b;, c; az i-edik szam jegyei.

Az a;, b;, c; szamjegyek kozott mind az 6t paratlan szamjegy ugyanannyiszor, 25-szor fordul
eld, igy

a;+a; ++aps=by+by+-+hps=citcyt s =25-(1+3+5+7+
9) = 625.

fgy a szamok osszege: S = 100 - 625 + 10 - 625 + 1 - 625 = 69375.

2. a, b, ¢, d ebben a sorrendben egymast kovetd természetes szamok. Bizonyitsuk be, hogy
a+b?+c2 oszthato d?-tel,

1. megoldas
Mivel a, b, ¢, d egymast novekvd sorrendben kovetd szomszédos természetes szamok, ezért
c=d-1,b=d-2,a=d - 3.

Azt kell belatni, hogy (d — 3) + (d — 2)? + (d — 1) oszthat6 d?-tel.
d-3)+d-2)?+{d-1)3=d—-3+d*—4d+4+d3>—-3d*+3d—-1=
=d3—-2d?=d?*(d-2)

ami nyilvan oszthato d?-tel.
2. megoldas
Mivel a, b, ¢, d egymast novekvé sorrendben kovetd szomszédos természetes szamok, ezért
b=a+1c=a+2,d=a+3.
Azt kell belatni, hogy a + (a + 1)? + (a + 2)3 oszthato (a + 3)?-tel.
a+(@a+1?+@+2)2=a+a’+2a+1+a®+6a*+12a+8=
=a®+7a®+15a+9 =

5



=(@®*+6a+9(a+1)=(@+3)?*@a+1),
ami nyilvan oszthaté (a + 3)?%-tel.

3. A p valds paraméter mely értékei mellett van megoldasa az alabbi egyenletnek a valds
szamok halmazan?

Jx+4p+16=2x+2p+4—+x
Oldjuk meg az egyenletet.

Megoldas
A négyzetgyok miatt x > 0,x = —2p — 4,x = —4p — 16.
Ekvivalens atalakitassal kapjuk, hogy
Jx+4p+16 + Vx=2\x+2p+4
Mindkét oldalt négyzetre emelve
x+4p+16+2-Jx +4p+16 -Vx+x=4(x +2p + 4)
Rendezve: 2,/x2 + 4px + 16x = 2x + 4p, azaz
Jx2 +4px +16x = x + 2p
Mivel a négyzetgyokos kifejezés értéke nem lehet negativ, ezért x + 2p > 0, azaz x > —2p.
Ismét mindkét oldalt négyzetre emelve: x2 + 4px + 16x = x? + 4px + 4p?, ahonnan x = %2.
A kikotésekbe helyettesitve:

pZ
— > 0 ahonnan p € R,

2

> —2p — 4, vagyis p?> + 8p + 16 = 0, azaz (p + 4)? = 0, ahonnan p € R,
> —4p — 16, vagyis p% + 16p + 64 > 0, azaz (p + 8)? = 0, ahonnan p € R,

v

—2p, vagyis p% + 8p = 0, ahonnan p < —8 vagy p = 0.

4>|"5N4=|"5N4>|"5 &

2

fgy egyenletiinknek p < —8 vagy p > 0 esetén van megoldasa, mégpedig x = p:.

4. A valos szamok halmazén értelmezett f(x)=x"+2x+p>+3p”+2p fiiggvénynek két

kiilonb6z6 zérushelye van. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét tigy, hogy a zérushelyek
szorzata az f fiiggvény 0 helyen folvett értékének négyzetével legyen egyenld.

Megoldas

A masodofokt fliggvénynek pontosan akkor van két zérushelye, ha a masodfoku kifejezés
diszkriminansa pozitiv, azaz
4—4-(p3>+3p*+2p)>0,azazp® +3p* +2p < 1.

Jelolje x4 és x, a fliggvény két zérushelyét!

Az f figgvény 0 helyen folvett értékének négyzete: (f (0))2 = (p3 + 3p? + 2p)*?
Viéte formula alapjan: x; - x, = p3 + 3p? + 2p, igy a feladta szdveg szerint:

(p® +3p*+2p)* =p* +3p* +2p

igy p3 + 3p%2 + 2p = 0 vagy p3 + 3p? + 2p = 1.

Mivel utobbi esetben a fliggvénynek nincs két zérushelye, ezért
p2+3p2+2p=0

p(p*+3p+2)=0



plp+D@+2)=0
p=0vagyp =—-1vagyp = —2.

5. Mely rendezett valos szamharmasok elégitik ki a kovetkez6 egyenletrendszert?
X+y+z2=2

2xy=22+4

1. megoldas
z%+4
2
egyenletnek, amelynek alakja a gyokok és egylitthatok Osszefiiggése alapjan:
2
uz—(Z—z)u+Zz+4= 0
Ennek az egyenletnek pontosan akkor léteznek valdés megoldasai, ha diszkrimindnsa nem

negativ, azaz

Mivel x+y=2—-2z és xy = , ezért X és Yy megoldasai egy olyan u-ban masodfoka

72 4+ 4

2-2)>—4- >0

4—4z+427%—-22-8=0
0=>2z2+4z+4
0> (z+ 2)2
ami pontosan z = —2 esetben teljesiil.
A kapott eredményt az eredeti egyenletrendszerbe helyettesitve:
x+y=4¢éxy=4,ahonnanx =2¢éy = 2.
Egyenletrendszeriink megoldasa tehat: (2;2; —2).
2. megoldas
Els6 egyenletet rendezve és négyzetre emelve kapjuk, hogy (x + y)? = 4 — 4z + z2.
Ebbdl a masodik egyenlet kétszeresét kivonva:
(x+y)?2—dxy=4—4z+2z>—-2(z*> +4)
x2+2xy+y?t—4xy=4—4z+22—-22z>-8
x2—2xy+y*=—2z2—4z—4
(x—y)?=—(z+2)?
Mivel a bal oldal nemnegativ, a jobb oldal nem pozitiv, igy az egyenlség pontosan akkor allhat
fenn,hax —y =0¢ész+2=0.
Innen x =y ész = —2.
Az eredeti elsé egyenletbe helyettesitve y-t és z-t kapjuk, hogy
2x = 4 vagyis x = 2.
Egyenletrendszeriink megoldasa tehat: (2;2; —2).

6. lgazoljuk, hogy ha az ABCD négyszog érintdnégyszog, akkor az ABC és ADC haromszogek
beirt korei érintik egymast.

Megoldas

Tekintsilik az 4brat a jelolésekkel! Mivel korhoz kiilsé pontbdl hiizott érintdszakaszok egyenld
hossztak, ezért AG = AE = a; BK = Bl = b; CH = CIl = ¢; DE = DF = d, és legyen tovabba
AK = x,CF = y,GH = t! Mivel az AK és AH, valamint a CF és CG érintdszakaszok is
egyenldek, igyx =a+tésy =c+t.



A feladat szovege szerint ABCD négyszog érintdnégyszog, igy szemkdzti oldalainak 6sszege
egyenld, vagyisa+d+b+c=d+y+x+b,ahonnana+c=x+y.
Behelyettesitve ide az x-re és y-ra kapott Osszefiiggéseket

at+c=a+t+c+t
ahonnan 0 = 2t, vagyis t = 0.
Ha viszont t = 0, akkor G = H, vagyis a két kor ebben a pontban érinti egymast, és éppen ezt
akartuk belatni.



Szokefalvi Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LXII. esztend6

2025-2026. tanév

11. évfolyam
I1. fordulo
Megoldasok
- x% —x+20
1. Mely valés x értékre teljesiil, hogy log, b+log, a <2 , ha 50 és
. X% —8x+17
50 )

Megoldas

A logaritmus értelmezési tartomanya miatta > 0;b > 0;a # 1;b # 1

Ezért x> — x + 20 > 0 és x> — 8x + 17 > 0, ami minden valds X esetén teljesiil. (1)

Tovabbaa —1 # 0ésb — 1 # 0, vagyis
x2-x+20 _ x%2—x-30 _ (x—6)(x+5)

a-1= —1= £ 0,
50 50 50
T
50 50 50

azazx # 6;x = —5;x # 11;x # =3 (2)
log,b + log,a két szam reciprokanak 6sszege, ami pozitiv szamok esetén legalabb 2, tehat

Mivel log,a = igy log.b +logpa <2 & log,b + logya =2, és az egyenlOség

loggab
x%2—x+20 _ x%-8x+17
50 50

pontosan akkor teljesiil, ha a = b. Ekkor egyenletb6l x = —;, amely

megfelel az értelmezési tartomanynak.

log,b + log,a negativ szamok esetén legfeljebb -2, tehat teljesiil a feltétel. log, b negativ, ha
a és b koziil az egyik 0 és 1 kozott van, a masik pedig 1-nél nagyobb. Azaz a—1és b —1
koziil az egyik -1 és 0 kozott van, a masik pedig pozitiv.

Az alabbi abrarol leolvashatd, hogy a — 1 és b — 1 milyen esetben ellenkez6 eldjeliiek:
b-1 i : i

——— @ o—
a1, :
—----- R &
7 % B 4 B 2 1 0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 @1 12
60— ¢ ©

Tehét.—S <x < -—3vagy 6 < x < 11, ami megfelel az (1) és (2) feltételeknek.
Osszefoglalva: =5 < x < —3vagy 6 < x < 11 vagy x = —%.
2. Egy derékszogli haromszog koré irt kor sugara a haromszogbe irt kor sugaranak 1:3-szerese.

Mekkorak a haromszog hegyesszogei?

1. megoldas
Legyen a beirt kor sugara 4x, a koré irt kor sugara 13x.

9



' a-4x
a-4x R C
\ 1
Agl ax b-4x
0~ ~~.
e
€ & B, b-4x

Az ébra jeloléseit hasznalva az atfogd (a derékszogli haromszog koréirt kore sugaranak
kétszerese) c=26x. Mivel a beirt korhoz kiilsé pontbdl huzott érintészakaszok egyenldk, ezért
A10B:C négyzet, ¢és igy AB1 = AC1=b — 4, illetve BA1=BC1=a - 4x.

Ezért AB =a—4x + b — 4x = a + b — 8x = 26x. Tehat a + b = 34x. Mivel a? + b? = 676x?,

ezért az egyenletrendszer megoldasa: a = 24x és b = 10x (vagy forditva). Tehat tga = %, azaz
a = 67°23', amibdl B = 22°37".

2. megoldas

Az ébra jeloléseit haszndlva az AO és BO szakaszok a haromszog szogfelezdi, ezért az AOB

haromszogben % + g = 45°,

Az AOC; derékszogli haromszogben ctg% = '1—21, a BOC; derékszogii haromszogben ctgg =
BG
4x’

fgy AC, = 4x - ctg % ¢s BC; = 4x - ctg g ¢s Osszegiik 26x.
4 ‘ 4 45° %) = 26
Cth'i' Ctg ( —E) =

ctgg+1 Lo, , . .. "
Alkalmazzuk a ctg (45° — g) = ctgé—l addicios tételt, igy az egyenlet ekvivalens a kovetkezo
2

egyenlettel:
a (04
2ctg? 5~ 130tg§ +15=0

Ennek megoldasai: ctg% =5, azaz a = 22°37', illetve ctg% = %, azaz a = 67°23'.

3. Adjuk meg az Osszes olyan x valds szamot, amely egyszerre elégiti ki az alabbi két
egyenletet.

sin(logﬁ\/;)zo
sin( /Iogﬁx):o

Megoldas
A négyzetgyok és a logaritmus miatt X > 0.
Alakitsuk at a két egyenletet:

sin(logﬁ\/}) =0
o logzVx =k m (k € 7)

10



H(ﬁ)kn:\/;

(_)2k7t:x

sin( ’logﬁx) =0

o |logzx=1-nm(l€EN)
o logpx = (1-m)?

1-1)?
oV2)"™ =x

m?
Ud 2 2 =X,
(m?
azaz 2k =27z |

12-?

2

ahonnan az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitasa miatt kr = , vagyis

2k =1?-m(ahol k € Z és | € N).

Mivel az egyenlet bal oldala egész, igy a jobb oldalnak is egésznek kell lennie, ami akkor és
csakis akkor teljesiil, ha | = 0, ekkor viszont k = 0, amibdl kovetkezik, hogy x = 1. Ez pedig

kielégiti mindkét egyenletet, hiszen
Sin(logﬁﬁ) = sin(logﬁl) =sin0 =0

sin(,/logﬁl) = sin(,/logﬁl) = sin/0 = 0.

4. Tekintsiikk a derékszogli koordindta rendszerben az A(—6; 10) és B(4; 14) pontokat.

Szamitsuk ki annak a 2x—5y+4=0 egyenletli egyenesen 1évé P pontnak a koordinatait,
amelyre az AP és PB szakaszok hosszanak 6sszege minimalis.

Megoldas

Az A és B pontok koordinatait behelyettesitve az egyenes egyenletének bal oldalaba (-58 és
-63) azonos eldjelll szamokat kapunk, azaz A és B a 2x-5y+4=0 egyenletli € egyenes azonos
oldalan helyezkednek el.

Jelolje P az egyenes tetszdleges pontjat! Azt a P pontot Keressiik, amelyre AP + BP &sszeg
minimalis. A-t e-re tiikrozve kapjuk 4 -t.

Mivel a tengelyes tiikrozés tdvolsagtartd transzformacio, ezért barmely P pontra PA=PA’. Ezért
AP+BP=4'P+BP akkor minimalis, ha P az 4’B és e Po metszéspontja. Minden mas P pont
esetén az APB haromszogben felirva a haromszog egyenlétlenséget: 4 'P+PB > A4 'B.

Po pont koordinatainak kiszdmitasa:

1) az A pontbdl az e-re bocsatott merdleges egyenes egyenlete: nyr(5; 2) = 5x + 2y = —10.
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2) e és AT egyenesek metszéspontja: T(-2; 0).

3) mivel T az A4’ szakasz felezési pontja, ezért 4 '(2;-10).

4) A’B egyenes egyenlete: A'B(2;24) = T3 = Tap(12;—1) = A'B: 12x — y = 34.
5) A’B és e metszéspontja: Po(3;2).

5. Van-e olyan m pozitiv egész szam, hogy 5m 6todik, 6m hatodik, 7m hetedik hatvanya egy
egész szamnak?

Megoldas

Ha létezik, akkor az 5, 2, 3 és 7 biztosan szerepel a primtényezds folbontasaban.

Ham = 5P - 293" - 7% akkor a feladat feltételei csak ugy teljesiilhetnek, ha
p=5a—-1=6e=7i
q=5b=6f—-1=7j
r=5c=6g—-1=7k
s=5d=6h=7l—-1.

Ap = 84;q = 35;r = 35; s = 90 megfelelnek a feltételnek.

6. Egy 3%3-as amdba tablan minden lépésben véletlenszeriien megjelenik az egyik fires
mezdben egy X vagy egy kor, minden lires mezdre nézve egyenld valdszinliséggel. Ezutan a
marad¢k iires mezokre ez megismétlédik. Ez addig torténik, amig az X vagy a kor nyer, tehat
egy sor, oszlop vagy nagyatld egyforma jelekkel telik meg, vagy amig be nem telik a tébla.
Mekkora valdszinliséggel ér véget a jat¢k legfeljebb 4 1épésben?

1. megoldas

Ha véletlenszeriien lejatszunk 4 1épést, akkor gydztes esetben sorrendtdl fliggetleniil latunk
gyoztes vonalat, akar 3, akar 4 1épésben ért véget a jaték.

Ha a sorrendet nem vessziik figyelembe, akkor az dsszes esetek szama:

=) (@+ D+ @+ @+ (D) =20

Hiszen szamit, hogy a 9 helybdl melyik 4-be kertil jel, és az is, hogy hanyféleképpen lehet
elrendezni az 6sszesen 4 darabot a kétféle jelbol.
Kedvez6 allas tobbféleképpen lehet. Példaul helyes sor 3-féle helyen lehet, 2-féle jelbdl.
Minden ilyen esetben a 4. jel 6-f¢le helyen lehet, szintén kétféle jelkiosztasban. Ugyanennyi
oszlopnyertes allas van, és hasonl6 az atlonyertesek esetének szama is kétféle helyes atloval. A
kedvezd esetek szdma igy

k=2-3-6-2+2-3-6-2+2-2-6-2=192.

fgy a keresett valésziniiség:
P(maximum 4 lépésben véget ér a jaték) = & = = = 2
n 2016 21
2. megoldas
A feladat feltétele azt jelenti, hogy a jaték 3 vagy 4 1épésben ér véget.

Ha 3 Iépésben ér véget, akkor 3 X vagy 3 kor volt egy oszlopban, sorban vagy atloban. Annak,

2
hogy minden jel egyforma legyen G) = ia valosziniisége, hiszen %2 valdsziniiséggel egyezik

meg a 2. és a 3. jel is az elsdvel.
Jeltdl fliggetleniil szamithatunk az 6sszes elrendezés azonos valoszintisége alapjan:
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P(3 azonos jel gyOztes elrendezésill) = S =— ==

Igy a keresett valdszintiség 3 1épésre: Py = % . % = ﬁ.
4 1épés esetén mar tobbet szamit a 1épések sorrendje, hiszen fontos, hogy a 3. 1épésben még ne
legyen gydztes allas. Ha megkiilonboztetjiik az azonos végallasokat a jelek bekeriilési
sorrendjétol, akkor az 0Osszes esetek szama, figyelembe véve, hogy minden jelnél 2
lehetdségiink van:

n,=2%*.9.8-7-6=48384.
Fontos megjegyezni, hogy ebben benne vannak azok a jatékok is, amik 3 lépésben véget értek,
de ezzel a modellel is ugyanigy kijon a P; értéke.
A kedvezd esetek szamandl egy-egy allasban 2 lehetdség van a gyoztes jelre. 8 kiilonbozo
lehetdség a gydztes vonal helyére. Egy ilyen esetben a gydztes vonalon kiviil még 6 kiilonb6z6
hely van a (sorrendben semmiképp sem) negyedik jelre, mely megint csak 2-féle lehet. A
gy6ztes vonalban 3-féle lehet az utolsd, gyoztes jel helye. Az elsé 3 lerakott hely pedig 3!
sorrendben keriilhet le. igy a kedvezd esetek szama:

ky=2-8-6-2-3-3!=3456.
Ennek megfeleléen, mivel minden ilyen médon vett kimenetel azonos valdszintiségii:

ks 3456 1
P4 —_— = —_—
Ny 48384 14

A két lehetséges eset valoszintiségei adjak a feladat kérdésében szerepld valdszintiséget:
12

P(maximum 4 lépésben véget érajaték) = — + — = —.
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Megoldasok

1. Egy szamtani sorozat els6 n tagjanak Osszege kettGhatvany. Igaz-e, hogy ekkor n is
kettéhatvany? (A valaszt indokolni kell.)

Megoldas
Ha a sorozat elsé tagja a, differenciaja d, akkor a feltétel szerint alkalmas k-ra

S, =-(2a+(n-1)-d)=2",

ahonnan n-(2a+(n—1)-d):2k+1. Mivel a jobb oldalon kettéhatvany all, ezért a bal oldal

mindegyik tényezdjének kett6hatvanynak kell lennie. Ebbdl adddik, hogy n valdban
kett6hatvany.

2. Egy egyenes korhenger alak(, h magassagu zart tartaly a palastjara fektetve vizszintes
helyzetben fekszik a foldon. Ebben a helyzetben az alapkor atmérdjének (mint magassagnak)
negyed részéig all a viz. Milyen magasan fog allni a viz a tartdlyban, ha azt talpra, azaz
alapkorére allitjuk?

Megoldas

Legyen a henger alapkorének sugara r. Fektetett helyzetében a forgastengelyére merdleges
keresztmetszetben (lasd abra) a rovidebb PQ iv és a PQ szakasz altal meghatarozott
korszeletben van viz.

N

P Q

Mivel T a PQ szakasznak is és a PQ-ra mer6leges sugarnak is felezépontja (OT =r/2), ezért a

PTO derékszogli haromszog egy szabalyos haromszog fele. Ebbdl kovetkezik, hogy a QOP
2

sz0g 120°-0s, és a PQO haromszog teriilete

4
t_rz_n_@_rz(z_ﬁJ

. A korszelet teriilete igy

3 4 3 4
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3 4

E_ﬁ]_

Ezek alapjan a hengerben levo viz térfogata: V =h- r? [

Ha a tartély talpra allitdsa utdn a hengerben y magassagig all a viz, akkor V = rzny gy

ahonnan y = h-&-#}o,ws-h .

T

3. Minden pozitiv egész n esetén tekintsiik az n+1 n+2; ...; 2n szdmok (n darab szam)
mindegyikének legnagyobb paratlan pozitiv osztdjat, majd ezeket az osztokat adjuk Ossze.

Bizonyitsuk be, hogy az 6sszeg barmely pozitiv egész n esetén n? lesz.

Megoldas

Haaz n+1; n+2; ...; 2n szdmok koziil kettdnek ugyanaz lenne a legnagyobb paratlan pozitiv
osztoja, akkor a nagyobbik oszthato lenne a kisebbikkel. Ez viszont nem lehetséges, ugyanis a
szamok koziil a legnagyobb és a legkisebb hanyadosa kisebb, mint 2. A tekintett n szdm pératlan
pozitiv oszt6i tehat paronként kiilonbozdk, €s kisebbek 2n-nél. Ez csak tigy lehetséges, ha 1-t6l
2n—1-ig mindegyik paratlan szam pontosan egyszer fordul eld a paratlan pozitiv osztok kozott.

Kozismert, hogy az elsd n darab pozitiv paratlan szam 6sszege n?. Ezzel belattuk az allitast.

4. Az ABC haromszog beirt kore a BC, CA, AB oldalakat rendre a D, E, F pontokban érinti.
Igaz-e, hogy ha AD =BE =CF, akkor az ABC haromszog szabalyos? (A valaszt indokolni
kell.)

Megoldas
A valasz: igaz. El0szor azt fogjuk belatni, hogy a BE =CF feltételbdl kovetkezik az AB = AC
egyenldség.

B D ¢
A korhoz kiils6 pontbol huzott érintdszakaszok egyenldk, igy AF = AE.
Mivel BE =CF ¢és AF = AE, ezért az ABE ¢s CAF haromszogek két-két oldala megegyezik.
Ha ez a két haromszog nem lenne egybevagd, akkor teljesiilnie kellene az
ABE<«+ ACF<=180° 0&sszefiiggésnek, de mivel az ABE ¢és ACF szogek biztosan
hegyesszogek (az eredeti haromszog két szogének a fele), ezért ez lehetetlen. Ebbdl viszont
kovetkezik, hogy az ABE és CAF haromszogek egybevagok, igy AB = AC .
Hasonloan lathatdo be, hogy az AD =CF feltételb6l kovetkezik, hogy AB=BC. Ezzel
belattuk, hogy az ABC haromszog szabalyos.
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5 Adottaz f: R—>R,f (X):aX2+bX+C fiiggvény, ahol a, b, ¢ egész szamok, és a=0.
Mutassuk meg, hogy ha az f X; és X, egész helyeken felvett értékeire teljesiil, hogy a grafikon
(Xl; f (Xl)) és (Xz; f (%, )) pontjainak tavolsaga egész szam, akkor f (X )= f(x,).

Megoldas
Mivel f(x)-f (X2)=a(X12—X§)+b(X1—X2), és X, X, egész szamok, ezért alkalmas n

egesz szamra

()= T (x)=n(x-xp). (1)

Az (Xl; f (Xl)) €s (XZ; f (X2 )) grafikon pontok tavosagara vonatkozo feltétel azt jelenti, hogy
2

(=% )* +(f (%)~ (%)) =m? )

valamely m egész szamra. Helyettesitsiik (1)-et (2)-be:

(xl—x2)2~(1+n2)=m2.

Ez utobbi egyenlet csak gy teljesiilhet, ha 1+ n? négyzetszam, amibdl adodik, hogy n=0. Ez
pedig (1) alapjan azt jelenti, hogy f (X )= f(X,).Ezzel belattuk az allitast.

6. Az 1-nél nagyobb a valos szamra teljesiil, hogy a 10 < a* <100 egyenlStlenségnek pontosan

5 darab egész megoldasa van. Adjuk meg az dsszes megfeleld a esetén, hogy a 100 < a* <1000
egyenldtlenségnek hany egész megoldasa van?

Megoldas
Legyen az 5 egész megoldasa a 10 < a* <100 egyenlétlenségnek n—2, n—1, n, n+1, n+2. A

feltétel a-ra nézve azt jelenti, hogy a"~ <10<a"? és a™?<100<a™>. Ebbél a-ra a
1 2 1

kovetkezd feltételek adodnak: egyrészt a> 10n-2 g5 a>10m3 , masrészt a< 1073 ¢s
2
a <102 Tobb esetet kell megvizsgalnunk ahhoz, hogy a megfelelé a-t meg tudjuk hatarozni
n fliggvényében.
1 2
1. Ha n<6, akkor az 10"2 <a <102 egyenlétlenségbdl n>6 adodik, azaz ilyen n-ek

esetén NiNCs egész megoldasa a feltételi egyenldtlenségnek.
1 2

2. Ha n=7, akkor 105 <a <109,
2 1

3. Ha n=8, akkor 1OESa<1O§.
1 1 1

4.Ha n=9, akkor 106 <a<106,azaz a =106,

2 1
5. Ha n>10, akkor az 10™3 <a<10"3 egyenlbtlenségbdl n<9 adddik, azaz ilyen n-ek
esetén nincs egész megoldasa a feltételi egyenldtlenségnek.
Miutan beazonositottuk a feltételnek megfeleld a-kat, tekintsiik a kérdéses egyenldtlenséget, és
adjuk meg a megoldasok szamat.
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1
Ha a=106, akkor a'?=100<a'® é&s a'’ <1000=a®, vagyis ebben az esetben 5 egész
megoldas van.
2
Ha a=1011, akkor a''=100<a'? és a'® <1000 =al”, vagyis ebben az esetben is 5 egész
megoldas van.
2 3
Ha 1011 < a <1016, akkor a'® <100 <a'! és a'® <1000 < al”, azaz ebben az esetben 6 egész
megoldas van.
3 1
Ha 1016 <a <105, akkor al® <100 <a'! és a'® <1000 < al®, azaz ebben az esetben 5 egész
megoldas van.
1 3
Ha 105 < a <1014 akkor a® <100 <al® és a** <1000 < al®, azaz ebben az esetben is 5 egész
megoldas van.
3 2
Ha 1014 <a <109, akkor a® <100<a!® ¢s a'® <1000 <a'®, azaz ebben az esctben 4 egész

megoldés van.
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