Szokefalvi Nagy Gyula Matematika Emlékverseny LXI. esztend6
2024-2025. tanév
9. évfolyam
Donto

Megoldasok

1. Hatarozzuk meg azt az n pozitiv egész szamot, amelyre igaz, hogy az els6 n pozitiv egész
szam Osszege olyan haromjegyli szam, amelyben minden szamjegy egyenlé.

Megoldas

142434+ +n= xxx(n €Z", xpedig egyjegyli pozitiv egész)
nn+1)
— =111-x

nn+1)=2-3-37-x
ahol az egyenlet bal oldalan két szomszédos egész szam szorzata all.
Ez pontosan ugy lehetséges, ha X =6 és n = 36.

2. Hatarozzuk meg k értékét tigy, hogy az x% — 18x + 2kx + k? + 3k + 4 kifejezés teljes
négyzet legyen.

Megoldas

x? —18x + 2kx + k> +3k+4=x*>+2x(k—9) + k* + 3k + 4
igy(k—9)?2=k?+3k+4

k?—18k +81 =k%? + 3k + 4

ahonnank=1?1.

3. Jelolje az ABC haromszogben a,b,c az oldalak, sg,sp,s. pedig a hozzajuk tartozod
sulyvonalak hosszat. Bizonyitsuk be, hogy ha s;, és s, merdlegesek egymasra, akkor b? + ¢? =
5a?.

Megoldas

Tekintsiik az abra jeloléseit, ahol B, a b, A, pedig az a oldal
felezOpontjat, S az ABC haromszog sulypontjat jeloli. Felirva
Pitagorasz  tételét az  SBC,SByC,SCyB  derékszogi
haromszogekre:

4 4 4
gsg +;5c2 = a? ,azazg(sg + s2) = a?,

. 9
vagyis sz + s? = Zaz,

12

4 5, 1 5 1,5
=s¢ + -5, =-b*,
9°¢ " 9°b T 4
4 2,1 -
-St + -5 ==c“.
9°b T g°Cc T4



Utobbi kettdt dsszeadva kapjuk, hogy gsg + gscz = ibz + icz, azaz
5 1
5(55 +58) = Z(bz +c?),

5 9 1
ahonnan =--a? = = (b? + ¢?),
9 4 4

vagyis 5a% = b? + c?, ami a bizonyitand6 volt.

4. Adjuk meg azokat a valos szamok halmazan értelmezett elséfoku fiiggvényeket, amelyekre
teljesiil az alabbi egyenletrendszer.

[f (=D + [f(D)]* = 50

[f (=D - [f(D]* =48

Megoldas

Legyen a keresett fliggvény f:R — R,x = ax + b (a # 0). Ebbe helyettesitve a feladat
feltételeit kapjuk, hogy

(b—a)?+ (b + a)? =50,

(b—a)? — (b +a)? =48,

ahonnan

(b+a)?=1,azazb +a = +1,

(b—a)?>=49,azazb —a = +7.

A kapott értékek alapjan négy egyenletrendszert tudunk f6lirni:
b+a=1¢éb—a=7ahonnana = —3;b = 4.
b+a=1¢éb—a=-—7ahonnana = 4;b = —3.
b+a=-1¢éb—a=7ahonnana = —4;b = 3.
b+a=-1¢éb—a=-—7ahonnana = 3;b = —4.

fgy a feladat feltételeit négy fiiggvény elégiti ki:
ffR->R x> —-3x+4

ffR>R x> 4x—3

ffR>R x> —4x+3

fiR-> R x> 3x — 4.

5. X, ¥ és z olyan paronként kiilonb6zd valds szadmok, amelyekre teljesiil, hogy az A és B
halmazok egyenldk, ahol

A={x+237; x+501, 3x+729},
B ={x—237; 7x+5y—637; 5x—7z+943}.

Tekintsitk a B halmaz iires halmaztol kiilonbozd Osszes részhalmazat, és az egyes
részhalmazokban 1év6 elemek Osszegét. Adjuk meg ezen Gsszegeknek az Gsszegét.

Megoldas

Két halmaz pontosan akkor egyenl6, ha elemeik ugyanazok.

Haa B halmaz x — 237 eleme az A halmaz x + 237 elemével lenne egyenld, akkor x + 237 =
x — 237 egyenletbdl ellentmondasra jutunk. Ugyanigy nem lehet egyenlé x — 237az A halmaz
x + 501-es elemével sem, vagyis

x — 237 = 3x + 729, ahonnan x = —483,



igy az A halmaz elemei:x + 237 = —246;x + 501 = 18;3x + 729 = —-720.
Mivel A és B halmaz megegyezik, igy B = {—246;18; —720}.
Az {a; b; c} haromelem{i halmaz iires halmaztdl kiilonb6z6 részhalmazai:
{a}, {b},{c}, {a; b}, {a; c},{b; c},{a; b; c}
igy az egyes részhalmazok elemei 0sszegének Osszege: 4 (a + b + ¢),
tehat a B halmaz iires halmazt6l kiilonb6z6 6sszes részhalmaza elemei 6sszegének Osszege: 4 -
(=246 + 18 — 720) = —3792.

6. A 2024-et folbontottuk néhany természetes szam 0sszegére. Ezeket a természetes szamokat
kobre emeltiik, a koboket dsszeadtuk, és az igy kapott 6sszeget elosztottuk 6-tal. Mennyi lett a
6-tal valo osztaskor kapott maradék?

Megoldas
Tudjuk, hogy n® — n (n € N) oszthatd 6-tal, mivel harom egymast kdvet természetes szam
szorzatara bonthatd, hiszenn®> —n =n(n — 1)(n + 1).
Bontsuk {6l 2024-et az aldbbi modon természetes szamok 0sszegére:
2024 =ay+a, +az+--+a, (1.)
Jeloljiik S-sel a tagok kdbének Gsszegét, azaz
S=a+adai+ad+-+a(2)

Képezziik (2.) és (1.) kiilonbségét:
§S—2024=al+a>+a3+-+al—(a;+ta,+az+-+a,)
§—2024=(a3—ay)+(a—ay,)+ -+ (a—a,)

Mivel a jobb oldalon minden zarojelben 1év6 kiilonbség oszthato 6-tal, igy az az egyenlet jobb
oldala és igy a bal oldala is oszthato 6-tal. Mivel S — 2024 oszthat6 6-tal, ezért S-nek és 2024-
nek ugyanaz a 6-tal vett osztasi maradéka.

Mivel 2024 = 337 - 6 + 2, ezért S 6-tal vett osztasi maradéka is 2.
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Megoldasok

1. Felirhato-e az {1; 2; 3; ...; 2025} halmaz olyan paronként kozos elem nélkiili halmazok

egyesitéseként, amely halmazok mindegyikében a legkisebb ¢s a legnagyobb elem Osszege
megegyezik a tobbi elem 6sszegével? A valaszt indokolni kell!

Megoldas

Nem irhato fel.

Legyen egy ilyen halmaz legkisebb eleme x, legnagyobb eleme y(x,y € Z*). Mivel ezek
Osszege x +y, ezért a halmaz elemeinek Osszege: 2(x + y), vagyis a halmaz elemeinek
0sszege paros.

20262025

Viszont az eredeti halmaz elemeinek Osszege: 1+ 2 + -+ + 2025 = = 1013 -2025

paratlan.

2. Ha a, b, ¢ egy haromszog oldalhosszai, akkor hany valés megoldasa lehet a

c2x? +(b2 +c? —az)x+b2 =0 egyenletnek?

Megoldas
Mivel a,b,c egy haromszog harom oldalanak hosszat jeloli, igy mindharom pozitiv, és
érvényes a haromszog-egyenldtlenség, azaz
a+b>c,a+c>b,b+c>a
Az egyenlet valos megoldasainak szama az egyenlet diszkriminansanak eldjelétdl fiigg, igy
vizsgaljuk ezt meg.
D=(bB?*+c?>—a*>)?—4-c?-b*=(b%*+c?—a?)? - (2ch)? =
= (b? 4+ c? —a? —2bc) - (b%? + c? —a® + 2bc) =
=((b—0c)*-a®) - (b+c)?*—-a*) =
=b-c—a)-(b—c+a)-(b+c—a)-(b+c+a)
A haromszdg-egyenldtlenségbdl adodo feltételek miatt a négy tényezd koziil az elsé negativ
(mivel 0 < b < a + ¢), a masik harom pozitiv, igy a szorzat, vagyis a masodofoku egyenlet
diszkriminansa negativ, tehat a feladatbeli egyenletnek nulla megolddsa van a valos szamok
halmazan.



3. Tekintsiik az f: [-75; 125] - R, x = vVx + 75 + V125 — x fiiggvényt. Mely x érték esetén
veszi 0l f a maximumat és mekkora ez a maximum?

Megoldas
Alkalmazzuk a szamtani és a négyzetes kozép kozotti 0sszefliggést.

f)=Vx+75+VI25-x <2 /@;z. /2;;0:20,

ahol az egyenl8ség pontosan akkor teljesiil, ha Vx + 75 = V125 — x, vagyis x + 75 = 125 —
x, ahonnan x = 25.
Vagyis f maximumat az x = 25-ben veszi fol, s ennek értéke 20.

4. Nevezziik az abcd négyjegyli pozitiv egész szamot ,,zigyesnek”, ha teljesiil a kdovetkezd két
feltétel: (1) a? + b%? = c? + d?; (2) a + b = ¢ + d. Hany iigyes szam van?

Megoldas

A masodik feltételt atrendezve kapjuk, hogya —d = ¢ — b.

Ezt és az elso feltételt figyelembe véve kapjuk, hogy
a’?—d?*—(c?-b>)=(a—d)(a+d)—(c—b)(c+b) =
=(c—-b)a+d)—(c—b)(c+b)=(c—b)(a+d—c—b)=0.

Ha ¢ = b, akkor a masodik feltételbdl kovetkezik, hogy a = d, azaz a keresett szdm abba
alakt, ahol a és b nem feltétleniil kiillonb6zd szamjegyeket jeldl, és a # 0.
Ilyen alakt szambol 9 - 10 = 90 van.

Ha ¢ # b, akkor a szorzat masodik tényezdje 0, azaz a + d — ¢ — b = 0. A masodik feltételt is
figyelembe véve:

a+d=c+b

a—d=c—b

E két egyenletet 6sszeadva majd 2-vel osztva kapjuk, hogy a = c, ekkor a feltelek miatt b = d,
igy az abab alaku szamok is ,,iigyes” szamok. Ekkor mivel a = ¢ # b = d, ezért a # b, és
a+0.

Ilyen alaku szambol 9 - 9 = 81 van.

Osszesen tehdt 90 + 81 = 171 ,,ligyes” szam létezik.

5. Az abran egy varos térképének egy részlete lathato (R és
r a két kor sugara). Az A pontbol el lehet jutni a B pontba az
AB koriven (ez a varos egyik korutjanak egy darabja), de el
lehet jutni ugy is, hogy A-bol elmegyiink a C pontba (a varos
egyik sugaritja mentén), majd elmegyiink a CD koriven a D
pontba, és onnan a varos egy masik sugarutja mentén a B
pontba.

Ha gépkocsival kozlekediink, akkor az AB,AC ¢és CD

utvonalakon 50 kTm maximalis sebességgel lehet kozlekedni,




mig a BD utvonalon (egy sebességkorlatozas miatt) csak 40 kTm sebességgel. Aron kiszamolta,
hogy ha kocsival megy, és mindeniitt a megengedett maximalis sebességgel halad, akkor abban
az esetben, ha az AB ,,korati” Gtvonal helyett az ACDB , keriil6” utat valasztja, akkor ez utobbi
ut kisebb hosszusagu, de hosszabb ideig tart, mint ha az elsé utat valasztand. Mekkora lehet az
abran a-val jelolt kozépponti szog, ha tudjuk, hogy fokban mérve egész szam, és Aron
szamitasai helyesek? (Az abra csak tajékoztato jellegii vazlat, nem pontos méretii, abbol a szog
nagysagrendjére kovetkeztetni nem lehet.)

Megoldas
Legyen a radianban adott szog. Ekkor az AB koriv hossza Ra, az ACDB 0t hossza 2(R — r) +
ra. Ez utobbi ut révidebb hossziisagu:
2(R—r)+ra< Ra
Innen azt kapjuk, hogy 2 < a. Az AB koriv megtételéhez sziikséges ido: I;—Z, az ACDB ut

. r w1 7 . 1n R-T ra R-1 [ . v o
megtételéhez sziikséges 1d6: =ttt Ez hosszabb idd, mint az el6z6:

R—r+ra+R—r>Ra
50 50 40 50

Az egyenl6tlenség rendezése utan kapjuk: 2,25 > a. Vagyis 2 < a < 2,25, ami azt jelenti,
hogy a szog értéke fokban 115°, 116°,..., 128° lehet.

6. Az ABC haromszdg beirt korének kozéppontja O. Bizonyitsuk be, hogy az ABO haromszog
koriil irt korének kozéppontja az ABC haromszog koré irt kor C-t nem tartalmazo AB ivének
felezépontja.

Megoldas:
El6szor lassuk be, hogy az ABC haromszog C-bol induld szogfelezdje épp a keresett ivfelezd
pontban metszi az ABC haromszog korilirt korét!

A
N

A kertileti szogek tétele miatt az AP és BP ivekhez tartozo keriileti sz6gek megegyeznek:
ABPs = ACP£ = g és BAP£ = BCP£ = g

fgy mivel egyenld nagysagu keriileti szogekhez egyenld hossziisagu ivek tartoznak, a P pont
valoban az AB iv felezOpontja, vagyis az OP szakasz a CP egyenesen helyezkedik el.




Tovabba, a kertileti szogek tétele miatt az AP és BP ivekhez tartoz6 kertileti szogek
megegyeznek:
APCs = ABCs2 = ésCPB2 =CABL£ =«

BOP.s = g

egyenldszart, tehat PB = PO = PA, igy az AOB haromszdg csucsa a P kozépponti koron
helyezkednek el, ami a bizonyitand6 allitas.

+ g, mivel BOC haromszog 0-nal lev kiilsé szoge. igy a BOP haromszog
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1. Mely p primszamra igaz, hogy tetszéleges a pozitiv egész szam esetén az
(a+1)2 +(a+2)2 +(a+3)2 +..+(a+ p)2

kifejezés oszthato p-vel?

Megoldas
(a+1)?+(@@+2)?+@+3)?..+(a+p)?=
=a’+2-1a+1*+a*+2-2-a+2°+-4+a*+2'p-a+p’=
=pa’+2a(1+2++p)+1*+2*+ - +p*=
p(p+1) plp+1(2p+1)

2 6 -
p(p+1(2p+1)

6

Ennek a haromtagli 6sszegnek az els6 két tagja mindig oszthatd p-vel.
Ha p > 6, akkor a harmadik tag is biztosan oszthato p-vel.

Ha p = 2, akkor a harmadik tag 2%5 = 5 nem oszthat6 p-vel.

= pa® + 2a

=pa’+p(p+Da+

Ha p = 3, akkor a harmadik tag 3';# = 14 nem oszthat6 p-vel.

Ha p = 5, akkor a harmadik tag >

= 55 oszthato p-vel.

fgy az eredeti kifejezés minden 3-nél nagyobb p primszam esetén oszthato p-vel.

2. Hatarozza meg a p pozitiv valos szam értékét, ugy, hogy a pozitiv szdmok halmazan

x2

értelmezett f(x) = ;pz fliggvény az x = 2v/3 helyen vegye fol a legkisebb értékét. Mekkora

ez a legkisebb érték?

Megoldas
Alkalmazzuk a szamtani és a mértani kozepek kozti egyenldtlenséget:
p2
+— .
19 = Zx > [p? = |p| = p (mivel p > 0),

2 ’ .
igy f(x) = 2p és az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha x = %, azaz x? = p2. Igy, mivel

x > 0, x = p. Tehat az f akkor veszi fol minimumat az x = 2+/3 helyen, ha p = 2v/3.

Ekkor f értéke f(2v3) = BOLIE0L _ 2 25 _ 43



3. Az ABC haromszogben az ACB szog 60°-0S. A haromszog oldalainak mérészamai olyan
pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy AB+ AC =5-BC . Milyen hossztiak lehetnek a
haromszog oldalai? Lehet-e 2025 a keriilete egy ezen feltételeknek megfelelé haromszognek?

Megoldas

Felirva a koszinusztételt a haromszog ¢ oldalara:

c? =a?+ b?—2ab - cos60° = a® + b% — ab.

A feladat feltételét atrendezve kapjuk, hogy ¢ = 5a — b, amit a koszinusztételbe helyettesitve
kapjuk, hogy:

(5a — b)? = a? + b? — ab.

25a* — 10ab + b? = a® + b? — ab.

24a*> —9ab =0

3a(8a—3b) =0

Mivel a # 0, ezért a = %b.

Mivel ¢ = 5a — b, ezért ¢ = == — b = Zb.

fgy a haromszog oldalaira azt kapjuk, hogy a = %b; b; c = gb. Ezek minden pozitiv egész b

esetén lehetnek haromszog oldalai, hiszen
7

11
a+b= ?b > gb =C
10
atc= ?b > b
b+c=2b>b=a
Mivel a haromszog oldalainak mérészamai egészek, igy b értékének oszthatonak kell lennie 8-
cal, azaz a = 3k; b = 8k;c =7k (k € ZY).
Ekkor a haromszog keriilete 18k. Mivel 2025 nem oszthatd 18-cal, igy a feltételeknek
megfeleld haromszdgek kozott nincs olyan, amelynek a keriilete 2025.

4. Mely a valos szam esetén van az
f:(]o; 6[\{1}) >R, f(x):1+IogX6LXX—(IgIga—l)-logxlo

fiiggvénynek pontosan egy zérushelye?

Megoldas
6—x
1+ long— (Iglga—1)-log, 10 =0

6—X

; 122X
Attérve 10-es alapt logaritmusra: 1 + % —(Iglga—1) .lng =0 /- lgx

6—x
lg x +lgT— (lglga—1g10) =0

| 6x —x% | lga

£710 %10

A logaritmus fliggvény szigoria monotonitasa miatt:
2

gx=x _ 82 ahonnan x? — 6x +1ga = 0.
10 10



Akkor lesz csak 1 zérushely, ha a bal oldalon teljes négyzet all:
(x—3)2-9+1ga=0

Ez csak akkor kovetkezik be, ha

lga=9

Ami a logaritmus definici6ja alapjan a = 10° esetén teljesiil.

5. Detti és Zalan egymas ellen teniszeznek. Egy szett kimenetelét tekinthetjiik véletlen
eseménynek, amely p valdsziniiséggel Zalan gy6zelmével zarul. Azt beszélték meg, hogy addig
jatszanak, amig Detti nyer 2 szettet egymas utan (ekkor Detti nyeri a mérkdzést), vagy Zalan
nyer 3 szettet egymas utan (ekkor Zalan nyeri a mérkdzést). Mekkora p értéke, ha tudjuk, hogy
Detti 0,6 valosziniiséggel nyeri a mérkdzést abban az esetben, ha az elso szettet Zalan nyeri?

Megoldas

v . 1—p

Jelolje P(D) annak a valoszintiségét, hogy Detti nyeri a mérkdzést az elvesztett elsd szett utan.
Az abran lathato fagraf pontjaiba a szett gydztesét, éleire annak valdszintiségét irtuk, hogy az
adott szett ugy végzodik. A kezdeti pontbol, és minden kékre szinezett helyzetbdl indulva Detti
P(D) valdszinliséggel nyer. Detti még a zoldre szinezett helyzeteket elérve gydz, a
narancssarga végéllasnal veszit. A graf alapjan P(D)-re a kdvetkezd egyenlet adodik:
P(D)=p(1—p)p-P(D)+p(1—p)*+ A —p)p-P(D)+ (1 -p)?
Kihasznalva, hogy P(D) = 0,6, az egyenletet 5-tel megszorozva, majd rendezve az alabbi
harmadfoku egyenletet kapjuk:
2p3 —5p?—2p+2=0
A ]0; 1] intervallumban az egyenlet egyetlen lehetséges racionalis gyoke, az % valdban gyok.

fgy ennek segitségével, vagy a kovetkez6 méodon szorzatta alakithaté a bal oldal:

2p(p* —2p—2)—p*+2p+2=2p-D@*-2p-2)
A p?—2p—2=0 egyenletnek nincsenek a ]0;1[ intervallumban megoldasai (1 —+/3
és 1 ++/3), igy a feladat egyediili megoldasaa p = 0,5.

6. Pisti azt allitja, hogy lehet rajzolni olyan konvex négyszoget, amely nem deltoid és nem is
trapéz, de van két egyenld hossza oldala, az 4tloi pedig merdlegesek egymasra és azonos
hosszusaguak. Igaza van-e Pistinek? A valaszt indokolni kell!

10



Megoldas

Vegylink egy konvex négyszoget, amelynek van két egyenld hosszu oldala, az atloéi pedig
merdlegesek egymasra és mindkettd ,,a” hosszisagu. Mivel az atlok merdlegesek, ezért a
négyszog elhelyezhetd egy koordinatarendszerben igy, hogy a csucsai a kdvetkezOk legyenek:
A(x;0),B(0;y),C(—(a—x);0),D(0; —(a—1y)), igy mindkét atl6 hossza "a" lesz, és
mindkettd a tengelyeken ,,fekszik”. A négyszog oldalainak hossza:

AB = \/x? + y?

BC = J@=2P 17

CD =+/(a—x)?+ (a—y)?

A= J@a—T+a?

Ha két szomszédos oldal hossza egyenld, pl. AB = BC, akkor az alabbit kapjuk:

Va2 +y2=y(a—x)?+y>?
Innen x = a — x, ami viszont azt jelenti, hogy CD = DA, vagyis a masik két szomszédos oldal
is egyenl6 hossza, tehat a négyszog egy deltoid.

Ha két szemkdzti oldal hossza egyenld, pl. AB = CD, akkor az alabbit kapjuk:
Ve +y?=ya=x)? +(a-)?

Négyzetre emelés, zarojel-felbontas €s rendezés utan a kovetkezot kapjuk:

0 = 2a? — 2ax — 2ay
Innen a = x + y, ami azt jelenti, hogy az a két derékszogli haromszog, amelynek atfogdi BCés
DA, egyenldszaru derékszogli haromszogek. Tehat BC és DA 45°-os szoget zarnak be az x
tengellyel, ezért egymassal parhuzamosak, vagyis az ABCD négyszog trapéz.
Pistinek nincs igaza, a négyszognek deltoidnak vagy trapéznak kell lennie.

11
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1. Az ax’ +bx+c=0 egyenletben a, b, ¢ 0-t61 kiilonb6z6 valds szamok, és az egyenletnek van
valos gyoke. Tudjuk tovabba, hogy ha az egyenlet gyokei X; és X, , akkor

(1) a=x¢+x3;

X X
@) ce—t
X1+X2

Hatarozzuk meg az egyenlet gyokeit.

Megoldas
A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggések alapjan a harom feltétel harom egyenletet
szolgaltat a masodfoku egyenlet gyokeire.

b> _ ¢ b®-2ac

x12+x§:(x1+x2)2—2x1x2:—2— = =———, gy (1) alapjan
a a a
b -2ac
22
1 i=—X1+X2 =_9, igy (2) alapjan
X Xo o XX c
LY
c
"~ -2 igy (3) alapjin
Xq + X b
a
-—=c.
b

A masodik egyenletbdl azonnal kapjuk, hogy ¢ =-1. Ezt a harmadik egyenletbe helyettesitve

a=Db adodik. Ezeket az els6 egyenletbe helyettesitve atrendezés €s egyszerisités utan a-ra az

a?-a-2=0 egyenletet kapjuk, ahonnan a; =-1 vagy a, =2.

Két masodfoku egyenletet kapunk igy: —x2—x—1=0 és 2x*+2x-1=0. Azels egyenletnek
viszont nincs valos gyoke, ezért nem felel meg a feladat feltételének. A masodik egyenlet

gyokei: X; = ~1-3, Xo =-1+4/3.
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2. Az ABCD hurtrapézban az alapok: AB =12, CD =8. Jelolje E az AB, F pedig a CD szakasz
felez6pontjat. Az EF szakasz harmadolopontjaibol a szarak derékszogben latszanak. Mekkora
a trapéz tertilete?

Megoldas

A trapéz teriiletének meghatarozasahoz a magassag meghatarozasara van sziikségiink.

A tovabbiakban az abra jeldléseit hasznaljuk.
D

H,

H,

4 E r
Az a tény, hogy a H; és H, pontokbdl a szarak derékszogben latszanak azt jelenti, hogy ezek
a harmadolopontok illeszkednek a szarak mint atmérdk folé irt Thalész-korokre.

A CPB derékszogli haromszogre Pitagorasz tétele: BC? =22 +m? Q).
Ha T az EF (és egyben a H{H,) szakasz felez6pontja, akkor a tengelyes szimmetriabol, és a

1 8+12

trapéz kozépvonalara vonatkozo Osszefliggésb6l adodoan OT = 25 5.

2 2
A H,TO derékszogli haromszogre Pitagorasz tétele: (%j =52 J{%j , ahonnan alkalmas

2
stalakitésokkal BC2 =100+ % @).

(1) és (2) 6sszevetésébol kapjuk, hogy m= 63 .

fgy a trapéz teriilete: T = 8 +212 .64/3 =6043.

3. Az { an} szadmtani, a {bn} mértani sorozat a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

(1) mindkét sorozat tagjai pozitiv egész szamok;
(2) ag=b; =1 ¢és ag=hy #1;
3)a {bn} mértani sorozat q hanyadosara 5<q<10.

Mely pozitiv egész n esetén lesz ay,,q =0yn,4?

Megoldas

Ha d jeloli az {an} szamtani sorozat differenciajat, akkor (2) alapjan 1+ 2d = q2 =1 (*).
Ha valamely pozitiv egész n esetén ajy,; = by, akkor (1+4nd)" =q*", ahonnan

1+4nd =qg*.
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Felhasznalva, hogy 1+2d =q?, kapjuk, hogy 1+4nd =14d +4d?, vagyis, mivel (2) alapjan
d =0, ezért
n=1+d.
Mivel 5<q<10 és (*) miatt g paratlan, ezért q=7 vagy q=9.
Ha q=7, akkor (*) alapjan d =24, ha pedig q=9, akkor d =40.

fgy két megfeleld pozitiv egész n esetén lesz ayy,; =by,q: N=25 vagy n=41.

4. Egy szabalyos n-szog alapu egyenes hasab csucsait harom szinnel szeretnénk szinezni gy,
hogy mindegyik cstcs esetén a beldle kifuté harom €l masik végpontjai paronként kiillonb6zo
szinliek legyenek. Mutassuk meg, hogy ez akkor és csak akkor valosithatd meg, ha n oszthato
3-mal.

Megoldas (a II. fordul6 6 feladata volt)

Legyen a hdrom szin piros, sarga, zold.

Ha n 3-mal oszthato, akkor az alaplap csucsait szinezziik valahonnan kezdve pozitiv koriiljaras
szerint egymas utan piros-sarga-zold sziniire periodikusan. Ugyanigy szinezziik ki a fedélapot
is, az oldaléllel 6sszekdtott csticsok azonos szintiek legyenek. Konnyen lathatd, hogy ez a
szinezés megfelel a feltételnek.

A megforditds bizonyitdsa végett tegyiik fel, hogy a hasab cstcsait sikeriilt a feltételnek
megfeleléen megszinezni. Legyen a piros csticsok szama p. Minden piros csticsnak van harom
szomszédja (harom cslcs, amit az adott csuccsal €l kot Ossze), ezért 3p darab cslicsnak van
piros szomszédja. Mivel minden csticsnak pontosan egy piros szomszédja van, ezért a csticsok
szama 3p. A csucsok szdma masrészt 2n, igy 3p =2n. Mivel 2 és 3 relativ primek, és 3 osztoja

2n-nek, ezért 3 osztdja n-nek is, és ezt akartuk bizonyitani.

5. Az ABCD hurnégyszog koré irt kor kdzéppontja O. Az ABO és CDO héaromszogek koré irt
koreinek O-t6l kiillonb6z6 metszéspontja F. Igazoljuk, hogy az A, F és D pontokra illeszkedd
kor illeszkedik az ABCD négyszog atléinak metszéspontjara is.

Megoldas

A Kkeriileti és kozépponti szogek tétele miatt DOAx =2a, és mivel CO=0D, ezért
OCD«=90°-a. Igy a hirnégyszogek tétele értelmében OFD<=90°+o.. Hasonld
indoklassal adodik, hogy OFA<«=90°+35.
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A fentiekbdl adodik, hogy AFD<«c=180°-a—9.

Az AMD héaromszogben DAM <« =a ¢s MDA« =0, igy AMD<« =180°-a—4.

Az utobbi két megallapitas azt jelenti, hogy az AD szakasz az F és M pontokbdl ugyanakkora
szogben latszik, azaz az AFMD négyszog hurnégyszog, ami a feladat allitasat bizonyitja.

6. Egy n-oldalu konvex sokszoget néhany atlojaval felosztottuk haromszogekre tigy, hogy a
sokszog egyetlen bels6 pontjara sem illeszkedik harom vagy annal tobb atlo. Legfeljebb hany
haromszdgre oszthattuk a sokszoget?

Megoldas

A felbontas soran keletkezett haromszogek négyfélék lehetnek aszerint, hogy 3, 2, 1 vagy 0
csucsuk cstlicsa a sokszognek is.

EISbb belatjuk, hogy az utobbi két eset nem lehetséges. Tegylik fel, hogy az ABC haromszog a
felbontés egyik haromszdge, és a B és C csucsa a sokszog belsejében van. Az ABC haromszog
B és C csticsanal levo kiilsé szogeinek 0sszege a haromszog kiilsé szogeire vonatkozd tételbol
adodoéan nagyobb 180°-nal, ezért a BC oldalnak az ABC haromszoggel atellenes oldalan
1étrej6vo haromszoghoz kellene legalabb egy, a B vagy a C cstcsra illeszkedd egyenes. Ilyen
egyenes viszont nincs, hiszen ha lenne, akkor lenne olyan bels6 pont, amelyre legalabb harom
egyenes illeszkedne.

A harom sokszogcstucst haromszogek oldalai a sokszog oldalai illetve atloi lehetnek. A két
sokszdgesucsu haromszdgek négyesével 1épnek fel, nevezetesen a sokszog négy csucsa altal
meghatarozott konvex négyszog atloi hozzak 1étre dket.

Ha van két szomszédos (egy oldalaban k6z6s) harom sokszogestcst haromszogiink, akkor egy
atlo hozzaadasaval négy darab két sokszogesucsu haromszoget kaphatunk. Ha van két,
négyszogekkel elvalasztott, harom sokszogesucsi haromszogiink, akkor az egyik ilyen
haromszoget ,,vihetjiik a masik felé” ugy, hogy a kdzbeesd négyszogekkel egyenként cseréljen
helyet, amig a masik harom sokszogcsticsu haromszoggel szomszédos nem lesz.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy az el6z6 bekezdésben leirt két atalakitassal véges sok 1épésben
novelhetjiik a felbontasbeli haromszégek szamét addig, mig a legkevesebb, azaz 1 vagy 0
harom sokszdgcstcsu haromszogiink lesz.

fgy, ha n=2k, akkor a felbontasbeli haromszogek mind két sokszogcsucsuak. Ekkor a
sokszoget fel tudjuk bontani k —1 darab négyszogre, ezért ebben az esteben a haromszogek
szama 4k —4.

Ha n=2k+1, akkor a felbontasbeli haromszogek kozott egy darab harom sokszogcesucst
haromszog lesz. Konnyen meggondolhato, hogy ekkor a haromszogek szama 4k —3.
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