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Az 1970-es évektdl igen gyiimolcsozéen hasznalhatd kombinatorikus
szamelméletben az ergodelmélet, melyet H. Fiirstenberg, V. Bergelson és
masok inditottak el.

Nevezetes tétel

TETEL [Firstenberg; Szemerédi tétel masodik bizonyitésa]

Ha A C N sorozat felsé siiriisége pozitiv, akkor A tetszéleges hosszi
szamtani sorozatot tartalmaz

Az el6adasban egy Bergelsontdl szarmazé tétel nem ergodelméleti
bizonyitasardl lesz sz6...
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Az 1970-es évektdl igen gyiimolcsozéen hasznalhatd kombinatorikus
szamelméletben az ergodelmélet, melyet H. Fiirstenberg, V. Bergelson és
masok inditottak el.

Nevezetes tétel

TETEL [Firstenberg; Szemerédi tétel masodik bizonyitésa]

Ha A C N sorozat felsé siiriisége pozitiv, akkor A tetszéleges hosszi
szamtani sorozatot tartalmaz

Az el6adasban egy Bergelsontdl szarmazé tétel nem ergodelméleti
bizonyitasardl lesz sz6...

. és egy grafelméleti tételrdl, amely alkalmazhaté a szamelméletben.
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ELOZMENYEK

TETEL[Erdés-Sarkozy|Legyen A C N és

- A
d(A) := limsup Aln) >0

n—o00 n
(A(n) =|AN|[L,n]|). Ekkor A— A halmaz korldtos hézagti

KOVETKEZMENY: A — A tetszbleges szamtani sorozatot tartalmaz.

Az D(A) = A — A halmazrdl sok kérdést lehet felvetni
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ELOZMENYEK

TETEL[Erdés-Sarkozy|Legyen A C N és
— A
d(A) := limsup Aln) >0
n—o00 n
(A(n) = |AN[1,n]|). Ekkor A— A halmaz korlatos hézagii

KOVETKEZMENY: A — A tetszbleges szamtani sorozatot tartalmaz.

Az D(A) = A — A halmazrdl sok kérdést lehet felvetni

DEFINiC1O: Bohr halmaz
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ELOZMENYEK

TETEL[Erdés-Sarkozy|Legyen A C N és

- A
d(A) := limsup Aln) >0
n—o00 n
(A(n) = |AN[1,n]|). Ekkor A— A halmaz korlatos hézagii

KOVETKEZMENY: A — A tetszbleges szamtani sorozatot tartalmaz.

Az D(A) = A — A halmazrdl sok kérdést lehet felvetni

DEFINiC1O: Bohr halmaz

B(S,e) ={m e Z : max|sm| < e}
seS
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ELOZMENYEK

TETEL[Erdés-Sarkozy|Legyen A C N és

d(A) := limsup Aln) >0

n—oo n

(A(n) = |AN[1,n]|). Ekkor A— A halmaz korlatos hézagii

KOVETKEZMENY: A — A tetszbleges szamtani sorozatot tartalmaz.

Az D(A) = A — A halmazrdl sok kérdést lehet felvetni

DEFINiC16: Bohr halmaz
B(S,e) ={m e Z : max|sm| < e}
seS

(Ix]l = minnez |x — nl)
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1.TETEL (Bogolyubov) Tegyiik fel, hogy d(A) > 0. Minden ¢ > 0 létezik
B(S,¢), hogy
B(S,c) c D(DA) =A— A+ A— A
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1.TETEL (Bogolyubov) Tegyiik fel, hogy d(A) > 0. Minden ¢ > 0 létezik
B(S,¢), hogy
B(S,c) c D(DA) =A— A+ A— A

2.TETEL (K¥%) Van olyan A, d(A) > 0, hogy D(A) = A— A nem
tartalmaz Bohr-halmazt.
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1.TETEL (Bogolyubov) Tegyiik fel, hogy d(A) > 0. Minden ¢ > 0 létezik
B(S,¢), hogy
B(S,c) c D(DA) =A— A+ A— A

2.TETEL (K¥%) Van olyan A, d(A) > 0, hogy D(A) = A— A nem
tartalmaz Bohr-halmazt.

3.TETEL (Fglner). Ha d(A) > 0, akkor létezik B Bohr-halmaz, hogy
B\ (A — A) nulla siirliségti.
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BERGELSON TETELE

TETEL
Legyen A C N, d(A) > 0.
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BERGELSON TETELE

TETEL

Legyen A C N, d(A) > 0. Barmely k pozitiv egészhez létezik végtelen B
halmaz, melyre

A-ADB+B+---+B,
(k tagl Osszeg)
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BERGELSON TETELE

TETEL

Legyen A C N, d(A) > 0. Barmely k pozitiv egészhez létezik végtelen B
halmaz, melyre

A-—ADB+B+---+B,
(k tagl Osszeg)

A bizonyitas ergodelméleti.
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BERGELSON TETELE

TETEL

Legyen A C N, d(A) > 0. Barmely k pozitiv egészhez létezik végtelen B
halmaz, melyre

A-—ADB+B+---+B,
(k tagl Osszeg)

A bizonyitas ergodelméleti.

KOVETKEZMENY: A — A tetszéleges hosszii szdmtani sorozatot tartalmaz.
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I11. BizONYITAS; FOLNER TETEL
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I11. BizONYITAS; FOLNER TETEL

DEFIN{CIO:
Legyen f : N, - N, és CCN; C # 0.

FS¢(C) := { Z wici : X C C, |X| < oo; w; € [1,f(i)] HN}.
ceX
Tovabba
FP(C)::{ [[c:xcc x#0, |X|<oo}.

ceX
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I11. BizONYITAS; FOLNER TETEL

DEFINiC16:
Legyen f : N, - N, és CCN; C # 0.

FS¢(C) := { Z wici : X C C, |X| <oo; w; € [1,f(i)] HN}.
c;eX

Tovabba

FP(C)::{HC;:XQC; X 0, |X|<oo}.

ceX

TETEL[H.-Ruzsa] Legyen A C N, tegyiik fel, hogy d(A) > 0. Legyen
f Ny — N, Ekkor létezik egy végtelen C C N, hogy o

A— A D FS:(C)U FP(C).
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Legyen A C Z" az A(x) szamlalé fliggvényt definidljuk az

Ax)= Y 1

acA;lal<x

segitségével.

2025.02,21. SZEGED, BOLYAI INTEZET
N. HEGYVARI (EOTVOS/RENYI) NEHANY KOMBINATORIKUS SZAMELMELETI TI 7 /20



KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Legyen A C Z" az A(x) szamlalé fliggvényt definidljuk az
Ax)= Y 1
acA;lal<x

segitségével.
Az A halmaz fels6 siiriisége legyen d(A) = limsup,_, Al
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Legyen A C Z" az A(x) szamlalé fliggvényt definidljuk az
Ax)= Y 1
acA;lal<x
segitségével.
A(x

Az A halmaz felsé siirlisége legyen d(A) = limsup,_,,, =~

N—

TETEL[H] Legyen A C 7" és tegyiik fel, hogy d(A) =~ > 0. Ekkor
barmely M € N esetén létezik egy végtelen B C 7", hogy

A—ADBFBF---FB=MB,

ahol F azt az dsszeaddst jelenti, ahol az ésszeadanddk paronként
kiilonbozéek
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Tekintsiik az {x;}M7; x; = (Xi, Xiys - - -, Xi,); 0 < x; < M — 1 vektorokat.
Azt mondjuk, hogy

u=v (mod M)

akkor és csak akkor, ha minden 1 < j < n esetén
up=v; (mod M).

Az A halmaz elemeit beosztjuk aszerint, hogy az M hosszi hiperkocka
mely pontjdval kongruensek. Azaz legyen

Aii={acA:a=x; (mod M)}; 1<i<M".

Ekkor valamely i-re nyilvan teljesiil, hogy d(A;) = p > 0.
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Legyen
A=A -x,CL:={u:u=0 (mod M)}.

Mivel
A—A=A—-x)—(A—-x)=A —-A CA-A

ezért elég lesz A’ — A'-ben keresni nagy Osszeghalmazt.
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

Legyen
A=A -x,CL:={u:u=0 (mod M)}.

Mivel
A—A=A—-x)—(Ai—-x)=A-ACA-A,

ezért elég lesz A’ — A'-ben keresni nagy Osszeghalmazt.

LEMMA: Legyen X C Z". Tegyiik fel, hogy d(X) = u > 0. Ekkor létezik
egy véges U halmaz, melyre U + (X — X) D Z".
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS
A lefedési lemma miatt, mivel d(A;) = p > 0, létezik egy U C Z", hogy
A—AN4U=7"

tovabbd s := |U| <

N
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

A lefedési lemma miatt, mivel d(A;) = p > 0, létezik egy U C Z", hogy
A-A+U=72",

tovdbba s := |U| < %.
Legyen x a Z" osszes M-esének egy s-szinezése, azaz legyen:

x:(ZzM = {1,2,..., s},
és szinezziink egy M-est az i-edik szinre,

X(Klaé2a" . 7£M) = ia

ha
K,':FK,':F e :fzﬁ,' ceA—A+u.
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

(A szinezés nem feltétleniil egyértelmii, ha tobb eltoltban is benne van,
valasszuk a legkisebb i-t.)
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

(A szinezés nem feltétleniil egyértelmii, ha tobb eltoltban is benne van,
valasszuk a legkisebb i-t.)

Ismeretes, hogy egy megszamlalhaté halmaz M-eseinek az s szinezései
esetén létezik egy végtelen monokromatikus részhalmaz, azaz olyan,
amelynek barmely M-ese egyszinii (ez az d.n. végtelen Ramsey-tétel).
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

(A szinezés nem feltétleniil egyértelmii, ha tobb eltoltban is benne van,
valasszuk a legkisebb i-t.)

Ismeretes, hogy egy megszamlalhaté halmaz M-eseinek az s szinezései
esetén létezik egy végtelen monokromatikus részhalmaz, azaz olyan,
amelynek barmely M-ese egyszinii (ez az d.n. végtelen Ramsey-tétel).
Azaz létezik egy i és egy B’ C 7" végtelen halmaz, hogy barmely
{x1,%5,...xpy} € B"™™ halmazra

K,':FK,':F e :|:£,' ceA—A+u.
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

(A szinezés nem feltétleniil egyértelmii, ha tobb eltoltban is benne van,
valasszuk a legkisebb i-t.)

Ismeretes, hogy egy megszamlalhaté halmaz M-eseinek az s szinezései
esetén létezik egy végtelen monokromatikus részhalmaz, azaz olyan,
amelynek barmely M-ese egyszinii (ez az d.n. végtelen Ramsey-tétel).
Azaz létezik egy i és egy B’ C 7" végtelen halmaz, hogy barmely
{x1,%5,...xpy} € B"™™ halmazra

K,':FK,':F e :|:£,' ceA—A+u.

Végiil legyen
B:—B —

Jegyezziik meg, hogy B C Z", mivel u; =0 (mod M).
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KOMBINATORIKUS BIZONYITAS

lgy
A-A4+uDBFBY - -FB =MB =
u u ~ u; ~ u: ~
~(o 3 (o) (e ) = (o ) = o
(+M+ + 5 +(B+ 4 + 3 +
Ezért R
A—ADBYBY---FB=MB. O
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N. HEGYVARI (EOTVOS/RENYI)



A LEMMA BIZONYITASA
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A LEMMA BIZONYITASA

A LEMMA BIZONYITASA: Vegylink Z"—bdl egy olyan maximdlis U
kollekciét, amelyre ha vy, up € U, akkor uy # up, esetén

(U1—|—X)ﬂ(UQ—|—X):®

teljesiil.
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A LEMMA BIZONYITASA

A LEMMA BIZONYITASA: Vegylink Z"—bdl egy olyan maximdlis U
kollekciét, amelyre ha vy, up € U, akkor uy # up, esetén

(U1—|—X)ﬂ(UQ—|—X):®

teljesiil. Ekkor U véges pl. |U| < 2/p.
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A LEMMA BIZONYITASA

A LEMMA BIZONYITASA: Vegylink Z"—bdl egy olyan maximdlis U
kollekciét, amelyre ha vy, up € U, akkor uy # up, esetén

(U1—|—X)ﬂ(UQ—|—X):®

teljesiil. Ekkor U véges pl. |U| < 2/p.
Valéban, létezik x, hogy |X N G;| > 2uvol(G;) (G, a z sugard gémb).
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A LEMMA BIZONYITASA

A LEMMA BIZONYITASA: Vegylink Z"—bdl egy olyan maximdlis U
kollekciét, amelyre ha vy, up € U, akkor uy # up, esetén

(U1—|—X)ﬂ(UQ—|—X):®

teljesiil. Ekkor U véges pl. |U| < 2/p.
Valéban, létezik x, hogy |X N G;| > 2uvol(G;) (G, a z sugard gémb).
fgy barmely k diszjunkt eltolt esetén

k%uvo/(Gz) < vol( G4y, ) < vol(G;) + vol(Gy,.,)-
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A LEMMA BIZONYITASA

A LEMMA BIZONYITASA: Vegylink Z"—bdl egy olyan maximdlis U
kollekciét, amelyre ha vy, up € U, akkor uy # up, esetén

(U1—|—X)ﬂ(UQ—|—X):®

teljestil. Ekkor U véges pl. |U| < 2/p.
Valéban, létezik x, hogy |X N G;| > 2uvol(G;) (G, a z sugard gémb).
fgy barmely k diszjunkt eltolt esetén

k%uvo/(Gz) < vol( G4y, ) < vol(G;) + vol(Gy,.,)-

Ebbdl

4 vol(Gy,.....) 2
k< - (14 28 FUmad ) £
- 3,u< * vol(G;) ) o

ha z elég nagy.
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A LEMMA BIZONYITASA

ArriTds: U+ (X —X) D 2"
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A LEMMA BIZONYITASA

ArriTds: U+ (X —X) D 2"

Ha létezne v € Z", v & U + (X — X), akkor barmely v € U; x,x" € X
v # u+x — x', vagy masként v + x’ # u + x, azaz

(v+X)N(U+ X) =0,

ellentmonddsban U maximalitasaval.
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A LEMMA BIZONYITASA

ArriTds: U+ (X —X) D 2"

Ha létezne v € Z", v & U + (X — X), akkor barmely v € U; x,x" € X
v # u+ x — x', vagy masként v + x’ # u + x, azaz

(v+X)N(U+ X) =0,

ellentmonddsban U maximalitasaval.

TETEL Barmely k-ra A — A tartalmaz egy k hosszlsagl szdmtani
sorozatot.

2025.02,21. SZEGED, BOLYAI INTEZET
N. HEGYVART (EOTVOS/RENYI) NEHANY KOMBINATORIKUS SZAMELMELETI T1 14 /20



BIZONYITASA

U={u,u,...,un} az a halmaz, melyre A— A+ U =72".
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BIZONYITASA

U={u,u,...,un} az a halmaz, melyre A— A+ U =72".

Legyen K C Z" egy olyan kocka, melynek élhossza d > 3 max u;.
Legyen L az a racs, amelyik kezd6 celldja K. Nyilvdn minden cella
tartalmaz A — A-beli pontot. Tekintsiik e pontot (mod K), azaz
a—a =r (mod K).
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a—a =r (mod K).
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BIZONYITASA

U={u,u,...,un} az a halmaz, melyre A— A+ U =72".

Legyen K C Z" egy olyan kocka, melynek élhossza d > 3 max u;.
Legyen L az a racs, amelyik kezd6 celldja K. Nyilvdn minden cella
tartalmaz A — A-beli pontot. Tekintsiik e pontot (mod K), azaz
a—a =r (mod K).

Tekintsiik azokat a celldkat, amelyeknek egy kitlintetett csiicsa egy
egyenesre esik. Ezek egy szdmtani sorozatot alkotnak.

Szinezziik e celdkat d” féle szinnel, aszerint, hogy a celldban hova esik
A — A egy pontja (nem feltétlen egyértelmii). A van der Waerden tétel
miatt 1étezik e cellakbdl 4ll6 monokromatikus " szdmtani sorozat”, és
emiatt a K-ban egy rogzitett ry, hogy

{xd+rlicA-A
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egyenesre esik. Ezek egy szdmtani sorozatot alkotnak.

Szinezziik e celdkat d” féle szinnel, aszerint, hogy a celldban hova esik
A — A egy pontja (nem feltétlen egyértelmii). A van der Waerden tétel
miatt 1étezik e cellakbdl 4ll6 monokromatikus " szdmtani sorozat”, és
emiatt a K-ban egy rogzitett ry, hogy

{xd+rlicA-A

(A Heles-Jewett tétel is adott volna egy szdmtani sorozatot)
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

Révész bevezetett egy siirliség fogalmat lokdlisan kompakt
Abel-csoportokban:
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

Révész bevezetett egy siirliség fogalmat lokdlisan kompakt

Abel-csoportokban:
DEFINICIO: Legyen G egy lokélisan kompakt Abel-csoport (LCA group),

és 1 Haar-mérték rajta. Legyen A C G egy Borel-mérhetd halmaz,
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DEFINICIO: Legyen G egy lokélisan kompakt Abel-csoport (LCA group),

és 1 Haar-mérték rajta. Legyen A C G egy Borel-mérhetd halmaz,

Teljesitse tovabba a véges index tulajdonsagot: minden
Hm = {mg : g € G} (m € N) csoportnak véges legyen az indexe.
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

Révész bevezetett egy siirliség fogalmat lokdlisan kompakt
Abel-csoportokban:

DEFINICIO: Legyen G egy lokélisan kompakt Abel-csoport (LCA group),
és 1 Haar-mérték rajta. Legyen A C G egy Borel-mérhetd halmaz,

Teljesitse tovabba a véges index tulajdonsagot: minden
Hm = {mg : g € G} (m € N) csoportnak véges legyen az indexe.

Itt tényleg el kell majd kiiléniteni a Bergelson tétel két részének a
bizonyitdsat (6sszeghalmaz A — A-ban és szdmtani sorozat létezése)
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PELDA[Ruzsa] G :=Z%,, « tetszbleges szdmossag, G-t elldtva a szokdsos
szorzattopoldgiaval.
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

Révész bevezetett egy siirliség fogalmat lokdlisan kompakt
Abel-csoportokban:

DEFINICIO: Legyen G egy lokélisan kompakt Abel-csoport (LCA group),
és 1 Haar-mérték rajta. Legyen A C G egy Borel-mérhetd halmaz,

Teljesitse tovabba a véges index tulajdonsagot: minden
Hm = {mg : g € G} (m € N) csoportnak véges legyen az indexe.

Itt tényleg el kell majd kiiléniteni a Bergelson tétel két részének a
bizonyitdsat (6sszeghalmaz A — A-ban és szdmtani sorozat létezése)

PELDA[Ruzsa] G :=Z%,, « tetszbleges szdmossag, G-t elldtva a szokdsos
szorzattopoldgiaval.

Mivel G-ben minden elem rendje véges, nem lehet akdrmilyen hosszi
szamtani sorozatot taldlni benne.
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

TETEL [H.-Révész]

A(A) = inf su M
FCGiIFI<oo vep, H(F + V)’
Let G be an LCAF group with cardinality a and let A C G be a subset
with A(A) > 0. For every k € N there exists a B C G with cardinality b
such that
A—A>DBIBY...¥B = kB,

where kT B is the restricted set addition, i.e. BXB+ ... B = k+B :=
{b1+b2+-"+bk:b;,bj63; b,‘#bj, 1§i<j§k}.
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EGY TOVABBI ALTALANOSITAS

TETEL:
Let G be an LCAF group with cardinality a and let A C G be a subset
with A(A) > 0. Let Mg = sup{ord(g) : g € G} and assume that

1.) Mg is finite. Then A — A contains an arithmetic progression with
length w(Mg) for some r €,

2.) Mg = oo, then for every k, A — A contains an arithmetic progression
with length k,

ahol k = w*(n) az "inverz van der Waerden fiiggvény: r szinezve
1,2,...,n-et van legaldbb k hosszi szamtani sorozat.
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VEGUL EGY "MATCHING’ PROBLEMAROL
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VEGUL EGY "MATCHING’ PROBLEMAROL

El6zmény:
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VEGUL EGY "MATCHING’ PROBLEMAROL

El6zmény:

Kommunikacids probléma: k jatékos, A1, Aa, ..., Ak egészekbdl 4ll6
halmaz, tgy, hogy FS(Ai) = {3 ,cgx: B CA;; |B| <o} =N+
(i=1,2,... k).

A;-t csak az i—edik jatékos ismeri.
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halmaz, tgy, hogy FS(Ai) = {3 ,cgx: B CA;; |B| <o} =N+
(i=1,2,... k).

A;-t csak az i—edik jatékos ismeri.

Minimélis kommunikaciéval dontsiik el, hogy egy p € N¥ esetén
p € FS(A1 X Ay x -+ X Ag).
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VEGUL EGY "MATCHING’ PROBLEMAROL

El6zmény:

Kommunikacids probléma: k jatékos, A1, Aa, ..., Ak egészekbdl 4ll6
halmaz, tgy, hogy FS(Ai) = {3 ,cgx: B CA;; |B| <o} =N+
(i=1,2,... k).

A;-t csak az i—edik jatékos ismeri.

Minimélis kommunikaciéval dontsiik el, hogy egy p € N¥ esetén
p € FS(A1 X Ay x -+ X Ag).

(Bizonyitottuk, hogy < loglog ||p||).
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VEGUL EGY "MATCHING’ PROBLEMAROL

Egy grafelméleti tétel:

TETEL:
Let Xi,...,Xs be disjoint finite sets and Y1, ..., Y; be disjoint finite sets
too. Let
s t
v=Ux. v=Uv,
i=1 j=1

with |U| = | V| and suppose that 1 < |X;| < \/|U| for i =1,2,...s and
1 <Y < /|V]| for j=1,2,...t. Then there exists a bipartite graph
G(U, V) fulfilling the following conditions:
(A) there are no two edges (x1, y1); (x2, y2) for which

x1,X2 € Xi; y1,y2 € Y for some i and j;

(B) G(U, V) is a matching.
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