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BEVEZETES

A témavalasztasom f6bb motivacioja, hogy a geometria azon teriiletével szerettem volna fog-
lalkozni, ami szoros kapcsolatban all az algebraval. Ezért a dolgozatomban olyan geometriai hé-
lozatokat vizsgéalok, melyek egy meghatarozott miiveletre, loopot, kvazicsoportot, csoportot vagy
Abel-csoportot alkotnak. Tovabbiakban Aczél Janos Kvazicsoportok—halozatok—nomogramok cimii
munkajat dolgozom fel, amely soran bemutatasra keriilnek a regularis halozatok, azon belil is 3
gorbesereges haldzatok.

Az els6 fejezetben roviden Osszefoglalasra keriilnek a nomogrammok (melyek eme halézatok
alapjai) f6bb tulajdonsagai. A méasodik fejezet soran ismertetem azokat a feltételeket (késGbbi-
ekben zarodasi feltételek), melyek teljesiilése esetén a halozat egy algebrai tulajdonsagat kapjuk.
Ugyanebben a fejezetben fogalmazom meg azt a tétel, mely szerint ezen tulajdonsigok barmelyi-
kének teljesiilése esetén, teljesiil a tobbi feltétel is, és a halozatunk reguléaris. A tétel bizonyitasat
dolgozatom végén mutatom be. Miel6tt azonban ratérnénk az algebrai tulajdonsagok vizsgalatara,
a harmadik fejezetben tisztazom a dolgozat szdmara lényegesebb algebrai fogalmakat és tételeket.
A tulajdonsagok kapcsolata a zarodasi feltételekkel a negyedik fejezetben keriil targyalasra, ami
azért fontos, mert ezen azonossagokbol és az 6tddik fejezet altal bevezetett més jellegli algebrai
vizsgalatokbol, fogjuk tudni bizonyitani az utolsé fejezetben a mésodik fejezet végén bemutatott
tételt.

Ezen munkamat a Szegedi Szegedi Tudoméanyegyetem Bolyai Intézetének Geometria Tanszékén
végeztem Dr. Kozma Jozsef vezetésével.

Szeretnék koszonetet mondani Dr. Kozma Jozsef tandr trnak aki a szakdolgozatom kidolgozasa
alatt utmutatésaival és javaslataival tdmogatta munkamat.



SZOVETGEOMETRIAI PROBLEMAK

SIMON DOMAN

1. NOMOGRAMOK

A nomogram tobbvéltozos fiiggvények sikbeli dbrazolasara és az egymashoz tartozd értékek
meghatarozasara szolgild abra. Ebben a munkdban a nomogrammok gorbesereges véltozataval
foglalkozom. Legegyszertibb példaja egy 2-valtozos fiiggvény szintvonalas abréazolasa.

Gyakran megkdnnyiti a nomogramokkal valé banast, ha a goérbéket egyenesekkel tudjuk helyet-
tesiteni. Ez megvalosithatd a valtozok szerepének felcserélésével vagy a skala beosztasdnak meg-
valtoztatasaval.

Egy altalanos egyenessereges nomogram 3 egyenesseregbdl 4ll, melyek egyike az x, mésika az y,
a harmadik pedig a z valtozo6 értékeihez tartozik, és ezek is vannak hozzajuk irva. Péarhuzamos
egyenessereges nomogrammoknal mind a 3 egyenessereg parhuzamos egyenesekbdl all. Gorbese-
reges nomogramnak altalanos egyenessereges nomogrammal valé helyettesitését anamorfézisnak
nevezzik, parhuzamos egyenessereges nomogrammal valé helyettesitését parhuzamos anamorfozis-
nak nevezziik.

Egy parhuzamos anamorfoézis abbol all, hogy az x,y,z valtozok helyébe olyan 1j u,v,w valto-
zokat vezetiink be, melyekkel az x,y és z kozti fliggéskapcsolat w = u + v alakba irhat6. Ha ezeket
az 1 valtozokat u = f(z), v = g(y), w = h(z) alakban definialjuk, az el6bbi egyenlet ilyen alakba
irhato: h(z) = f(x)+g(y), és ennek kell z = zy-nal egyenértékiinek lenni (ahol xy altalanos kétval-
tozos fiiggvénykapcsolatot jelent. Az f, g, h fliggvényeket folytonosnak és szigoriian monotonnak
szokas feltételezni.

2. GEOMETRIAI HALOZATOK

Ebben a dolgozatban sikbeli geometria halozatnak fogunk nevezni a sik egy tartomanyaban 3
gorbesereget, melynek gorbéi folytonosak, ha a tartomany minden pontjan pontosan egy gorbe
megy at mindegyik sereghdl, és két kiilonboz6 seregbeli gérbe pontosan egy pontban metszi egy-
mast.

2.1. Definicié. Regularisnak neveziink egy geometriai halézatot, ha kolcsonosen egyértelmd és
folytonos modon leképezhet harom parhuzamos egyenesseregre.

Mivel mindig elérhetd, hogy két gérbesereg ilyen moédon menjen at két parhuzamos és egymasra
merdleges egyenesseregbe, igy ezek a derékszogt koordindtarendszer koordinatavonalainak, a har-
madik gorbe pedig a z = zy fliggvény szintvonalainak tekinthets. Ebbdl kdvetkezGen a regularitas
azt jelenti, hogy topologikusan ekvivalens azzal a halézattal, amely a koordinataegyenesekbdl és a
w = v + u fliggvény szintvonalaibol (135°-0s egyenesekbdl) all. Meg lehet mutatni, hogy vannak
olyan f,g,h fiiggvények melyek folytonosak szigortian monotonok, értékkészletiik a szamegyenes,
és fennall

h(zy) = f(z) + g(y). (2.1)

Az alabbiakban geometriai halozatok regularitasara geometriai jellegii feltételeket adunk meg.
Ezek lesznek az ugynevezett zarddasi feltételek.
4
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2.1. ZARODASI FELTETELEK

Legyen 1, x2, x3, x4 tetsz6leges x értékek, yi1, vy, ys3, ys4 pedig tetszbleges y érték, és azt, hogy
két kiilonbozs x;, y; (i = 1,2,3,4) par metszéspont ugyanazon z gérbén (szintvonalon) van rajta,
egyenlséggel fejezziik ki. Ekkor a feltételek az alabbiak:

Thomsen-feltétel (77):

(T) z1y2 = @2y €8 T1Y3 = T3Y1 = Tays = T3Ya2.

A
Y3
Y2 ™
N
Y1 Il
Tl xro T3

2.1. abra. Thomsen-feltétel

Reidemeister-feltétel (R):

(R) T1Y2 = T2Y1 és T1Ys = T2Y3 és T3Y2 = T4Y1 = T3Y4 = T4Y3.

A
Y4
yq ™\
1/
Y3
Y1
x x x T4

2.2. abra. Reidemeister-feltétel

Bol-feltételek (B):

(B1) ®1y2 = Tay1 €8 T1Ys = Tayz €S Toys = TaY1 = T2Ys = T4Y3,
(B2) z1y2 = Tay1 €S T1Ys = TaYa €S T3Ya = Tal1 = T3Ya = Tay2,
(Bs) @1y2 = Tay1 €S T1Ys = TaY3 = T3Y2 = T4Y1 = T3Ys = T4Y3.
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A
Ya A
T Ya
u3 ™ T
T N v a
Il L
Y2
T Y1
Y1
ac1' o I a:gy 247
1 xr2 3 (BQ) feltétel
(Bl) feltétel
A
Y4
u3 N
T 1
Y2
Y1
:vly x2 I 333' 147

(Bs) feltétel

2.3. abra. Bol-feltételek

Ha mindhéarom feltétel teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a (B) Bol-feltétel teljesiil. Konnyen be-
lathato, hogy a Bol-feltételek a Reidemeister-feltétel speciélis esetei.

Hatszog-feltétel (H):

(H) z1y2 = 22y1 €8 T1Y3 = Taya = T3Y1 = T2y3 = T3Ya.

A
Y34
Y2 1 ™
N
Y1 |
t t t >
T T2 T3

2.4. abra. Hatszog-feltétel
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A
ds Y, Y4
do Y> U3 \
T N
b1 Y3 Y2
b2 1
dy b3
T 9 T3 T4
X3 X3 X
as a2 ai
c1 Cc2 c3
2.5. dbra

Itt is konnyen belathato, hogy ezen feltétel valamelyik Bol-feltétel speciélis esete.

Ezeknek a feltételeknek tetszéleges x;,y; értékekre teljesiilniiik kell, nagységrendjiiktsl fiigget-
lendil.
2.2. Tétel. Tetszbleges x; és y; esetén (T) = (R) = (B) = (B1); (B2); (Bs) = (H).

Bizonyitas. Mivel (B) az (R)-nek, a (By)-k a (B)-nek, a (H) pedig valamely (Bj)-nak specialis
esete, ezért csak a (T)=(R) esetet kell bizonyitani. Tegyiik fel, hogy (T") teljesiil barmely harom
z-re és y-ra. Cél, hogy tetszéleges x;, y; (i,j = 1,2,3,4) esetén (2.5. abra) az

T1Y2 = T2y1 €S T1Ys = T2Yy3 €8 T3y2 = T4l (2.2)

Osszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy

T3Yq = T4Y3- (2.3)
Legyen
X1 =z, Xo=x1, Y1 =uys, Yo =y3, Y3 =12, (2.4)
ekkor
XY, = XoY, (2.5)

és értelmezziikk Xs-at mint az (X, Ys) pontot tartalmazéd z-gorbén az Y; y-értékhez tartozod z
értéket:

X1Ys = X3Y1. (2.6)
(2.5) és (2.6) éppen a (T) els6 része X1,Y1, Xo, Yo, X3, Ys-ra, és mivel (T) barmely z, y-ra érvényes,
ezért kovetkezik

XoY3 = X3Ys. (2.7)
Tovabba

a; =4, ag =13, a3 = X1 =12, by = Y3 =y, b2 =y, (2.8)

igy a1by = agby, és definidljuk bs-at az alabbi egyenlettel

a163 = agbl. (29)
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Ekkor (T) feltétel része teljesiil a1, by, as, b, as, bs-ra, igy a kovetkezménye is:

asbs = asbs. (2.10)
Végiil a
c1=X3, cg=ax=x3, cg=0a1 =104, d1 =b3, da=Ya=1y3, d3=Y1 =14 (2.11)
jeloléssel
c1dy = X3Ys = XoV3 = 21y2 = 22y1 = azbz = azbs = cady (2.12)
(2.11), (2.7), (2.4), (2.2), (2.8), (2.9) és Gjra (2.11) miatt, tovabba
c1ds = X3Y7 = X Y3 = azb; = a1bs = c3d; (2.13)

(2.11), (2.6), (2.8), (2.9) és (2.11) miatt. A (2.12) és (2.13) képletsorokat nézve (T') elsG részét
kapjuk, tehat méasodik része is teljesiil:

T3Ys = Cod3 = c3da = T4Y3,
ami éppen a (2.3). ]

2.3. Tétel. Geometriai hdlozatokndl a (T), (R), (B1), (Bs), (Bs), (B) és (H) feltételek mindegyike
kilon-kilon sziikséges €s elégséges feltétele a hdlozat reqularitdsanak.

A tétel bizonyitasat algebrai halozatokra vonatkozo bizonyitandé tételekbdl fogjuk levezetni a
késébbiekben.

3. KVAZICSOPORTOK

Mielstt attérnénk a halozatok algebrai jellegii vizsgalatara, érdemes par algebrai fogalmat be-
vezetni.

3.1. Definicié. Grupoidnak neveziink egy nem iires G halmazt, ha értelmezve van rajta egy
G x G = G egyértelmd mivelet. Jel6lés: (G, ")

3.2. Definicié. Legyen (G, ) egységelemes grupoid. Ha a grupoid a és b elemére fennall a-b = e,
ahol e a grupoid egységeleme, akkor a-t a b balinverzének, b-t az a jobbinverzének nevezziik.

3.3. Definicié. Egy (G, ) grupoidot kvdzicsoportnak neveziink, ha barmely h=g-z ésh=1y-g
alaki egyenlet G-ben egyértelmtien megoldhaté.

3.4. Definici6. Egy egységelemes kvazicsoportot loopnak neveziink.

3.5. Definicié. Egy (G, ) loop Moufang-tulajdonsagu, ha barmely x,y, z € G-re teljesiil
(@-y)-2) y=z-(y (2-y)

3.6. Definici6. Egy (G, ) grupoidot félesoportnak neveziink, ha a - miivelet asszociativ.

3.7. Definicié. Egy (G, ") loopot csoportnak neveziink, ha a - mivelet asszociativ.

3.8. Definicié. Ha egy grupoid miivelete kommutativ, akkor a grupoidot Abel-félének nevezziik.
Ilyen értelemben beszélhetiink Abel-féle kvazicsoportrol, Abel-féle félcsoportrol stb.

3.9. Definicié. A (G, ) grupoidnak a (H,o) grupoidra valo egyértelmd ¢ leképezését homomor-
fizmusnak nevezziik, ha G barmely két g1, g2 elemére

(91-92)p = 100 g2
teljestl.

3.10. Definicié. Ha a ¢ homomorfizmus G-nek bijektiv leképezése H-ra, akkor azt mondjuk,
hogy ¢ a (G, ) grupoidnak a (H,o) grupoidra valé izomorfizmusa.

3.11. Definici6é. A (G,-) grupoidnak valamely a elemét balreguldrisnak (jobbreguldrisnak) nevez-
ziik, ha B, (J,) a G halmaz énmagara valo kolesonosen egyértelmi leképezése, ahol:

2B, =azx (zJ, =za) z € G.

Ha az a egyszerre bal- és jobbregularis, akkor reguldrisnak nevezziik.
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3.12. Definicié. A (H,o) grupoid a (G,-) grupoid izotdpja, ha létezik G-nek H-ra valé olyan
a, B, harom bijektiv leképezése, hogy

raoypB = (xy)y

minden z,y € G-re teljesiil. A rendezett («, 8,7) harmast a (G, -)-nek (H,o)-ra valo izotopizmu-
sdnak nevezzik. Jelolés: (G,-) = (H,o).

Az izotopizmus az izomorfizmus fogalmanak altalanositéasa.
3.13. Tétel. Az izotdpia ekvivalenciareldcio.

Bizonyitas. (a) (G,-) = (G, ") teljesiil, ha «a, 8, yv-nak az identikus leképezést valasztjuk.

(b) Ha (H,0) =~ (G, ), akkor (G, ) ~ (H, o) teljesiil hogyha az els§ esetben valasztjuk (o, 3,7)-t
mésodikban pedig (a1, 371, v 1)-t.

(¢c) Ha (G,-) = (H,o) és (H,0o) ~ (K,x), akkor (G, ) = (K,*). Legyen (a1,81,71) (G,")-
r6l (H,o)-ra, (ag,f2,72) pedig (H,o)-r6l (K, *)-ra. Ekkor tetszSleges z,y € G elemekre za; o

ybr = (zy)n (€ H), (zar)az * (yb1)f2 = ((xy)n)72, azaz x(araz) *y(B162) = (zy)(1172), tehdt
(12, 8182, 7172) a (G, -)-r6l (K, *)-ra izomorfizmus. ]

3.14. Definicié. Legyen (G,-) és (G, *) ugyanazon G halmazon értelmezett két grupoid. Azt
mondjuk, hogy (G, *) a (G, ") {6izotépja, ha létezik G-nek két olyan ¢ és o permutacioja, hogy
minden z,y € G-re

TP *yo = xy.
Ilyen értelemben beszélhetiink f6loopizotoprol (tovabbiakban FL-izotop).
3.15. Tétel. Grupoid bdarmely izotépja izomorf a grupoid valamely féizotépjihoz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (o, 3,7) a (G, ) grupoidnak (H,o)-ra valé izotopizmusa. (G, *)-ot
a kovetkezd szerint definialjuk:

zxy=(zya )(yyB™) z,yeG
Ez mutatja, hogy (G, ) a (G, *)-nak f6izotopja. Masrészt az egyenlSseg az (a, 3, y) izotopizmusnal
zyoyy = (xxy)y

egyenléségbe megy at, ami mutatja, hogy v a (H, o)-nak (G, x)-ra valo izomorfizmusa. |

3.16. Tétel. Legyen (o, B,7) a (G,-) grupoidnak (H,o)-ra vald izotopizmusa. Az x € G akkor és
csak akkor balreguldris (G, -)-ben, ha xa balreguldris (H,o)-ban. Hasonldképpen y(€ bfG) akkor
és csak akkor jobbreguldris (G, -)-ben, ha yB jobbreguldris (H, o)-ban.

Bizonyitas. Legyen x balregularis, és tekintsiik az
zaou=z (€bfH) (3.1)

egyenlet. Az x balreguldritdsa miatt van olyan v(€ G), amelyre xv = zy~!. Ekkor za o vf = z,
tehat v = vB az (3.1) egyenlet megoldasa. Legyen uy és us (€ H) két ilyen megoldas, azaz
T ou] = T o uz. Ekkor

(z-u1 )y =zaou; =zaouy = (z-uxB7 ).

Mivel v koleséndsen egyértelmii leképezés, x - u1 71 = - ug3~! kovetkezik. Az x elem balre-
gularitasa miatt w871 = ueB~!. Mivel 8 is kolcsondsen egyértelmid leképezés, u1 = uo adodik.
Mivel (G,-) a (H,o) grupoid izotopja, az x elemre vonatkozo csak akkor allitdst mar nem kell
bizonyitani. A jobbregularitdsra vonatkozo allitast ugyanigy kell bizonyitani |

3.17. Kovetkezmény. Kuvdzicsoport barmely izotopja kvdzicsoport.
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4. ALGEBRAI HALOZATOK
Ha megnézziik a zarddasi feltételeket, latszik, hogy ezek teljesen algebrai jellegtiek.

4.1. Definicié. Kvazicsoportot alkot, és (G, -)-tal jeloljiik a z = zy eredmény( mtvelettel ellatott
G halmazt, ha teljesiilnek a kvazicsportnal leirtak. Pontnak nevezziink G-beli x, y rendezett elem-
part, és (x,y)-nal jeloljiik. 1-gorbének nevezziik az (a,y) alaka ponthalmazt, valamilyen rogzitett
a-re és tetszoleges y-ra. 2-gorbének nevezziik az (x,b) alakd ponthalmazt, ahol b szintén rogzi-
tett, és x tetszbleges. 3-gbrbének hivjuk az olyan (x,y) pontok halmazat, amelyekre xy = ¢ (z,y
tetszoleges, és c rogzitett). Az a, b, c tetszoleges elemei G-nek, de adott gorbék esetén rogzitettek.

4.2. Definici6. Algebrai halozatnak nevezziik a (G, -) kvazicsoportban fentiekben definialt médon
megadott 1-, 2- és 3-gérbék altal alkotott harom osztalyt, valamennyi G-beli a, b, c-re.

E gorbeosztalyok gorbéi eleget tesznek a geometriai halézatok értelmezésében szerepld vala-
mennyi feltételnek, kivéve a folytonossiag kovetelményét. Ugyanigy a zarodasi feltételek képletei
értelmesek maradnak. Tekintsiik egy (G, ) kvazicsoport (H, o) izotopjat és a hozza tartozo f, g, h
kolcsonosen egyértelmi leképezéseket, ekkor

h(zy) = f(x) o g(y) (4.1)
minden G-beli z, y-ra teljesiil. Mivel a (G, -)-beli z = ¢; 1-gorbének a vele izotop (H, o) kvazicso-
portban az f(z) = ¢{(= f(c1)) 1-gorbe felel meg, és hasonléan y = co-nek g(y) = ¢4 és xy = cz-nak
h(zy) = f(x) o g(y) = ¢, tovabba mivel a zarodasi feltételek egy kvazicsoporttal egyiitt annak
minden izotépjara is teljesiilnek, ezért egy algebrai hal6zathoz nemcsak egy kvazicsoportot, hanem
az Osszes vele izotop kvazicsoportok egész osztalyat hozzarendelhetjiik.

4.3. Definicié. (a)-regularis egy algebrai halozat, ha a hozzarendelt kvazicsport-osztély tartalmaz
Abel-csoportot.

4.4. Definicié. (c)-regularis egy algebrai halozat, ha a hozzarendelt kvazicsport-osztaly tartalmaz
csoportot.

4.5. Definicié. (m)-reguléris egy algebrai halézat, ha a hozzarendelt kvazicsport-osztély tartalmaz
Moufang loopot. (mg)-, illetve (ms)-regularis, ha a hozzarendelt kvazicsport-osztaly tartalmaz
olyan loopot, melyre teljesiil:

minden z, y, z € G-re.

4.6. Definici6é. (h)-regularis egy algebrai halozat, ha a hozzarendelt kvéazicsport-osztaly minden
loopja hatvanyasszociativ.

Konnyen belathato, hogy a regularitasok eréssége kozott is vonhatd erdsségiik szerint relacio.
Most azt bizonyitjuk, hogy a regularitas kiilonbozé fokai egy-egy zarodasi feltétellel egyenértékiek.
Tekintsiik (G, ) FL-izotopjat, (G, o)-t, amelyet igy definidlunk:

svout = st, (4.2)

ahol u, v € G rogzitett. Mivel adott u, v mellett teszéleges x, y elGallithato egyértelmiden: x = sv,
y = ut alakban, ezért (4.2) egyértelmiien értelmezi x o y-t és (G, o) kvazicsoport. Szemléletesen a
4.1. dbra mutatja.

4.7. Tétel. (a) & (T).
Bizonyitas.

(T) = (a)
(T)-bol kovetkezik (G, ) minden FL-izotopjanak kommutativitasa: Legyen 21 = u, y; = v adott.
Tetsz6legesen megadott z,y € G-hez (G, ), kvazicsoport volta miatt talalhatok olyan xa, ya, 3, ys
értékek (4.2. 4bra), hogy

T = uys = TV €8 Yy = uysz = T30, (4.3)

vagyis x1ys = Tay1 €s x1ys = x3yy teljesiil, és ezért (T) kovetkezmény része is

T2Y3 = T3Y2. (4-4)
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A
t y = ut roy =st
vl uv T = sv
C t t »
u s
4.1. dbra
A
Y3 oY
K}
yox
v oyl
T Y
b } } —>
T1 T2 T3
u
4.2. abra

(4.3) és (4.2) miatt x oy = 290 0 uy3 = Tay3 €S Y © T = T3V O UYy = T3Ya, tehat
Toy=you. (4.5)

Nézziik az asszociativitast. Legyen u helyett most w (v = y; valtozatlan) és sv x wt = st altaluk
megadott = miivelet is kommutativ:

THZ=2%2 (4.6)

akkor tetszGleges =,y € G-re adott u, v-hez van olyan s,t, hogy = = sv, y = ut, tehat
xoy=svout=st=sv*kwt=xx*(wvout)=u1zx*(qoy). (4.7)

Itt w tetsz6legesen valaszthatd, tehat ¢ = wwv is, vagyis minden g-hoz értelmezhets olyan * mivelet,
hogy (4.7) igaz legyen minden z,y € G-re. Marmost tetszéleges p, ¢, € G-re — *-ot gy vélasztva
meg, hogy (4.7) fennalljon — érvényes

(pog)or=(gop)or=(qgop)*(gor)=)(gor)*(gop)=(gor)op=po(gor)

((4.5),(4.7),(4.6), (4.7) és ismét (4.5) alkalmazasaval) tehat (G, -) minden (G, o) FL-izotopja nem-
csak kommutativ, de asszociativ is, mely kvéazicsoportokat Abel-csoportoknak neveziink, tehat
minden FL-izotopja Abel-csoport. 3.15. Tétel miatt (T')-bol kovetkezik, hogy (G, ) minden loop-
izotopja is Abel-csoport.

(a) = (T)
A halozathoz rendelt, izotop kvazicsoportokbol allo osztaly azon kvéazicsoportjara, mely (a) szerint
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A
Ya yoz zo(yoz)
1 =z
Y3 (zoy)oz
Y2
vyl
y T TOoYy
I il il # il #;
Tl T2 T3 T4
u
4.3. dbra

Abel-csoport, a (T') feltétel teljesiil, ugyanis
(T1y2 = 2291 €8 T1Yy3 = w3Y1) =
z1ys(21y2) " = w3y (wayn) ' =
ysys | = w3xy ' = Toys = T3y,
(hisz Abel- csoportokban (z-y)-z=ax-(y-2)=x-y-2, (x-y) "=y to~t =2 1y~ stb). Es,
mint emlitésre keriilt, ha (T') egy kvazicsoportra teljesiil, akkor annak minden izotopjara, tehat az

algebrai héalézathoz rendelt osztaly minden kvazicsoportjara is. |

4.8. Kovetkezmény. Ha (T) egy y1 € G-re és minden x1, 2, ya, x3, ys € G-re teljesil, akkor
minden 1, Y1, T2, Y2, T3, Y3 € G-re is teljesiil.

4.9. Tétel. (¢) & (R).
Bizonyitas.
(R) = (¢)
Rogzitsiik 1 = u, y1 = v-t (4.3. dbra), akkor a kvazicsoport tulajdonsag miatt teszdleges x, y, z-
hez van olyan x2, y2, x3, y3, 24, ya, hogy

Y = uY2 = T2V, (4.8)
ez meghatéarozza (xa-t és yo-t),
T =3V, 2 = UyYs, (4.9)
(ezek meghatéarozzak ws-at és ys-at) és
T2y3 = UYs, T3Y2 = T4V (4.10)

(ezek meghatarozzak x4-et és yy-et). De (4.8) és (4.10) éppen (R) feltételrésze, tehat teljesiil a
kovetkezmény-rész is
T3Yqs = T4Y3. (411)
(4.9), (4.8), (4.2), (4.10), (4.9), (4.2) egymés utani alkalmazasaval
(oy)oz=(w3vouyz) oz =a3yz 02 = T4V 0UY3 = T4Ys,
xo(yoz) :(EO({EQ’UO’LLyg) =T O0X2Y3 = T3V O UY4 = T3Y4,
tehat (4.11) valéban azt mondja ki, hogy o asszociativ. Mivel (G, o) kvazicsoport, és az asszociativ

kvézicsoportok éppen a csoportok, ezért a bizonyitas ebbe az iranyba kész. Ha u, v-t nem vessziik
rogzitetnek, (G, -) minden FL-izotopja csoport, és mivel csoport izomorfja is csoport, ezért (T')-bél
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kovetkezik, hogy (G, -) minden loopizotépja csoport.

(B) < (©
Halozathoz rendelt osztély azon kvazicsoportjara, mely (c) szerint csoport, az (R) feltétel teljesiil,
ugyanis
(T1y2 = T2y €8 T1ys = Tay3 €S T3Y2 = Ty4Y1) =
z3y2(21y2) " 1ys = zayr (22y1) " w2y = T3ys = Tays,
(mivel csoportokban (z-y)-z = x-(y-2) = x-y-2, (zy) "' = y~to~!) Ha Pedig (R) egy kvézicsoportra
teljesiil, akkor teljesiil minden izotopjara, tehat az algebrai hal6zathoz rendelt osztaly minden

kvéazicsoportjara is. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
|

4.10. Kovetkezmény. Ha (R) egy-egy y1 € G-re és minden 1, T2, Y2, T3, y3 € G-re teljesiil,
akkor minden x1, y1, T2, Y2, T3, Y3 € G-re is teljestil.

4.11. Tétel. (m) & (B), illetve részletesebben:
(m1) < (Bi), (m2) < (B2)
(B1) és (B2) = (Bs)
((m1) és (my)) < (m)
Bizonyitas.

((m1) és (m2)) = (m)
Cél bebizonyitani, hogy ha (G, -) loop (azaz olyan kvazicsoport, melyben minden x € G-re

er=xe=zx (4.12)

teljesiil), akkor (my) és (msg) fennallasabol a 3.5. Definici6 egyenlete kovetkezik. Jeldlje y~t-gyel y
balinverzét, vagyis a

yly=e (4.13)
egyenlet megoldasat. (mj)-bol z = y~1, yx = w-vel (4.13) és (4.12) miatt
gyt w) = w (414)

érvényes minden y, w-re. Masrészt (mg)-b6l z = y~l-gyel ismét (4.13) és (4.12) miatt 2z -y =
vy~ ((y-2)-y) és ha ezen egyenlet mindkeét oldalat balrol y-nal megszorozzuk (4.14)-at figyelembe
véve ((y-2)-y = w-vel), akkor y- (z-y) = (y- z) - y-t kapunk és igy (m2) a 3.5. Definici6 egyenletébe
megy at.

(m) = (m1), (m) = (ms)
Cél megmutatni, hogy ha a (G, -) loopban 3.5. Definicié egyenlete fennall, akkor (m;) és (mg) is
érvényes. Legyen x = e-vel, ekkor 3.5. Definicio egyenletébdl (y - z) -y = y - (2 - y)-t kapunk, igy
3.5. Definici6 egyenletébdl (mso) azonnal kovetkezik. 3.5. Definicio egyenletébdl x =y~ és z-y = w
helyettesitéssel (4.13) és (4.12) miatt

w=y ' (y-w) (4.15)
kovetkezik. A 3.5. Definicio egyenletébdl mar levezetett (mg) y = 271, - 271 = r helyettesitéssel
(4.13) és (4.12) miatt

(r-z)-zt=r (4.16)

egyenletet ad minden r, z € G-re. (4.15)-et jobbrol (y - w)~'-gyel szorozva (4.16) révén (r =
y~h z=y-w) w-(y-w)"t=y"! egyenletet, és ezt balrol w~!-gyel szorozva (4.15) miatt
(y-w) " =w oy (4.17)

1 1

egyenletet kapunk. (mg)-ben x, y, z helyébe rendre x=1, y=! 271t frva, és utana (4.17)-et
hasznalva
(o)t -z )y =2t (zy) oy,
majd
(z-(y-a) "ty t=at (y (2y) T
végiil

-(z--2) =y (z-9)-2)7",
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A
d3 Yy Y4
dg ba Y3l
dy Yo Y2
do by Yz Y1
b1 Y1
T T2 T3 T4
X1 Xo X4
al a as a4
Cq c2 Cc1
4.4. dbra

ami a balinverznek az egyértelmisége miatt éppen az (mq)-et adja, és ezzel az allitast bizonyitottuk.

(Bl) és (BQ) = (Bg)

Tegyiik fel, hogy tetszleges xj-kre és y,-kre (By) és (Bs) teljesiil, és kérdés az, hogy teszdleges

T1, Y1, T2, Y2, T3, Y3, T4, Y4 esetén teljeSﬁl_e (B3)a Vagyis
T1Y2 = Toy1 €S T1Y4 = ToYy3 = T3Y2 = T4l
egyenletbsl kovetkezik-e
T3Yq4 = T4Ys3.
Vezessiik be (4.4. 4bra) a

Xi=xz1, Xo=u4, Yo=y2, Ys=uy1, Ya =y
jeloléseket, akkor (4.18) egyenletbsl
X1Yy = XoYs,
és definialjuk Yi-et és X -et
X,Ys = XoY; illetve XoYs = X4V3
egyenletekkel. (4.21) és (4.22) épp (Bq) feltevés része, tehat teljesiil a kovetelmény rész is:
XoY, = X4Y5.
Vezessiink be 1j jeldléseket
a; =x2, ag = Xo =1x4, ag = Xy, by =Y1, by =Yz =y1, by = y3.
(4.18), (4.20), (4.22) és (4.18) miatt teljesiil
a1by = xoy1 = x1y2 = X1Ya = XoY1 = agby €s a1by = x2y3 = x4y1 = agba,
és definialjuk ag-at
asby = asbq
egyenlettel. Igy (B,) feltevés része teljesiil, tehat a kovetkezmény rész is
asby = agbs.
Végiil a
€1 =asz, c2 =az = Xo =14, ¢4 = T3,

diy=Ys=9yo, do=by=Y3=y1, d3 =Yy =4, dy =by = y3

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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b yor yq(zo(yox))
Y3 glo(yox
z
Ysl
(yo(goy))ox
Y2
Y1 zZoy
+ z
v Y1
y yo(30y)
x1 x2 T4 Xo X4

4.5. abra

jeloléssekkel a (4.27), (4.25), (4.24), (4.22) és tjra (4.27) miatt kapjuk
c1dy = agby = asby = X4 Y1 = XoYs = cady,
tovabba az (4.27), (4.26), (4.24), (4.23) és (4.27) miatt kapjuk
c1ds = azby = agbs = X4 Y3 = XoYy = cads
és (4.27), (4.18) miatt pedig kapjuk
Cody = x4y = w3Y2 = cady.
Tehat (By) feltevés része ismét teljesiil, igy a kovetkezmény rész is:

Cody = cyudg,

15

vagyis (4.27) szerint valoban teljesiil (4.19) és ezzel az allitas ezen részét is be bizonyitottuk. (B)
definicidja ((B1), (B2) és (Bs) egylittes teljestilése) miatt ennek a résznek a feltevése masképp azt

jelenti, hogy
((B1) és (B2)) < (B).

(B1) = (m1)

Rogzitsiik (4.5. abra) zo = u, Y7 = wv-t, akkor tetszélegesen megadott x, y, z-hez van olyan

z1, y—1, y2, ys, 4, Ya,, Xo, Y3, Xy, hogy
r=uY3, z=1x4v
(ezek meghatéarozzak Ys, wy-et),
Yy =uyr = xay1 = Xo¥1 = Xov
(ez meghatéarozza y;, Xs-t), tovabba
ZOY = T4V OoUY] = T4yl = T2Y2 = UY2,
yo(zoy) = Xovouys = Xoys = X4¥1 = Xyv
(ez X4-et értelmezi), valamint (4.29) kiegészitésiil

Yy =x2y1 = XoY1 = 2192

(4.28)

(4.29)
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(ez z1-et értelmezi), és (4.2), (4.28) és (4.29) figyelembe vételével

yor = XovouYs = XoY3 = x1y4 = T2y3 = uys (4.33)
(ez végiil ys és yy-et értelmezi). (4.32), (4.33), (4.30) szerint (By) feltétel része fennall

TiY2 = Tay1 €S T1Ys = TaYsXaY2 = Tali,
tehat a kovetkezmény része is:
TaYy = T4Y3,
akkor pedig, figyelembe véve (4.28), (4.33), (4.2)-at is
zo(yox)=T4v0uUY3 = Tay3s = TaYs = UY4
és (4.29), (4.2) osszefiiggéssel
yo(zo(yowx)) = Xavouys = Xoys. (4.34)
Masrészt (4.32), (4.33), (4.31) miatt
z1y1 = XoY1, és mys = XoV3, & zoys = Xy4V7,
vagyis ismét teljesiil (B) feltétel része, tehat igaz a kovetkezmény része:
Xoys = X4Yis.
De akkor (4.31), (4.28), (4.2) és (4.34) miatt
(yo(zoy))ox=Xgwou¥Ys =X4Ys =Xoys =yo(z0(yox)),
ez éppen azt jelenti, hogy a (G, o) loop rendelkezik az (m;) tulajdonsiggal. Bizonyitas ezen részével
is végeztiink. Mivel pedig (Bs2) ugy all el (Bq)-bél, hogy az x;-k és y;-k szerepét felcseréljik
(geometriailag ez a vizszintes és a fliggtleges tengely felcserélését jelenti) és hasonlo felcserélés
roy=svoul=st
egyenletet atviszi
yox =tvous =t's

egyenletbe, (4.6. d4bra szemléletesen mutatja, hogy a vizszintes és a fligg6leges tengelyek szerepe

felcserélsdik az x o y-rol y o z-re vald attéréssel) tehat az (mq)-nek (G, o)-ben megfelels (éppen
bebizonyitott)

yo(zo(yow))=(yo(z0y))ox
egyenletet atviszi

(zoy)oz)oy=xzo((yoz)oy)
egyenletbe, ami éppen az (mg)-nek megfelels egyenlet (G, o)-re, ezért az el6z6 bizonyitasbol ko-
vetkezik

(Bz) = (ma),
és 1gy az eddig bebizonyitottak miatt
(B) = (m)

is. Ha wu és v-t végigfuttatjuk G-n, akkor latjuk, hogy (G, -) minden FL-izotopjaban teljesiil (m;),
illetve 3.5. Definicio, mivel ezek izomorf loopokra is 6roklddnek, ezért (B;)-bdl, illetve (Bsz)-bdl,
illetve (B)-bdl kovetkezik, hogy (G, -) minden loop-izotopja kielégiti (my)-et, illetve (ms2)-t, illetve
3.5. Definiciot, tehat Moufang-loop.

(m1) = (B)
A felcserélhetéség miatt (mg) = (Bz) esetre nem sziikséges bebizonyitani. Eldzéekben lattuk,
hogy (m1)-bol kovetkezett (4.14). Masrészt (mq)-bol z = y~1 (vagyis zy =€) és yz = e-vel yz = ¢
(a balinverz egytttal jobbinverz is), tehat y = 2=, amivel (4.14)

2l (zw) = w (4.35)
egyenletbe megy at. Tehat a halozat azon kvazicsoportjara, melyben (mq) teljesiil, egyuttal ez is
igaz. Akkor viszont (Bj) is all e kvazicsoportban

T1Y2 = T2Y1, (436)

T1Ys = T2Y3 (4.37)
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A
t oy
s’ yox
.
x Y
u S t/ -
4.6. abra
és
ToY2 = Tal1 (4.38)
egyiittes fennallasabol kovetkezik
TaY4 = T4Y3. (4.39)

Valoban, (4.36) egyenletet balrol 7 '-gyel szorozva (4.35) miatt yo = 27" o (z2 0 y1), és (4.38)
egyenletbdl (mq) figyelembe vételével

1'952))'?/1-

zayr = ways = wa (a7 - (w2 - y1)) = (w2 - (2]
Az x41y1 = z egyenletnek z4-re a megoldasa
Ty =9 (x71 - 22),
tehat (mq), (4.37) és (4.35) felhasznalasaval
Tays = (w2 - (27! 22)) - yp = w2 - (a7 - (22 y3)) = w2 - (a7 - (21 - ya)) = T2y,
és ez éppen (4.39), tehat (B) e kvazicsoportban valoban teljesiil. De akkor teljesiil minden izotop-

jaban, tehat az algebrai hal6zathoz rendelt osztaly minden kvazicsoportjaban is. Ezzel 4.11. Tétel
bizonyitésat befejeztiik. [ ]

4.12. Kovetkezmény. Abel-csoporittal, ill. csoporttal, ill. Moufang-looppal, ill. (mq)-et, ill. (mg)-t
kielégitd looppal izotép minden loop Abel-csoport, ill. csoport, ill. Moufang-loop, ill. kielégiti (m4)-
et, ill. (mg)-t

4.13. Tétel. (h) = (H).

Bizonyitas.
(H) = (h)
Tetsz6leges
Ty =u, Yy =0 (4.40)
x, y mellett xo, yo, x3, ys valaszthato tgy, hogy
T = uys = Tav (4.41)
(ez meghatarozza xa, yo-t), és akkor
T OX =TV 0UYy = ToYp = UY3 = T3Y1, (4.42)

(ami megadja x3, ys-at), (4.40), (4.41) és (4.42) szerint teljesiil (H) feltétel része is (vo. a 4.7. ab-
raval):
T1Y2 = T2y1 €S T1Y3 = T2Y2 = T3Y1, (4.43)
tehat all a kovetkezmény rész is:
T2Y3 = T3Y2. (4.44)
Mivel 4.41 és (4.42) egyenletbdl (4.2) miatt

(xox)ox =u1x30v0uUYys = T3Yo (4.45)
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A
Y3 z o (xox)
Y2 (zox)ox
vyl
X Trox
| - , . xd >
u
4.7. abra
és
x o (xox) = X200 UY3 = Xays, (4.46)
ezért (4.44) egyenletbsl
(xox)ox=2xzo0(xox), (4.47)

vagyis, mivel u és v tetsz6leges, minden FL-izotop hatvanyasszociativ, és mivel (4.47) atoroklodik
az izomorf loopokra, ezért (G, -) minden loopizotépja hatvanyasszociativ lesz, amivel ezt a részt
be is bizonyitottuk.

(h) = (1)

Elég azt feltételezni, hogy minden (G, o) FL-izotopra teljesiil (4.47) és bizonyitani, hogy akkor az
osztaly minden kvazicsoportjara érvényes (H). Ezt az allitast a (4.40)—(4.47) képletek felhasz-
nalasaval bizonyitjuk, csak most adott x1, y1, x2, y2, x3, ys mellett, melyek (H) feltevés részét
kielégitik. Tovabba (4.40) azon u és v meghatarozasara szolgél, melyekkel (4.2) egyenletet felirjuk,
tehat az adott kvéazicsoport FL-izotopjat kivalasztjuk. (4.41) z-et definidlja (yy2 = xov (4.40) és
(4.43), azaz (H) feltevés része miatt).A (4.42) pedig (4.2) és (4.43) miatt igaz. Végiil jobbrol balra
olvasva (4.45) és (4.46) is fennall (4.2), (4.41) és (4.42) miatt, és igy (4.47)-b6l kovetkezik (4.44),
vagyis érvényes (H) kovetkezmény része is, és ezzel a Tételt be is bizonyitottuk. |

4.14. Definicié. (i)-tulajdonsagu egy algebrai halézat, ha a hozzarendelt kvazicsport-osztaly min-
den loop-izotépjara teljesiil, hogy

rTlr=e= a2 =e.
4.15. Tétel. (H) akkor és csak akkor teljesil minden x1, y1, x2, y2, x3, ys € G-re, ha a
hdlézathoz tartozo osztdly minden loopjdban minden x € G-re az x~1 balinverz egyiittal jobbinverz

18
1 1

r Tr=e=>xr =e€.
Réviden
(i) & (H).
Bizonyitas.
(i) = (H)

Tetsz6leges xo = u, yo = v mellett (??. abra) z1, y1, x3, ys valaszthato ugy, hogy
T =T10 = Uy (4.48)
(ez megadja x1, yi-et) és
uv = T1Y3 = T3Y1 (4.49)
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A
Y1 2z 1og
v Y2 e T

Y3

z~ ! zox 1
} t t »
x3 T2 1
u
4.8. abra

(ez x3,ys-at adja meg). (4.48) és (4.49) azt mutatja, hogy (H) feltevésrésze teljesiil, fennall tehat
a kovetkezmény is

UY3 = T30. (4.50)
A (4.2) egyenlettel definialt (G, o) FL-izotopnak, mint a 4.7. Tétel bizonyitasa el6tt lattuk,
uv =e (4.51)

egységeleme. x~!-et, mely ebben a loopban lesz majd x kétoldali inverze (tehat (G, o)-ban és nem
(G, -)-ban, amely nem is sziikségképpen loop), igy definialjuk:

7! = 230 = uys,

ami (4.50) miatt jogos. Erre az z~!-re valoban igaz (4.48), (4.2), (4.49) és (4.51) miatt
r o =a3vouy =3y =uv =e
és
zox ! =T1V0UY3 = T1Yz = UV = €.
Az y oz = e egyenletnek csak egy y megoldasa lévén, ez éppen az alltalunk definialt z—!, és arra
roxz~! = e-t is kaptunk, tehat barmely FL-izotopra érvényes a 4.14. Definicio. Mivel pedig ez

a tulajdonsag izomorf loopokra 6roklédik, ezért a halozathoz rendelt osztaly minden loopjaban
érvényes marad, amivel ezt a részt be is bizonyitottuk.

(1) = (H)
Abbdl, hogy minden Fl-izot6ép barmely elemének balinverze egyenld a jobbinverzzel, mar kévetkezik
(H). Legyen x1, y1, 2, Y2, 3, y3 adott, hogy (H) feltevés része teljesiiljon:

T1Y1 = Tay1 €S T1Y3 = TaY2 = T3Y1, (4.52)
U= =Ty, V=1ys, T =TV = Uy, (4.53)

és értelmezzik
Y = T30, 2 = uys (4.54)

egyenletet akkor (4.2) és (4.52) miatt e = uv = x1y3 = x3y1 és (4.54), (4.53),(4.2) miatt
Yoxr =IT3vouy, = T3y =€, TOZ=T1VOUY3 = T Y3 = €,
tehat y balinverze, z jobbinverze z-nek (G, o)-ben. (i) miatt z = y, tehat (4.54) és (4.53) szerint
T2Y3 = T3Y2,

vagyis (H) kovetkezmény része is teljesiil és ezzel kész a bizonyitas. |

4.16. Kovetkezmény. (h) < (i).



20 SIMON DOMAN

4.17. Definicié. Ha tudjuk, hogy 2 ' = z2~' = 2°
rekurziv médon tudjuk definialni:
"M =22"  (n=0,1,2,...), (4.55)

" =EH™ (n=-1,-2,...),

= e, akkor az z™ hatvdnyozdst az alabbi

4.18. Definicié. (e)-tulajdonsagta egy algebrai halozat, ha a hozzarendelt kvézicsport-osztaly
minden loop-izotépjara teljesiil:

™2™ = ™™ minden egész m, n-re. (4.56)

4.19. Lemma. (H) ekvivalens azzal, hogy minden 1, y1, T2, Y2, T3, Y3 € G-re
(H') (2191 = Tay1 €s Tays = T3y €5 Taya = T3Y1) = T1Y3 = T2Y2.
Bizonyitas.
(H) = (H')
Legyen (H') elss része érvényes
T1Y2 = T2Y1, T2Y2 = T3Y1, T2Y3 = T3Y2, (4.57)
és definialjuk y4-at gy, hogy
T1Yh = Tays. (4.58)
De akkor z1, y1, ®2, Y2, x3, ys-ra (H) feltevés része érvényes
Ty = Toy1 € T1yz = TaY2 = T3y,
tehat all a kévetkezmény rész is:
Tyl = T3Ya.
Ezt (4.57) egyenlettel dsszehasonlitva azt kapjuk, hogy v = ys, tehat (4.58) szerint
T1Y3 = T2Y2,

ami éppen (H') kovetkezmény része.

(H') = (H)
A bizonyitas ezen részét ugyanugy kell végigvezetni, mint az el6bbiekben. |

4.20. Tétel. (&) < (H)

Bizonyitas. Mivel (H) mar (h)-bol is kovetkezik, melyek (e) specialis esetei, ezért csak a (H) =
(e)-t kell bizonyitani, melyet négy részletben tesziink.

A) (H)-bol kévetkezik (G, -) minden (G, o) FL-izotdpjdnak minden elemére, hogy
™oz = 2™ minden m >0, n > O-ra. (4.59)

Ezt m és n szerint halado teljes indukcioval bizonyitjuk: (4.59) érvényes m = 0 mellett tetsz6leges
n-re és n = 0 mellett tetszGleges m-re a (4.55) egyenleteknek (G, o)-ben megfelel§ értelmezése és
a (4.12) loop-tulajdonsag miatt

2oz =eoz” =z" =2, 2oz =1xmoe = 2™10.

(4.59) érvényes m = 1 mellett is tetsz6leges n-re (4.55) miatt

x10$n=$0$"=$n+1.

Azt bizonyitjuk, hogy amennyiben (4.59) igaz m = M — 1 és m = M mellett minden n-re és
m = M + 1 mellett n = N — 1-re, akkor
m=M+1, n=N

egyenletre is igaz. Ebbdl valoban kovetkezik minden nemnegativ m, n-re: m = 0 és m = 1 mellett
minden n-re érvényes; m = 2, n = 0-ra is érvényes, ebbdl kovetkezik, hogy m=2, n=1-re is érvényes
(M =1, N =1), akkor pedig m = 2, n = 2-re is (M =1, N = 2) és igy tovabb, ha pedig méar
M-ig tart6 minden m mellett minden n-re igaz, akkor m = M + 1 esetén is igaz lévén n = O-ra,
ebbsl n = 1-re isigaz (M = M, N = 1) ebb6l n = 2-re (N = 2) és igy tovabb, ha pedig m = M +1
mellett mar N — 1-ig minden n-re, akkor N-re is stb.
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A
3 aM—1 g pN+1| pM ¢ o N+1
y2 7 oM=1 6 NN\ | zM o 2N gM+1 o N
Y1
oM o pN-1 2M+1 o pN-
; ; ; >
1 To T3
4.9. abra
Ez a kovetkezdképpen hajthato végre: w, v, aM=1 oM gM+L N N+l
feltevés szerint
gMAL o N = pMAN=1 _ M o N1
gM=1 o N+ g MAN _ M g N M1 N—1
és
oM o pN+L — pMAN+T

T1,Y1, T2, Y2, T3, Y3 meghaté‘rOZhaté ﬁgy7 hOgy

M = T, M= T2, M = T3v,
(ami meghatarozza x1, w2, x3-at), és
N—-1 _ N _ N+1 _
€T = Uy, r =uYy2, T = uys,

(ami meghatarozza yi, y2, ys-at). Akkor (4.2) és (4.60) miatt (4.9. 4bra)

.’L‘M_l N

T1Y2 = T1VoUY2 = ox

T1Y3z = T10 O UY3 = M-t

T2V OUY2 = T2Y2 = X

:JjMO

ox
M+1 O;EN_l

l‘N_l

N+1 M

=Xx

tehat (H) feltevés része teljesiil, igy érvényes a kovetkezmeény is:

T2Y3 = T3Y2,

vagyis (4.62), (4.63), (4.2) és (4.61) miatt
GMAL N

= T3V O0UY2 = XT3Y2 = XT2Y3 = XV 0 UY3 = T2VO0UY3 =T~ OX

o

N:

= T3V o UuYyir = T3Y1,

M

21

adott, az indukcios

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

= T2V 0UY1 = T2Y1,

N+1 _  M+N+1

és ez volt az allitas (a (4.44)-nak megfelels egyenlSség érvényes m = M + 1, n = N-re). Mivel u és
v valtoztatasaval barmely FL-izotopot eldallithatjuk, ezért ezzel A) be van bizonyitva.

B) (H)-bdl kovetkezik minden FL-izotdp minden elemére, hogy

mm o xn — mm—i—n

minden m < 0, n < 0O-ra.

4.55. Definici6 miatt ez azonnal kovetkezik A)-bol, ha z-et 2~ !-gyel helyettesitjiik.
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C) (H)-bdl kovetkezik minden FL-izotdp minden elemére, hogy
™ oz™ = 2™ minden m <0, n > O-ra.

Azt kell bebizonyitanunk, hogy minden FL izotép minden elemére

x oz =x—r+n (r>0,n>0). (4.64)
Ez is egy r és n szerint halado teljes indukcioval bizonyitjuk: (4.64) igaz r = —1 és r = 0 mellett
minden n = O-ra A) miatt, tovibba n=0 mellett minden r-re x = e miatt. Azt igazoljuk, hogy
pTRBFL o gn = g RAnHL (4.65)
x Bogh =g B (4.66)
(n=0,1, 2,...) és
g B Lo N = g~ RAN-L (4.67)
egyenletbdl kovetkezik
p Bl o pNHL — g RN (4.68)

is. Ezzel mi minden pozitiv (nemnegativ) r, n-re igazoljuk (4.64) egyenletet. Teljes indukci6 végre-
hajtasahoz adott u, v, z~ %1, x—R + 1, N7, 2N, N + 1 mellett valasszuk x1, y1, T2, Yo, T3, Y3-

at agy, hogy

—-R-1

T = 210, x B = T20, xRl

N-1
=30, T = Uy,

N __ N+1 _
r =uy2, T = uys,

akkor (4.2) és (4.67), (4.66), (4.65) miatt

T1Y1 = T1V O UY2 = B o g = g RBAN-1 =

=g RogN- 1= T2V O UY1 = X2Y1;

T2Y3 = T2V O UY3 = g o Nt = g RAN+L

—R+1 N

=z oz = T3V 0uys = T3Y2;

Toys = Tovouys = FogN =TTV =

=2 "o = zgvouy = x5y

tehat teljesiil (H') feltételrésze és igy a kovetkezmény is

T1Y3 = T2Y2,

és ezért,
g Bl o g NHL = T10 0 UY3 = T1Y3 = T2Y2 = T2V O UYgy = g Bogl = g BN
, ami éppen a bizonyitando (4.68) egyenlGség. A bizonyitas r = —1-nél is érvényes, mert R = O-ra

(4.65) és (4.66) trivialis, mig R = 0, N = 1 esetén 4.14. Definici6 miatt érvényes (4.67), akkor
pedig a fenti meggondolas méar (4.68) Osszefiiggést adja. Tehat (4.67) érvényes N = 2-re is; djra
(4.68) miatt N = 3-ra is fennall (4.67) és igy tovabb. Igy a bizonyitas C) része is kész.

D) (H)-bol kévetkezik minden FL-izotép minden elemére, hogy

™ oz™ = 2™ minden m > 0,n < O-ra.

Ez az allitas C)-bol z-nek x~1-gyel valo helyettesitésével kovetkezik, mivel a 4.15. Tétel értelmében
(H)-bol (i), vagyis minden FL-izotépra 4.14. Definicié teljesiil és igy (z71)~! = 2. Most mar (4.56)-
at minden FL-izotopra és minden egész m, n-re bebizonyitottuk, és mivel nyilvan ez a tulajdonsag
is 6roklédk izomorf loopokra, ezért a hal6zathoz rendelt osztaly minden loopjara érvényes marad
(4.55), amivel a 4.20. Tétel bizonyitasat be is fejeztiik. |

4.21. Kovetkezmény. (h) < (e)
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5. ALGEBRAI HALOzZATOK 11

Megismertiik az algebrai halozatok egyféle definiciojat, de mas modon is lehet definialni Gket.
Lehet egy halozathoz a kvazicsoport-osztalybol csak loop-ot rendelni. Ez azt jelenti, hogy a hé-
lozathoz (G, -) helyett annak FL-izotopjat (G, o)-t rendeljiik hozza. Ha abrazolni szeretnénk, ez
azt jelentené, hogy a fiiggbleges tengelyt u-val jelolnénk a vizszintest v-vel eltoljuk, hogy az origo
az ¢ = uv pontba, az egységelembe, keriiljon. Ez kapcsolatba hozhatd a halézatok egy masik
absztrakt targyalasaval.

5.1. Definicio. Folytonossagi feltevés nélkiil legyen H egy nem iires halmaz. Harom részhalmaz-
osztalyat 1-gorbéknek, 2-gorbéknek és 3-gorbéknek, a részhalmazokat pedig gérbéknek, a H elemeit
pontoknak nevezzik, és H-t 3-hdldzatnak, ha teljesiilnek, hogy H minden pontjat pontosan egy i-
gorbe (i = 1,2,3) tartalmazza, és pontosan egy kozos eleme van egy i-gorbének és egy j-gorbének,
ha i # j.

A harom gorbék halmaza koziil, barmely gorbék halmaza kolcsonosen egyértelmd modon leké-
pezhet6 valamely masik gorbék halmazara. Ebbdl kovetkezik, hogy mindharom halmaz kélcsonésen
egyértelmi modon leképezhets ugyanazon G halmazra. Ekkor értelmezhetiink mtveletet is, ha az
z € G-hez rendelt 1-gorbe és az y € G-hez rendelt 2-gérbe kozos pontjat tartalmazo 3-gorbéhez
rendelt z € G elemet értelmezziik z = xy-nak. Erre a miveletre nézve G kvézicsoportot alkot.
Generaljunk loop-ot gy, hogy kivélasztjuk, hogy G melyik eleme legyen az egységelem, illetve H
melyik pontja az egységpont. Ekkor az 1-; 2- és 3-gorbék koziil kivilasztjuk azt az egyet-egyet,
melyek dtmennek az egységponton, és kolcsondsen egyértelmi leképezéssel elérhetjiik, hogy ezen
gorbék ugyanazon G-beli elemhez tartozzanak. Ezek utan a o miivelet x oy eredményét tgy defini-
alva, hogy az x-hez rendelt 1-gorbe és y-hoz rendelt 2-gérbe k6z6s pontjat tartalmazo 3-gérbéhez
tartozd G-beli elemet adjuk. Szemléletesen:

A
Toy
TOoy
EN
o
e = U x
“ Ll
5.1. dbra
A Kkitiintetett 1-gérbe — a tovabbiakban "tengely" — pontjait azonositjuk az Sket tartalmazo 2-

vagy 3-gorbéhez tjonnan rendelt G-beli elemmel. Az z és y elemet megkeressiik a tengelyen és
az x-hez rendelt (és ezért most mér z-et tartalmazo) 3-gorbének a kitiintetett 2-gorbével kozos
pontjan dtmend 1-gorbe és az y-hoz tartozd 2-gérbe koz0s pontjan dtmend 3-gorbének a tengellyel
ko6zos pontja lesz x oy (5.1. dbra).

5.2. Definici6é. A (G, ) helyett a z = ay egyenlet y = = \ z vagy = = z/y megoldasabdl szar-
maz6 \ vagy / miivelettel ellatott (G,\) vagy (G, /), tovibba ezen harom mivelet tényez&inek
felcserélésével adodo Gjabb 3 kvazicsoportokat az eredeti (G, -)-tal parasztrofikusnak nevezziik.

Geometriailag a parasztofikus kvazicsoportokra valo attérésnek a halozat 1-,2— és 3-gorbéinek
felcserélése felel meg. Ezen felcseréléseknél a zarodasi feltételek oroklédnek, csak az i- és j-gorbék
felcserélésénél (B;) atmegy (Bj)-be (i,j = 1,2,3). Alabbiakban (H) atvitelét bizonyitom (G, -)-bol
(G,\)-be.

5.3. Tétel. Ha (H) teljesil (G,-)-ban minden x;, y;-re (i,j = 1,2,3), akkor (G, \)-ben is

(1 \ye =22\ th ésT1\ys =22 \y2 =23\ y1) = 22 \ Y3 = T3 \ Y2
tetszdleges x;,y;-re (1,5 = 1,2,3).
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (G, -)-ban (H) teljesiil minden z;, y;-re és tekintsiink tetszdleges
T1, Y1, T2, Y2, T3, y3'atv mEIyek

1\ y2 =22 \ Y1 (5.1)
és
ri\ys =22 \y2 =23\ Y1 (5.2)
Osszefliggést kielégitik. Igazolnunk kell, hogy
T2\ Y3 = 23\ Y2 (5.3)

is teljesiil. Jeldljiik a (5.1) egyenlet két oldalanak kozos értékét zi-gyel, a (5.2) Osszefiiggésbeli
kozos értéket zo-vel és

T3 \ Yo = 23 (54)
-mal. A \ miivelet értelmezése folytan akkor

Y1 = X221 = X322, Y2 = T121 = X222 = T323

és
Y3 = T122 (5.5)
vagy
Xi=u23, Xo=x2, Xg=x1, Y1 =21, Yo =29, Y3 =23 (5.6)
jeloléssel

XY = XoV) 68 XY = XoVs = X3V),
ami éppen (H) feltétel része. Teljesiil tehat (H) kovetkezmény része is
XoY3 = X3Y5,
vagyis (5.5) és (5.6) Osszefiiggéssel
T223 = T122 = Y3,
tehat a \ mtvelettel
z3 =22\ Y3,

ami (5.4) osszefliggéssel egybevetve éppen a bizonyitando (5.3) Osszefliggést adja, amivel végeztiink
is a tétel bizonyitasaval. ]

Hasonlé modon bizonyithaté mindegyik zarodasi feltétel 6roklgdése mindegyik parasztrofikusra.

6. GEOMETRIAI HALOZATOK REGULARITASA

Most visszatérnénk a 2.3. Tétel bizonyitasara. A 2.2 Tétel értelmében elég bebizonyitani, hogy
(T) sziikséges, (H) elégséges a regularitashoz. Az 4.7 Tétel szerint (T') azzal ekvivalens, hogy (G, -)-
nak legyen olyan izotopja, mely Abel-csoport, (2.1) pedig azt mutatja, hogy a szamegyenesnek
az xy eredményd mivelettel ellatott szakasza izotop a kozonséges Osszeadassal mint mivelettel
ellatott valos szamegyenessel. Mivel az utobbi Abel-csoportot alkot, a bizonyitas ezen része kész
is. A 4.20. Tétel (H) azzal ekvivalens, hogy (G, -) minden loop izotopja erésen hatvanyasszociativ.
Mivel a feltevés szerint geometriai halézatoknal a z = xy fiiggvény folytonos, ezért az FL-izotépbeli
mivelet is folytonos fliggvény. Egy ilyen FL-izotop erds hatvanyasszociativitasabol méar le lehet
vezetni (2.1) Gsszefiiggést.

6.1. Tétel. Ha az (a,b) véges vagy végtelen valds szdmkéz a folytonos xy midveletre nézve loop-ot
alkot, melynek egységeleme e és amely erdsen hatvdnyasszociativ, vagyis a 4.17. Definicidval meg-
adott hatvdnyozdsra (4.56) teljesil, akkor ez a loop izomorf a valds szamok 6sszeaddsi csoportjdval,
tehdt létezik olyan folytonos leképezés, mely ezt az izomorfidt létrehozza.

Bizonyitas. Az allitast tobb részallitasra bontva bizonyitjuk.

A) z = zy szigorian monoton né mindkét vdltozdban.
Ugyanis példaul tetszéleges
y<z (6.1)
Osszefiiggésre
ey =y < z = ez,
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és ha volna olyan x, hogy
xy >z, (6.2)
akkor z = xy folytonossaga miatt volna e és x kozt olyan xg (ha (6.1) Gsszefiiggésben az egyenls-
ségjel érvényes, akkor xo = ), hogy
ToY = Toz,
de a kvazicsoport-tulajdonsag miatt ebbdl y = z, ellentétben a feltett (6.1) Gsszefiiggéssel. Hason-
l6an bizonyitjuk az els§ valtozoban valo névekedést.
B) Ha n végigfut az egész szamokon, és x>e, akkor x™ nd n-nel, ha pedig x<e, akkor ™ fogy
n-nel.
Ugyanis példaul x > e esetén (4.55) értelmében és A) miatt
2"+ 1l=zz" >ex"=2" (n=0,1,2,...),
és
6$:3}>6:l‘71$,
tehat ugyancsak A) miatt
7l < e,
és akkor n = —m < 0O-ra szintén (4.55) és A) miatt
xn — (x—l)m — x—l(x—l)m—l < e(x—l)m—l — l‘n-&-l.
B)-bél kovetkezik, hogy 2 > x,hax >e, n > 1,és2" < z,haz <e, n > 1, viszont 2" < 7! < e,
haz>e, n<—1l,6s2" >z ' >e haxz<e n< -1
C) ™ (rogzitett pozitiv egész n esetén) folytonos szigorian névekvd figgvénye x-nek.
zy feltett folytonossaga és A)-ban bizonyitott szigori névekedése miatt #2 = x folytonos és szigo-
rdan né z-ben, ha pedig mar z™ folytonos, és szigortian né x-ben, akkor 2"t! = zz™ is.
D) a™ (rogzitett pozitiv egész n esetén) felvesz minden értéket az (a,b) intervallumon, ha x
befutja (a,b)-t.
Legyen y tetsz6legesen elirt valos szam (a, b)-ben, példaul y < e, akkor B) szerint
y" <y,
mésrészt nyilvan (vessiik ossze (4.55) Osszefiiggéssel)
e"=e>y.
x™-nek C)-ben bizonyitott folytonossdga miatt van olyan x, hogy éppen
C) miatt minden y € (a, b)-re és minden pozitiv egész n-re pontosan egy olyan x érték van, amely
(6.3) Osszefliggeésnek eleget tesz, ezt n-edik gyoknek nevezziik:
r = {/y.

Ezt visszahelyettesitve (6.3) Osszefliggésbe

(V)" =y (6.4)
egyenletet kapunk.
E) HA ¢ > e, akkor {/c > n.
Ugyanis ha {/c < e lenne, akkor B) miatt ¢ = ({/c)" < e volna, a feltevéssel ellentétben.
F) Minden = € (a, b)-re és minden egész m, k-ra (x™)k = ™% k = 0, 1-re az allitas magatol
értetédik. Ha viszont k-ra mar igaz, akkor (4.55) és (4.56) miatt

(xm)kJrl _ Im(l,m)k — Qiml‘mk _ xm+mk — xm(kJrl)'

Ezzel F)-et minden nemnegativ k-ra bebizonyitottuk. Negativ k-ra is konnyt a bizonyitas, de erre
nem lesz sziikségiink.
G) Minden ¢ € (a, b)-re, minden egész m-re és minden pozitiv egész n, k-ra

(o)™ = (o™,

W= ¥ (6.5)

Ugyanis
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mert ha
Vve=s
akkor a gyokvonas értelmezése szerint
Ve=aF és c= (aF)" = 2F".
F)-et is figyelembe véve tehat © = /¢, amivel (6.5) Osszefiiggést igazoltuk. Akkor pedig (6.5),
(6.4) és F) miatt
(4feym = (4 /ey = (/.
Ezutan értelmezhetjiik az izomorfiat létrehozo F fliggvényt.
H) Az F figgvénynek raciondlis szdmokra vald

F(2) = >0 (6.6)

(¢ > e dllandé régzitett eleme (a,b)-nek) értelmezése egyértelmid, és kielégiti

o(5r) -+ (e[

egyenletet. F szigorian névekvd a raciondlis szdmok kérében. Az egyértelmiiség G)-bol, (6.7)
viszont a (6.6) értelmezésébdl és (4.56)-bol kovetkezik. Végiil B) és E) miatt

(25 = e (vam = £ (),

tehat F' valéban szigorian nd racionalis argumentumokra.
I) limgyoo F(m) =0, és limg_o F(m)=a.
A két allitas bizonyitasa nagyon hasonlo, igy elég csak az els6t bebizonyitani. Mivel F(m) B)
szerint n6 m-mel, tehat van (véges vagy végtelen) hatarérték, és mivel e < F(m) € (a, b), ezért
. g
Ilglgo F(im)=1"
is e-t6l jobbra az (a,b) szakaszon vagy annak hataran van. Ha b’ az (a,b) szakaszon lenne, akkor
a (6.7) miatt érvényes
F(2m) = F(m)F(m)
egyenléségbdl hataratmenettel
b =0b é b >b
(az utobbi egyenl6tlenség B) miatt all fenn), ami nem lehetséges. Tehat b’ = lim,_, o, F'(m) = b,
és ugyanigy lim,_,_, F(m) = a az (a,b) szakasz hataran vannak, és nem tartoznak mar (a,b)-

hez, tehat nemcsak I)-t bizonyitottuk, hanem azt is, hogy a 2.10. Tételben szerepls (a,b) szamkoz
(intervallum) mindkét oldalrol nyitott.

J) limg 0 F 1> = e. Ugyanis az F( > sorozat H) miatt fogyo, és E) miatt minden tagja

1
n n
nagyobb, mint e, tehét
1
e = lim F<> > e.
T —00 n

Ha ¢’ > e volna, akkor a (6.7) miatt érvényes

1 1 1
() =) ()
egyenldséghdl n — oo hataratmenettel, és B) miatt
e =de >¢,
aminek lehetetlensége bizonyitja J)-t. Ezek utan tetszéleges irraciondlis p-re is értelmezziik F'(p)-t.
Legyenek r,, és R,, p-nek olyan also és fels§ kozelits tortjei, hogy

Tn <Tpy1 <p<Rn+1<R, és R,—r,=— (n=1,2,...).
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Akkor H) miatt a F(r,) < F(R,) = F(r, + 2) = F(r,)F(%), tehat F(r,)-nek van hatarértéke,

n
F(r,) — ¢ és mivel zy folytonos, és J) szerint F(%) — e, ezért F(R,,) hatarértéke ce = c. F(ry,)-
nek és F(R,)-nek ezt a kozos hatarértékét fogjuk F(p)-ként értelmezni.

K) Az igy kiterjesztett értelmezést F(p) szigorian névekedd és folytonos. Ha ugyanis p; < pg
tetsz6legesek, akkor van pi-nek olyan felsé R, és po-nek olyan also r kozelits tortje, hogy R < r és
igy

F(p1) < F(R) < F(r) < F(p2),
tehat F' valoban szigortian monoton. De folytonos is, mert ha p — ¢, és példaul p > ¢, akkor F'(q)
értelmezése miatt megadhatjuk ¢ és R, fels6 kozelits tortjét agy, hogy F(R,) eltérése F(g)-tol
kisebb legyen, mint egy eléirt kis ¢

0< F(R,) —Fl(q) <e

(ha ¢ torténetesen racionalis, akkor valasszuk R, = ¢+ 1/n-nek és megint

0< F(Ry) — F(q) = F(q)F() _F(g)<e

lesz); ha p < R, akkor
0<F(p) - Flq) < F(Rn) — F(q) <e,
ami éppen azt jelenti, hogy F' folytonos.
L) F kielégiti minden valds p, q-ra a

Flp+q) = F(p)F(9) (6.8)
egyenletet, tovdbbd minden x € (a, b)-re létezik F inverze F~1(x), és az kielégiti minden x, y €
(a, b)-re a

2y = F(F() + F(y) (6.9)
egyenleteket. Ugyanis F folytonossaga miatt (6.8) hataratmenettel kovetkezik (6.7) dsszefiiggésbol,
tovabba I) és K) miatt F minden (a, b)-beli értéket pontosan egyszer vesz fel, tetszbleges = € (a, b)-
hez tehat pontosan egy olyan p valés szam van, hogy

F(p) =x.
Ez értelmezi F' inverzét:
p=F!(z).
Ha most mar F(p) = z és F(q) = y, akkor (6.8) atmegy (6.9) Osszefliggésbe. L) éppen azt fejezi
ki, hogy az (a,b) szakasz és az xy eredményi miivelet altal megadott loop izomorf a valos szamok
Osszeadéascsoportjaval, igy tehat a 6.1. Tételt bebizonyitottuk. ]

Végiil, mint azt ennek a fejezetnek az elején lattuk, geometriai halozatoknal (H)-bol kovetkezik,
hogy (4.2) képlettel értelmezett FL-izotop folytonos hatvanyasszociativ loop, és igy a 6.1. Tétel
szerint

zoy=F(F ' (x) +F ' (y),
(4.2) szerint pedig
ry =avouy = F(F ' (av) + F(uy),
ami a nyilvan szintén folytonos és szigortian monoton h(z) = F~1(z), f(z) = F~1(av), g(y) =
F~1(uy) fiiggvényekkel (melyek csaktigy, mint F', minden valds értéket felvesznek), (2.1) dsszefiig-
gésbe megy at:
h(zy) = f(z) + 9(y).
Ezzel a 2.3. Tétel bizonyitasat is befejeztiik.
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