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Diszkret geometria Thurston terekben e
Molnar Emil és Szirmai Jeno

Thurston geometriak projektiv modelijei
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A diszkrét geometria problemai, eredmenyei altalaban az n-dimenzids
allandé gorbuletd geometriakra: E*, H", S" (n > 2) korlatozodnak
és ezek kdzul az egyik a klasszikus gémbelhelyezési illetve fedési
problémakor. A kerdéeskor klasszikus eredmeényei tobbek kozott Fejes
Toth L., id. Boroczky K., Florian A, Fejes Toth G., Rogers C., Hales T.,
Molnar J., Heppes A. munkassagahoz tartoznak. Azonban sok nyitott
kerdes is megvalaszolasra var a témaval kapcsolatban. Ezek kozul a
hiperbolikus terek klasszikus gombjeivel, horoszferaival illetve hiper-
szféraival kapcsolatos kerdéseket vizsgaltak a szerzok tdbbek kdzott
az [1], [8] és [3] munkaikban. Ezekben tobb uj jelenségre is feny derUlt
és ezen kérdések is megoldasra varnak, igy az n-dimenziés allandé
gorbulet terekben se zarult le a gombkitoltések es fedések vizsgalata.
Altaldban a diszkrét geometriai problémak vizsgalhatok a fenti Thur-

ston geometriakban, igy a gdmbelhelyezések és fedések témakore is.
Ezekbdl kapott eredményeinkbol mutatunk be a tovabbiakban néha-

nyat.

Nil geometria

A Nil geometria W. Heisenberg hi-
res matrixcsoportjabol szarmaztat-
hatd. A geodetikus gdmbok su-
gara maximalisan 2z lehet. A tér
adott tercsoport szerinti gombkitol-
téseit es fedéseit vizsgaltuk transz-
lacios és geodetikus tavolsagfugg-
vények esetében. Mind az elhelye-

zéseket mind a fedéseket vizsgalva 5
az euklideszi esetnél optimalisabb T 10 080
eredményeket kaptunk [7].

Most csak a k = 1 parameteru racsszeru gombkitoltések ese-

tét mutatjuk az abrainkon, amelynél a legslribb elrendezés
~ (0.78085 sUrusegl és az érintési szam 14. Az abrak a legsurubb
elrendezés gombijeit €s a Dirichlet-Voronoi cellajat mutatjak. Megje-
gyezzUk, hogy kongruens transzlacios gombokkel is tudtunk nagysu-

risegu 14-es erintési szamu gombelhelyezést konstrualni.
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S? x R geometria

Az S? x R geometria a szférikus
sik €s a valos szamegyenes di-
rekt szorzataként szarmaztatha-
t0 és nagy surlségu (adott tér-
csoporthoz tartozd) gombelhe-
lyezések konstrualhatok benne.
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A sejtett legsuribb gombelhelyezés Thurston geometriakban
Megjegyezziik, hogy a tércsoportok illetve a racsok értelmezése eltér a
megszokott euklideszi esettOl. Az eld0zo abrak a tér "pokszert” geodetiku-
sait mutatjdk. S x R-ben - az 4lland6 gorbiiletli geometridkhoz hasonléan
- a transzlacios €s geodetikus gorbék egybeesnek. A szférikus geometria-

hoz hasonldan itt 1s a gobmb maximalis sugara i lehet.
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A sejtett legstribb gombkitoltés a b e g
Thurston geometridkban az S* X
R geometria 4q.1.2 tércsoportjanak LS |
g = 2 paraméterii esetéhez tartozik, AT IS
amelynek orbitjat (egy részet) 1lluszt- I W
ralja a szomszédos abra. K

// //

Az alabbi abrak a sejett legstiriibb gombkitoltés szomszédos gombjeinek
részeit €s a model "alapgombjét” mutatjak [6].
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A sejtett optimalis gombelhelyezés sturtisége Thurston geometridkban
0 = 0.87757, ez suribb mint a hiperbolikus geometria eddig ismert

// //

legstiribb elrendezése, amely horosziérak segitségével realizalhato,
tehat nem klasszikus értelemben vett gombokkel. Megjegyezziik, hogy

Y/ 4

a hiperbolikus térben eddig talalt legstribb hagyomanyos gombokkel

/ Vi

torténo gombkitoltés az u.n. futballabda sokasaghoz kapcsolodik, amely
a szerzOk nevéhez fluzudik [3], strtsége =~ 0.77147.

Sol geometria

J. R. Weeks, Thurston korabbi munkatarsa irta a Sol geometriarol "Ez a
geometria borzalmas...nem talalok modot, hogy jol megértsem". Azon-
ban modellink segitségevel lehetoseg van a geometria felterkepeze-
sere. A ter a klasszikus Minkowski sikra epitett geometria. A geomettri-
aban a szerzok definialtak és osztalyoztak a racsokat. [4] munkankban
belattuk, hogy 17 racsosztaly létezik, de ezen belul tbbb végtelen szé-
ria is fellép.

A jobboldali alabbi abrak az u.n.
fundamentalis racstipust mutat-
jak. A fundamentalis racshoz tar-
loz0 transzlacios gomboOkkel tor-
teno legsuribb gbmbkitdltést mu-
tatja az also baloldali abra [5].

A goémbkitoltesek és fedések vizsgalatanal fontos a megfele-

10 Dirichlet-Voronoi cella vizsgalata. Az alul Ievo jobboldali abrak
az optimalis gdmbkitolteshez tartozo racs D — V cellajat mutatjak.

Irodalom

[1] R. T. Kozma and J. Szirmai 5] J. Szirmai
New Lower Bound for the Optimal Ball Packing Den- The densest translation ball packing by fundamental
sity of Hyperbolic 4-space, Discrete and Computatio- lattices in Sol space, Beitr. Algebra Geom., 51/2
nal Geometry, 53 (2015), 182-198. (2010), 353-373.

2] E. Molnar 6] J.Szirmai
The projective interpretation of the eight 3-dimensional A candidate for the densest packing with equal balls
homogeneous geometries, Beitr. Algebra Geom., in Thurston geometries, Beitr. Algebra Geom., 55/2
38/2 (1997), 261-288. (2014), 441-452.

(3] E. Molnar and J. Szirmai 7] J. Szirmai
Top dense hyperbolic ball packings and coverings for The densest geodesic ball packing by a type of Nil lat-
complete Coxeter orthoscheme groups, manuscript, tices, Beitr. Algebra Geom., 48/2 (2007), 383-398.
(2017), submitted. [8] J. Szirmai

[4] E. Molnar and J. Szirmai Density upper bound for congruent and non-congruent
Classification of Sol lattices, Geom. Dedicata, 161/1 hyperball packings generated by truncated regular
(2012), 251-275. simplex tilings, Rend. Circ. Mat. Palermo (2), (2017),

DOI: 10.1007/s12215-017-0316-8.

Molnar Emil és Szirmai Jené, BME, Matematika Intézet, Geometria Tanszék , Budapest, P. 0. Box: 91, H-1521


http://www.math.bme.hu/tagok/szirmai

