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Hilbert-geometriak
euklideszi tulajdonsagokkal
Kozma Jozsef

Bevezeto
David Hilbert hires negyedik problémaja azon geometriak meghata-

rozasa, amelyekben az egyenes rendelkezik a tulaj-
donsagaval. Mara az 0sszes ilyen , " geometriat elo
tudjuk allitani.

Busemann ramutatott [1], hogy a két legfontosabb projektiv-metrikus
geometria a Minkowski- es a Hilbert-féle, mert ezek olyanok, hogy az
egyeneseik kozti izometriak projektivitasok (Minkowski-esetben konk-

Ceva-tétel és Menelaosz-tétel
Ha A, B, C egy nem elfajulé haromszog (trigon) csucsal, akkor a rendre

az AB, BC és CA oldalegyeneseken Iévo C’, A’, B’ pontok rendezett
nevezzuk, ha C’, A’ és B’

(C',A’, B") pontharmasat
kollinearisak, illetve

kurensek. Valos szamok egy (a, 5, y) harmasat
vezzUuk, haa-B-v = —1, Illetve

Az affin Ceva- és Menelaosz-tétel az

mondjuk, ha AA’, BB’ es CC’ kon-

ne-

nevezzuk, haa-B-y = +1.

osztoviszonyt hasznalva

rétan affinitasok).
A Minkowski-geometriakat mar alaposan kutattak [10], a Hilbert-
geometriak kutatasa napjainkban kapott uj lenduletet [11].

azt allitja, hogy (C’,A’, B") pontosan akkor Ceva-fele (Menelaosz-fele)
pontharmas, ha az affin osztoviszonyok ({(A, B; C’),(B, C;A"), (C,A; B))
Ceva-féle (Menelaosz-fele) szamharmast alkotnak.

Ismert, hogy a hiperbolikus osztoviszonyt hasznalva a hiperbolikus
geometriaban is érvenyes a Ceva- és Menelaosz-tétel sot, ha egy
Hilbert-geometria minden haromszogenek létezik sulypontja, akkor a
geometria hiperbolikus [3].

Ceva- és Menelaosz-féle karakterizacio. ([8, Theorem 3.1]).

Ha H-ban minden ABC trigonhoz letezik olyan (C’,A’, B") Ceva-triplet
(Menelaosz-triplet), hogy az ({(A, B, C" )41, {B, C,A" Y4, {C, A, B")41) SzZam-
harmas Ceva (Menelaosz) tipusu, akkor a (H,ds) Hilbert-geometria
hiperbolikus geometria.

A bizonyitasrol

Hilbert-geometria

A dy: H x H — R Hilbert-tavolsagot az R"
korlatos, konvex, nyilt H tartomanyan

(X, Y) = 0, haX =Y, 0,
T M ingx, i P,Q), haX#Y, P

definialja [5], ahol PO = H N XY.

Ha ‘H szigoruan konvex, akkor dyy egy projektiv metrika, melyre tel-
jestl, hogy (1) izometriai a tér projektiv transzformacioi, es (2) a tar-
tomanytdl folytonosan fugg, és (3) (H,dy) egy telies metrikus ter.

OH

Az utdbbi teret Hilbert-geometrianak nevezzikk. Ez pontosan akkor e - A John-tetel szolgaltat egy harom pont-
(Bolyai-féle) hiperbolikus geometria, ha H egy ellipszis [2]. I W ban érinto elligszig,’f. Az ennek a!kal-
Hilbert-geometridban a hiperbolikus osztéviszonyt hasznaljuk: e/ rlnaS 55)) ZSUtQOFII’[OtTJatVEI(' Kapott P; (i =
sinh dy(C.A) — ,...,5) metszéspontok egyenesein meg-
(A, B; C)q = { :%EEZL‘E?:’B’ e C E%B, A/>C P“ adhaté egy ABC trigon, melynek két ol-
smhd, (5.0 edyebkent. PR ¢/ dalegyenesén (PiPy és P>Ps) a dy és dg

P, . megegyezik, de a harmadikon nem.

Ha az m egyenes és 0H metszéspontjaiban a H
tamaszegyenesei konkurensek egy [ egyenes-
sel, mely valamely P € H pontban metszi az m
egyenest, akkor azt mondjuk, hogy | merdleges
m-re. Ekkor P az [ minden pontjahoz kozelebb
van, mint az m barmely masik pontja [2].

Oldalfelezo merolegesek és magassagvonalak konkurenciaja
Egy szakasz felezopontjaban a ra merolegest
hivjuk. Ez altalaban nem a vegpontok ekvidisztans gorbéje!
affin kiterjesztéseik konkurenciajat értjuk.

Oldalfelezo merolegesek [9]

Magassagvonalak [9]

Hilbert-geometriaban a merolegesséeg altalaban nem szimmetrikus, az
egyetlen kivétel a hiperbolikus eset [2].

Sejtés (Kurusa A., 2015)

A haromszogek euklideszi geometriabol ismert hevezetes pontja-
inak letezese a Hilbert-geometriak kozul altalaban csak a hiperbo-
likus geometriaban lehetseges.

Ha minden tri-
gon oldalfele-
z0 merolege-
sel konkuren-
sek, akkor a
geometria

7

Ha minden tri-
gon magassag-
vonalal konKku-
rensek, akkor a
geometria
Bolyai-féele.

Bolyai-féele.
Analog karakterizalas a Minkowski-metrikak kozt?
Minkowski-geometriaban m [-re, ha az 1 indikatrix centru-
man atmeno, m-mel parhuzamos m’ egyenes és m’ N 01 pontjaiban az

érintok parhuzamosak /-lel. A merolegesség nem szimmetrikus, kivéve
ha 01 egy Radon-gorbe [2].

Karakterizacios tetelek [7, Theorem 3.1-4.2]
Ellipszis-karakterizacio [9, Theorem 4.2] Egy Minkowski-geometria akkor €s csak akkor euklidészi, ha az alab-
biak legalabb egyike teljesul:

(a) minden trigon a jobb-meroleges oldalfelezoi konkurensek;

(b) minden trigon a jobb-meroleges magassagvonalai konkurensek;
(¢) minden trigon a bal-meroleges oldalfelezoi konkurensek;

(d) minden trigon a bal-meroleges magassagvonalai konkurensek.
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