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1 Bevezetés

Egy illeszkedési struktiira egy S = (P, B, I') harmas, ahol P a pontok, B a blokkok halmaza, I C P x B pedig
egy illeszkedési reldcié. Bizonyos esetekben a blokkokat azonositjuk a hozzajuk illeszkedd pontokbol allo
ponthalmazokkal.

Legyen v, b, r, k, A pozitiv egész, és tekintsiik a kovetkezs feltételeket: (1) |P| = v; (2) |B| = b; (3) minden
pont pontosan r szamu blokkhoz tartozik; (4) minden blokk pontosan £ szamu pontot tartalmaz; (5) barmely
két pont pontosan A szamu blokkhoz tartozik.

Az (1)—(5) feltételeknek eleget tevo illeszkedési struktarat blokkrendszernek nevezziik. Masrészt, az (5)
feltétel elhagyasaval, az (1)-(4) feltételeknek megteleld 1lleszkedési strukturat kombinatorikus konfigurdcio-
nak nevezzik. Egy ilyen konfiguracié tipusdt a (v, b;.) szimbolummal jeloljiik. Ha egy kombinatorikus (vagy
absztrakt) konfiguracio még azt a feltételt 1s teljesiti, hogy (6) barmely két kiilonboz0O pont legfeljebb egy
blokkhoz illeszkedik, akkor ezt linedlis (sic!) konfiguracionak nevezziik.

A blokkrendszerek elmélete a 19. szazad kozepéig nyulik vissza. 1850-ben vetette fel Kirkman a kovetkezo
problémat: ”Egy leanyinternatusban 15 fiatal leany lakik, akik harmasaval sorbaallva végzik napi sétajukat.
Hogyan érheto el, hogy mindegyik leany hetenként éppen egyszer kertiljon mindegyik masik leannyal egyazon
harmas sorba?” Egy lehetséges sé€tarendet az alabbi, hét részre particionalt matrix szemléltet.
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Bizonyos absztrakt konfiguraciokat geometriai konfigurdcio formajaban is realizalhatunk, ami azt jelenti,
hogy a pontokat a sik (esetleg magasabb dimenzids tér) pontjaiként reprezentaljuk, a blokkok pedig adott
tipusu geometriai alakzatok lesznek. Ilyen értelemben beszélhetiink pl. pont-egyenes, pont-kor, pont-kiip-
szelet, stb. konfiguraciokrol. Az elsé €s a harmadik esetben tipikusan a valds projektiv sikba, a masodik
esetben az inverziv sikba beagyazva tekintjiik ezeket a konfiguriaciokat (véges geometriai példakat kizarunk a
vizsgalodasainkbol).

Nyilvanvaloan minden geometriai konfiguracio tekinthetd kombinatorikus konfiguracionak is; a forditott
allitas azonban nem 1gaz: nem minden kombinatorikus konfiguracionak I€tezik valamilyen, a fenti értelemben
vett geometriai realizacidja. Példaul, a Kirkman-pobléma megoldasa (tobb, paronként nem-izomorf) (157, 353)
tipusu konfiguraciohoz vezet, és raadasul, ezek linealis konfiguraciok is; azonban tudjuk, hogy ezek nem
reprezentalhatok a valos projektiv sikban pont-egyenes konfiguracioként (Korchmaros Gabor, 1980).
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2 Feloldhato konfiguraciok

Ebben a munkaban (a feloldhato blokkrendszerek altalanositasaként) bevezetjiik a feloldhatdé konfiguracio
fogalmat.

Definicio. Legyen .k > 2 és v > 4 pozitiv egész, és tekintsiink egy (v, b;.) tipusi C = (P, B) konfi-
guraciot, ahol P és B a pontok, illetve blokkok halmaza. 5 egy diszjunkt blokkokbdl 4116 részhalmazat paral-
lel osztdlynak nevezziik, ha ezek a blokkok egyiittesen lefedik a pontok P halmazat. A B halmaz felolddsdn
egy parallel osztdlyokra valo particidjat értjiik. Azt mondjuk, hogy C egy feloldhato konfigurdcio, ha 1étezik
legalabb egy feloldasa.

A feloldhatosagot két, korabbrol 1smert geometriai konfiguracio példajan szemléltetjiik; ezek: a klasszikus
(93) Papposz-konfiguracio, illetve egy Zacharias nevéhez fliz6dd illeszkedési tételbdl szarmazo (163, 124) kon-
figuracio. (A — nem geometriail €rtelemben — parallel osztalyokat mindkét esetben a szinezés jeloli; ezek
egyuttal itt egybeesnek az adott szimmetrikus reprezentaciohoz tartozo szimmetriacsoportok — Cs, illetve D3

— szerinti egyenes-orbitokkal).

Ezeken a példakon a fenti definicio egy kozvetlen kovetkezményeként adodo szabaly 1s megfigyelheto:
e Egy (v, bi) konfiguracié barmely feloldasaban pontosan 7 szamu parallel osztaly van.
A feloldhatosag, illetve a blokkrendszerek definici6jabol szintén kozvetleniil adodik az alabbi allitas.
e Egy konfiguracio dualisa csak akkor feloldhato, ha nem képez blokkrendszert.

Ez a tulajdonsag 1s indokolja, hogy a blokkrendszert nem képezo feloldhato konfiguraciokat egy onmagaban
1s érdekes osztalyként kezeljiik. Azokat a konfiguraciokat, amelyeknek a dualisa feloldhato, dualisan felold-
hato konfiguracioknak nevezziik. Egy (blokkrendszert nem képezd) konfiguracio feloldhatosagabol nem ko-
vetkezik a dualis feloldhatosag (a fenti példak koziil azonban mindkettd dualisan 1s feloldhaté — a Papposz-
konfiguracio esetében ez az ondualitas miatt van).

A dualitassal némiképpen rokon fogalom adodik a feloldhatd konfiguraciok esetén. Minden feloldhato
konfiguraciéhoz hozzarendelhet6 ugyanis egy olyan séma, amely a fenti (157, 353) ”Kirkman-konfiguraci6”
kapcsan felirt (1) blokkmatrixhoz hasonlo alaka. Az ilyen sémat a konfiguracio feloldasi sémajanak nevezziik.
A matrix particiojaban szerepld részmatrixok a parallel osztalyokat irjak le, ugy, hogy a részmatrixok sorai a
konfiguracio blokkjainak felelnek meg (a matrixelemek a pontok). Ha ebben a s€émaban vessziik mindegyik
ilyen részmatrixnak a transzponaltjat, olyan sémat kapunk, amely szintén egy feloldhaté konfiguraciot ir le (e
konfiguracio blokkjait az eredeti s€éma részmatrixainak az oszlopai irjak le). Az igy kapott konfiguraciot az
eredeti konfiguracié transzponaltjanak nevezziik. (A fenti példa transzponaltjaként tehat egy (157, 215) tipusu
konfiguraci6 adédik.) Altaldban, ha feltessziik, hogy egy feloldhaté (vr, by.) konfiguracié dualisa is feloldhato,
tovabba a transzponalas €s dualizalas minden lehetséges kombinalasaval adodo konfiguraciok mindegyike
feloldhato, akkor megmutathato, hogy Osszesen 6 (nem feltétleniil kiilonboz0) tipus lehetséges, amelyek az
alabbi diagramba rendezhet6k (0 a dualis leképezést, 7 a transzponalast jeloli).
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3 Konstrukciok

Erdekes 4j példakat konstrudltunk olyan geometriai konfiguraciékra, amelyek feloldhatok.

3.1 Toroidalis korkonfiguraciok kétszeresen végtelen csaladja

e Minden m,n > 2 pdros egész szamra létezik ((mn)y) tipusi feloldhato pont-kor konfigurdcio.

A feloldhatosag abbol adodik, hogy a konstrukcio kiindulopontjaként egy m X n négyzetracs szolgal; egy
ilyen racsban a négyzetek négy szinnel szinezhetOk ugy, hogy barmely két kozos €llel rendelkezd négyzet
szine kiilonbozo. A korok — elvben — e négyzetek kortilirt korei (a konfiguracido pontjai pedig a négyzetek
csucsai). “Toroidalis” azért, mert a racs két-két ellentétes oldalat — absztrakt modon — azonositjuk. "Merev”,
azaz nem mozgathaté formaban egy ilyen konfiguracio trivialisan megrajzolhatoé a sikon. A konstrukcio
érdekessége azonban, hogy mozgathatd megoldast szolgaltat. (Egy pont-kor konfiguracié merev, ha a geometriai
reprezentaciol az inverziv sikon kogyenestartd transzformaciokra nézve egyetlen orbitot képeznek; a konfiguracio mozgathato, ha
nem merev. Pont-egyenes konfiguraciok mozgathatosaga hasonldéan definialhatd, a — valds — projektiv sikon, projektiv transz-
formaciokat tekintve; a korabban emlitett Papposz-, illetve Zacharias-f€le konfiguracié ez utobbi €rtelemben szintén mozgathato,
ami annak a kovetkezménye, hogy mindkettd illeszkedési tételbdl szarmaztathatd.) A mozgathatosag érdekében itt az alabbi
illeszkedési tételt hasznaltuk ki, amelyet a klasszikus Miquel-féle 6-kor tétel kiterjesztéseként kaptunk.

Tétel. Legyen « and (3 két kor, és legyen n > 2 egy paros egész szam. Vegyiik az Ay, ..., A, pontokat az
o, a By,..., B, pontokat a § koron ugy, hogy az (A, By, A2, By), ..., (An—_1, Bh_1, An, By ) pontnégyesek
mindegyike konciklikus (azaz, 1étezik koriilirt kore). Ekkor az (A, By, A1, B1) pontnégyes is konciklikus.

Az alabbi, bal oldali dbra a konfiguracié-osztaly legkisebb, (16,) tipusd elemét szemlélteti.
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3.2 ((4n),) tipusu korkonfiguraciok végtelen sorozata

A fenti jobb oldali abra e masik végtelen sorozat elsd elemét mutatja — ez szintén (164) tipusu, de kozvetleniil
lathato, hogy nem 1zomortf az elobbivel.

e Minden 4-gyel oszthato n > 4 egész szdmra létezik ((4n)4) tipusii, a fentiek egyikével sem izomorf, felold-
hato pont-kor konfigurdcio.

A szimmetrikus (szabalyos sokszOog-szimmetriqju) reprezentacio itt is trivialis, azonban 1étezik mozgathato
reprezentacio, ami szintén a kiterjesztett Miquel-tétel alkalmazasabol adodik.

3.3 Ciklikusan egymasba irott szabalyos sokszogek kétszeresen végtelen csaladja

e Minden k > 1 és m > 2 egész szamra létezik ((6kn)s) tipusii feloldhato pont-egyenes konfigurdcio.

Ez a konstrukci6 egy Griinbaum altal adott (123) tipusu konfiguraciét altalanosit. Itt (3k)-oldald szabalyos
sokszogek 2m példanyat irjuk ciklikusan egymasba, abban az értelemben, hogy az els6t a masodikba, a
masodikat a harmadikba, stb., végiil az utolsot az elsObe irjuk. A konstrukcid messzemenOen kihasznalja
a szabalyos sokszogek szimmetria-tulajdonsagait; nem tudjuk, hogy mindegyik példany realizalhato-e aszim-
metrikus formaban 1s.

3.4 KEgy sporadikus példa feloldhat6é pont-kupszelet konfiguraciora

o Létezik (217) tipusii feloldhato pont-kiipszelet konfigurdcio.

Ez a példa azon alapszik, hogy a klasszikus Felix Klein-féle (214) konfiguracié Griinbaum €s Rigby altal
megadott D7 szimmetriaju pont-egyenes realizacidjaban a konfiguracid bizonyos ponthetesel koré kupszele-
tek frhatok, amelyek particionaljdk a ponthalmazt. Igy 3 kiilonboz6 tipust kipszelet adédik, amelyek (a D~
csoport szerint) két ellipszis- €s egy hiperbola-orbitot alkotnak. A konfiguracio merev, €s nemtudjuk, hogy
van-e mozgathato realizacioja (I1d. az alabba, bal oldali abrat). A jobb oldali 4bran egy rokon pé€ldanyt mutatunk
be, amely az eldobbivel szemben nem feloldhato; itt 7 ellipszis €s 14 hiperbola van. (Ezekben az dbrakban a
szinez€s nem a parallel osztalyokat, hanem az orbitokat jeloli.)
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