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Konvex geometria

(E,%), ahol E véges halmaz, € C 2F (konvex halmazok),tovabba:
0 0Ec?,
Q@ ha X,Y € €, akkor X NY € %,
© ha X € €\ {E}, akkor létezik e € E'\ X, melyre X U{e} € 7.
Konvex burok: convyg(A) =nN{C | AC C,C € ¢}

(E, ®), ahol E véges halmaz, ®: 2 — 2F melyre:
Q barmely X CY C Fesetéen X C &(X) C &(Y) = 2(2(Y)),
Q o(0) =0,
Q@ haACE z,yc E\®(A) és ®(AUx) = P(AUy), akkor
x = y. (anti-exchange property)

Konvex halmaz: ®(X) =X




Standard példa

P egy véges ponthalmaz R%-ben és ®(X) = convpa(X) NP




Kontrakcié

(E, %) geometria, F C E, F' € €. A kontrakci6 (E \ F,¢/F), ahol
¢/F ={C C E-F | C = convg(DUF)\F valamely D C E\F esetén}
Pontrendszerek esetén relativ affin konvex geometrianak nevezziik.

d °
Barmely konvex geometria izomorf egy relativ affin konvex burokkal.

Kashiwabara, Nakamura, Okamoto (2005) J




Konvex halmazrendszerek

# kompakt konvex halmazrendszer R%-ben. . C % esetén legyen

conv y () ={K € #: K C convga(Uge#S)}.

(d = 2) Ha barmely két halmaznak legfeljebb véges sok kozds
tamaszegyenese van, akkor (", conv 5 ) konvex geometria.



Reprezentacié konvex halmazokkal:

Czedli (2014)
Minden konvex geometria, melyre cdim(FE, %) < 2 reprezentalhaté
korokkel a sikon.

Adaricheva, Bolat (2016)
Vannak konvex geometridk, amik nem reprezentalhatdk korokkel.

Problémak. 1. Reprezentacié ellipszisekkel vagy mas ,szép”
alakzatokkal a sikon.
2. Reprezentacié gdmbdkkel magasabb dimenziéban.




Richter, Rogers (2016)
Barmely konvex geometria reprezentalhaté konvex sokszdgekkel a
sikon. Ha cdim(F, %) = M, akkor a M-szogekkel megtehets.

Czedli, K.J. (2017)

Létezik a sikon konvex halmazoknak egy .7 csaladja, amelyre:

e ha K € 7 és f affinitas, akkor f(K) € 7,

e barmely K € .7 hatara sima, szakaszonként polinomialis (a fokszam
legfeljebb 7),

e 7 barmely véges részrendszere konvex geometria,

e barmely konvex geometria reprezentalhaté 7 egy részrendszerével,
aminek elemei tetszélegesen kozel vannak egy korhoz.




A Richter-Rogers konstrukcié médositasa

Konvex geometridk definialasa rendezésekkel (Edelman, Jamison):

Adott az E-n linearis rendezéseknek egy {<;}I", csaladja. Ekkor
¢ ={0U{XCE:Vy¢g X, Ji,hogyVee X, z<;y}

konvex geometria lesz és minden konvex geometria megkaphaté
ilymoédon.

Konvex dimenzié: cdim(E, %) a legkisebb m, melyre a geometria
generalhaté m rendezéssel.



Koordinatazas: j;(x) az x hanyadik a <; rendezésben

Flz) = (1 + W)_lg> v Fx) = <1 + jS(x)es) v

2m 2m
PY(x) = convge {F} (), ..., Fr(x)}
P%(x) = convge {F2(x),..., F2(x)}
Pl(z) C K(z) C P%(x) tetszéleges; H ={K(z)}zeE




Tétel. (K.J.)
(A, conv ) konvex geometria és ®: x — K (x) izomorfizmus
(E,{x:}™,) és ( ,conv ) kdzbtt.

Kovetkezmények.

1. Nagy szabadsagunk van a K(z) valasztasanal:
e konvex halmazok analitikus tamaszfliggvénnyel,
e konvex halmazok sima algebrai tamaszfiiggvénnyel.

2. A konstrukcié érzékeny a rendezések szamara. Ha mindegyik
rendezést s-szer vessziik, akkor ugyanazt a geometriat definialjak,
viszont a konstrukciéban sm-szogeket kapunk. Elég nagy s és elég
kicsi € esetén ezek tetsz6legesen kdzel lesznek az egységkérhdz, igy a
K (z) halmazok is.



Erd6s-Szekeres tipust akadalyok:

Pach, Téth (2000)

Létezik szakaszoknak egy végtelen rendszere gy, hogy
e barmely harom konvex helyzetben van,
e nincs négy konvex helyzetben.

Dobbins, Holmsen, Hubard (2015)

Barmely n > k > 1 egészekre létezik egy hi(n) minimalis pozitiv
egész, amelyre: barmely legalabb hy(n) db konvex halmaz esetén, ha
barmely kettének legfeljebb 2k kozds tamaszegyenese van és barmely
my, db konvex helyzetben van, akkor van koéztiik n db konvex
helyzetben. Itt mi =3, my =4 ésmy =5 ha k > 3.

Létezik konvex halmazoknak barmilyen nagy rendszere, amikre
e barmely kettének éppen hat kéz6s tamaszegyenese van,
e barmely négy konvex helyzetben van,
e nics koztiik 6t konvex helyzetben.




Korok és ellipszisek

Kovetkezmény.
a) Létezik konvex geometria, ami reprezentalhaté ellipszisekkel, de
nem reprezentalhatd kdrokkel.

(a Pach-Téth konstrukciébdl vegyiink hi(4) ellipszist, a tétel miatt
nem reprezentalhatok korokkel)
b) Létezik konvex geometria, ami nem reprezentalhat6 ellipszisekkel.

(a Dobbins-Holmsen-Hubard konstrukciébdl ha(5) halmazt nem
reprezentalhaté ellipszisekkel)




A konvex dimenzié felsé becslése a sikon:

Legyen % = {Ky,...,K,} és h(K;,z) a K; tamaszfiiggvénye. Az z
regularis egységvektor (h(K;,x) # h(Kj,x) for i # j) esetén legyen

K; <4 K akkor és csak akkor ha h(K;,z) < h(Kj, x).

N
A1 |

e ha barmely két halmaznak legfeljebb k kdzos tamaszegyenese van,
akkor a kiildnb6z6 rendezések szama legfeljebb k(g)
e ezek a rendezések meghatarozzak a (¢, conv ) konvex geometriat

cdim(#, conv ) < k <Z>



A konvex dimenzié alsé becslése:

Kopont: egy adott pontot nem tartalmazo, tartalmazasra maximalis
konvex halmaz

M(E,%) a kopontok részposetje

w(M(E,%)) a maximalis elemszamu, tartalmazasra fiiggetlen
kopontok szama

Edelman, Saks (1988)

cdim(E, %) = w(M(E,%))

Keressiink sok fiiggetlen kopontot!



Kopontok a sikban:

Minden kopont egyenessel levagott halmaz (forditva nem igaz).
Kopontok szama O(n?)

Kérdés. Mekkora lehet egy sikbeli pontrendszer konvex dimenziéja? )




(a,b) <= y = ax + b dualitassal egyenesrendszerekre attérve

Kopont: olyan cella, aminek a felsé (als6) ive egyetlen él

Matousek egyenesrendszerek hosszi monoton tjara vonatkozé
konstrukciéjanak médositasaval:

(Téth, Pér, Valtr...) cdim(P) = Q(n®/3)



Kopontok magasabb dimenziéban:

{61}717' béZiS Rn—ben, ECR = {07 :l:el}

€3

—e3

Az egy hiperlapon levé pontok a 0-nak kopontjat alkotjak
Ezek fiiggetlenek (mindegyik n elem)

cdim(Ecg) = 2"



Altalanosabban:

A H hipersiban P = {p;}} altalanos helyzetii pontrendszer.
Legyen E = {0,+p;}. Ha F C P a H-ban hipersikkal levaghato,
akkor FFU{—(P \ F)} kopontja 0-nak.

< (P\F)

F

H

cdim(E) = Q(nd—l)



Nem korlatozhatd a metszési szam:

Az alsé és felsd becslésbsl adédik:

ha Ecg reprezentalhaté paronként legfeljeb k kézos tamaszegyenesii
konvex halmazokkal a sikon, akkor

2 1
2" = cdim(E¢gR) < k‘( n2—|— >

Ujabb akadaly arra, hogy korokkel, ellipszisekkel nem lehet minden
geometriat reprezentalni.

Kovetkezmény. (K.J.)

Nincs olyan kg univerzalis egész, hogy barmely konvex geometria
reprezentalhaté paronként legfeljebb ko kézbs tamaszegyensii konvex
halmazokkal.




Reprezentacié ellipszoidokkal:

Tétel (K.J.) Barmely d konvex dimenziés geometria reprezentalhaté
az egységgdmbhoz tetszélegesen kdzeli ellipszoidokkal R%-ben.

A Richter-Rogers konstructiéhoz hasonléan:
Ellipszoidok 3 PERCDL (g < 1, alakaak, ahol j;(g) a g koordinatai a
rendezésekre és a(n) egy alkalmas szamsorozat

aifazfas

A linearis dimenzié nem korlatozhaté.



Gombok d dimenzidban:

Marad a kérdés: Reprezentalhaté-e minden konvex geometria
gdmbokkel?

Erd6s-Szekeres akadaly?

Kérdes: Adott 5 gomb R%ben tgy, hogy barmely 3 konvex helyzetben
van. lgaz-e, hogy van koztiik 4 konvex helyzetben?




Kdszondm a figyelmet!



