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1. Bevezetés

Egy poliéder éleibdl és cstcsaibol képzett G graf kombinatorikusan lefrja magat a po-
liédert, azaz ilyen értelemben elegendd informaciot tartalmaz arrol. A poliéderek és
grafjaik kozotti kapcsolatrol sok szép eredmény sziiletett, ezek legfontosabbjait atte-
kintésképpen a bevezetd fejezetben — a sziikséges fogalmakat definialé rész utan —
osszefoglaltuk. Ezek koziil szamunkra a legfontosabb Steinitz tétele, mely szerint min-
den 3-0sszefliggd egyszerd sikgraf egy poliéder grafja. Felmeriilhet az igény, hogy egy
ilyen graf esetén konstrualjunk egy olyan poliédert, melynek ez lesz a grafja.

Ehhez a kiemelés eljarasat alkalmazzuk, mely algoritmizalt formaban André Schulz
doktori disszertaciojaban [1] keriilt kidolgozasra. Dolgozatom ezen a disszertacion alap-
szik, megfelel6 példakkal, megjegyzésekkel, és észrevételekkel kiegészitve. Tovabba el-
utolso fejezetben keriil ismertetésre, maga a forraskod pedig megtalalhaté a mellékelt
CD-én. Ez a bemeneti graf csiicsait bedgyazza a sikba, majd ezt kiemelési eljarassal be-
agyazza a térbe. Ennek konvex burka egy olyan poliéder lesz, melynek grafja a eredeti
bemeneti graf. Az eredmények abrazolasara a MeshLab nyilt forraskodid matematikai
programot ajanljuk.

Altalanossagban a kiemelés soran egy d dimenziés geometriai objektum minden
pontjahoz hozzavesziink egy 0j koordinatat. Az igy kapott Gj objektum méar a (d + 1)-
dimenzios térben van, s a kiemelt objektumnak az alacsonyabb dimenzids térre vald
ortogonalis projekcidjaval az eredeti objektumot kapjuk meg. Ennek az eljaradsnak a
specialis esetét fogjuk alkalmazni; mégpedig sikba bedgyazott grafok térbe valo kieme-
1ését.

Legyen adott egy sikgraf beagyazasa az xy-sikba, mely egyenes ¢éld és nem-keresztezd,
azaz egyenes éld sikra rajzolds. Definidlunk egy specialis kiemelést, mely a graf min-
den csticsdhoz hozzarendel egy harmadik koordinatat, mégpedig tigy hogy egy adott
laphoz tartozo cstucsok a kiemelés utéan egy sikba keriilnek. A lapok tovabbi pontjaihoz
rendelt harmadik koordinatat interpolacidval kapjuk. Azonban a sikgraf nem minden

sikra rajzoldsa emelhet6 ki, tigy hogy a kapott objektum poliéder legyen. Erre latha-



tunk példat az 1. abran. Az (a) esetben egy trivialis kiemelést alkalmazhatunk: a
kiils6 pontok esetében 0-nak, a belsé pontok esetén pedig 1-nek definialjuk a 3. koordi-
natat. Konnyen ellendrizhetjiik, hogy poliédert kapunk. A (b) esetben ugyanannak a
grafnak egy masik sikra rajzolasat lathatjuk. Ebben az esetben nem definidlhaté olyan

kiemelés, mely megfelel§ lenne szamunkra.

(a) (b)

1. 4bra. Ugyanazon graf két sikra rajzolasa

Ehhez kapcsolodik egy igen érdekes megfigyelés mely James Clerk Maxwell nevé-
hez fiz6dik: ha egy graf sikra rajzolasa eleget tesz az egyenstlyi kritériumnak, akkor
kiemelhetd [2]. Egy sikra rajzolt graf esetén egyensilyi helyzetrsl akkor beszélhetiink,
ha minden élhez adott egy sily, mégpedig gy, hogy a hozzajuk tartozé iranyitott
éleket (mint vektorokat) felszorozva ezekkel, a kapott vektorok Gsszege minden csics
esetén nullvektor. Ha létezik ilyen silyozas, azaz a graf sikra rajzolasa tamogatja az
egyensulyt, akkor ez ekvivalens a graf kiemelhetGségével, s6t ha adottak a sulyok, akkor
konnyen definidlhato is ilyen kiemelés.

Maxwell bizonyitasa nem volt formalis, s a kiemeléssel kapcsolatos eredményei fele-
désbe meriiltek. A téma tujrafelfedezésére az 1980-as évekig kellett varni, mely Walter
Whiteley és Henri Crapo nevéhez fiizddik [3]. A kiemelés és az ahhoz kapcsolodo ered-
mények kiilonb6z§ geometriai problémak megoldasaban is nagy segitséget nyujtottak
(Hopcroft and Khan [4], Richter-Gebert [5]).

A dolgozatban a kovetkezéekben vazolt felépitést kovetjiik. Az 1. — bevezeté —



fejezetben tisztézzuk a sziikséges fogalmakat, és kitériink néhény a poliéderekkel és
grafjaikkal kapcsolatos eredményre. A 2. fejezetben sikra rajzolt grafokra definialjuk
az egyensilyi silyozast, illetve egyensilyi silyozas létezésének sziikséges és elegendd
feltételéet mondjuk ki. Ezen egyensilyi helyzet jobb megértése végett egy egyszert
példat is bemutatunk. A kiemelés alkalmazasahoz fontos, hogy a grafunk ugy legyen
sikra rajzolva, hogy az nem keresztez$, és tamogatja az egyensilyi silyozast. A 3.
fejezetben mutatunk egy eljarast, mely ilyen bedgyazast eredményez. A 4. fejezetben
pedig egy egyensiilyban levs grafra definidlunk egy olyan kiemelést, melynek eredménye

egy megfelel§ poliéder. Ezt kévetGen — az 5. fejezetben — a bedgyazasi algoritmus

«,0 .

1.1. Sziikséges fogalmak, definicidk, jelolések

A kovetkez&ekben a kiemelés specidlis esetét hasznaljuk, mely sikra rajzolt grafokat
emel ki R3-ba. Ennek megfelelsen osszefoglaljuk a sziikséges fogalmakat, jeloléseket,
melyhez Hajnal Péter konyvét vettiik alapul [6]. A kiindulo grafunk G = (V, E),
ahol V' = vy, 09, -, v, a graf csicshalmaza, E < (V x V) pedig az élhalmaza. A
csicsok szama legyen n, az élek szama pedig m. ElsGszor a graf sikba torténd speciélis

bedgyazasit — a sikra rajzolast — és a hozza tartozoé fogalmakat definialjuk:

1.1. Definicié. Adott G = (V, E) grdf. Legyen p:V — P ésq: E — C, ahol P a
stk pontjainak halmaza, mig C a sik folytonos, dnmagukat nem metszd gorbék halmaza.

Ezt a leképezéspdart a G grdf sikra rajzoldsinak nevezzik, ha a kévetkezdok teljesiilnek:
(i) p kolesondsen egyértelmi leképezés.

(it) barmely e = (v;,v;) €l esetén a q(e) girbe a p(v;)-t és a p(v;)-t kiti dssze, €s

nem halad dt semelyik p(vy) ponton (k # 1, j).

(7ii) tetszdleges e él esetén a q(e) gorbe belsd pontjai nincsenek rajta semelyik mds

élnek megfeleld gorbén.



Ha egy G grdfnak létezik sikra rajzoldsa, akkor sikgrdfnak nevezzik.

Ha a p sikra rajzolds esetén barmely e élre q(e) gorbe egyenes, akkor eqyenes éli sikra

rajzoldsrol beszélink.

Egy G grdf adott G(p,q) sikra rajzoldsa esetén az élek hatdrolta terileteket a sikra

rajzolds tartomdnyainak nevezziik. A tartomdnyokat és azok halmazdt az aldbbi mddon

jeléljik: Fapa = {-- fi- .}

Az egyszertiség kedvéért a (v;, v;) élt (7, j)-vel, illetve a p(v;) csicsot p;-vel jeloljiik.
Innentdl fogva, ha sikra rajzolasrol beszéliink, akkor egyenes éli sikra rajzolést értiink
alatta. Ezt megtehetjiik az altalanossag megszoritasa nélkiil, hisz ha egy graf sikra raj-
zolhato, akkor létezik egyenes éli sikra rajzolasa is. Ebben az esetben p egyértelmiien
meghatarozza qg-t, igy G sikra rajzolhatosaga csak p-tdl fligg, azaz eljelolhetjiik ezt
G(p)-vel. A kovetkezs definicio G(p) éleinek és tartomanyainak egy speciélis helyzetét

irja le:

1.2. Definicié. G(p) G egy sikra rajzoldsa. G(p) egy (pi,P;) irdnyitott éle esetén
létezik egyetlen olyan f; € Fgpy tartomdny, mely attol balra, és egyetlen f,. € Fgp)
tartomdny, mely attol jobbra fekszik. Ezt a viszonyt iranyitott helyzetnek hivjuk, és az

aldbbi madon jeloljik: (i,5 |1, r).

Ko6nnyen lathato, hogy ha (i, | [,7) irAnyitott helyzet, akkor(j,i | r,[) is az. Ezt
a technikai fogalmat a késGbbiekben gyakran fogjuk hasznélni, illetve értelmezhetGvé
tessziik bizonyos tulajdonsigu absztrakt grafokra is.

A sikra rajzolassal kapcsolatban szot kell ejteniink annak egyértelmiiségérsl. Ennek

vizsgalata igen Osszetett, ezért itt csak szemléletesen definialjuk ezt.

1.3. Definicié. Az aldbbi hdrom operdcioval eqymdsba vihetd sikra rajzoldsokat ekvi-

valensnek tekintyik:



(i) A sikra rajzolds barmely deformdcidja ekvivalens az eredeti sikra rajzoldssal. (De-
formdcionak nevezziik eqy d : R x [0,1] — R? folytonos leképezést, melyre
d(P,0) = P bdrmely P-re, és tetszdleges ty esetén P — d(P,ty) egy homeo-

morfizmus.
(ii) Tikrézéssel kapott sikra rajzoldsok is ekvivalensek az eredetivel.

(1ii) Ha egqy grdfot sikra rajzolunk, akkor egy sztereografikus projekcidval eqy gombre
rajzoldst kapunk. FEzt a gémbre rajzoldst eqy mdsik sztereografikus projekcicval
eqy mdsik stkba rajzoldsba transzformdljuk. Ha a projekcickat megfelelden vd-
lasztjuk, akkor elérhetyiik, hogy a két sikra rajzolds esetén keletkezd nem korldtos

tartomdny, kilonbozd lesz. Ekkor a két sikra rajzoldst ekvivalensnek tekintjiik.

Ekvivalens sikra rajzolasok esetén a tartoméanyok szama és az adott szamu éllel
hatarolt tartomanyok szama nem valtozik. Egy sikra rajzolds esetén az egy csicsra
illeszkedd élek korszertien rendezve lesznek. Ezt a rendezést — a koriiljaras iranya-
nak megforditasatol eltekintve — nem valtoztatja meg egy ekvivalens sikra rajzolasra
valo attérés. Tovabba ekvivalens sikra rajzolasra valo attérés sordn a tartoméanyokat
ugyanazok az ¢élek fogjédk hatarolni. Ilyen értelemben beszélhetiink egy sikra rajzolas
kombinatorikus struktirajarol, mely a tartomanyok és élek egyméashoz val6 viszonyat
fejezi ki. Ekvivalens grafok esetén ez a kombinatorikus struktira megegyezik. Sikra

rajzolt grafok esetén értelmezhetjiik a graf dualisanak fogalmat:

1.4. Definicio. Legyen G(p) egy sikra rajzolisa G-nek. G* grdfot a G(p) dudlisinak
nevezziik, ha G* csiucsai megfeleltethetdk G(p) tartomdnyaival, illetve élei G(p) éleivel.
Egy G*-beli e él a neki megfeleld G(p)-beli éllel szomszédos két tartomdnyhoz tartozo

két csucsot koti dssze.

Fontos megjegyezniink, hogy a dualis grafot egy graf sikra rajzolasa esetén defini-
altuk, és a definicié csak erre egyértelmt, az absztrakt grafra ez mar kozel sincs igy. A
duélis graf gyakorlatilag a sikra rajzolas kombinatorikus struktiarajatol fliigg, ami akar

kiilénbozhet is két sikra rajzolas esetén. A 2. abran lathatunk erre példat; egy sikgraf
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(a

PSSP

(b)

2. abra. Ugyanazon graf két sikra rajzolasa, és ezek duédlis grafjai

két bedgyazasidhoz tartozo dudlis graf nem egyezik meg, hisz a sikra rajzolasok kom-
binatorikus strukturaja kiilonbozs; az (b) esetben van 6todfoka csics, az (a) esetén

viszont nincs.

1.5. Definicio. Egy G = (V, E) grdfot egyszerinek neveziink, ha V wvéges, és nincs

hurok, illetve parhuzamos éle.

1.6. Definicié. Eqy G grdaf osszefiiggd, ha legalabb egy éle van, és barmely két csicsa
kézt létezik wt.

1.7. Definicié. Eqy G graf 3-dsszefiiggd, ha bdrmely két csucsdt elhagyva, a kapott

graf dsszefliggd

Ezzel a kovetkezékben hasznélt legfontosabb definicidkat, fogalmakat és jeloléseket
attekintettiik. Hangsilyozzuk, néhany esetben egyszertibb jelolési metodikara tértiink

at, illetve fogalmak értelmét azok specilis esetére sztikitettiik.

1.2. Fontosabb tételek, Allitasok

Ebben a részben osszefoglaljuk a téméaval kapcsolatos fontosabb tételeket, allitasokat.
Mindezt a témara vald szélesebb raldtas miatt foglaljuk Gssze itt az elején, illetve né-
mely eredményre a késGbbiekben tamaszkodunk. Els6 és taldn legfontosabb eredmény

Steinitz tétele, mely a poliéderek és grafjaik kozti kapcsolatot irja le:
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1.8. Tétel. (Steinitz) Egy G grdf akkor és csak akkor grifia egy poliédernek, ha 3-

osszefiigqgd, eqyszerid és sikgrdf.

A tétel bizonyitasat megtalalhatjuk Giinter M. Ziegler hivatkozott kényvében [7].
A tovabbiakban tehat csak 3-Osszefiiggs egyszerd sikgrafokkal fogunk foglalkozni, és
az ilyen grafokra értelmezziik a kiemelést is. A kovetkezGekben leirt algoritmus nem
foglalkozik ezen tulajdonsagok tesztelésével, ezt az olvasonak kell megtennie. A sikra
rajzolhatosaggal kapcsolatban azonban megemlitenénk egy nagyon fontos tételt, mely-

nek bizonyitasat Hajnal Péter konyvében is megtalalhatjuk [6]:

1.9. Tétel. (Kuratowski) G akkor és csak akkor nem sikra rajzolhatd, ha G-nek Kj

vagy Ks 3 topologikus részgrdfja.

Absztrakt sikgrafnak ekvivalenciatol eltekintve sem egyértelmii annak sikra rajzol-

hatdséga, viszont amennyiben 3-0sszefiiggs, mar mas a helyzet:

1.10. Tétel. (Whitney)Ha G egy 3-dsszefiiggd egyszerd sikgrdf, akkor a grdaf sikra

rajzoldsai ekvivalensek.

Ennek bizonyitasa H. Whitney nevéhez fiz6dik [8]. Megjegyezziik, hogy ez esetben
a dualis graf értelmezhets a G grafra is (nemcsak annak egy sikra rajzolasara), hiszen
barmely sikra rajzolasa ekvivalens, azaz a sikra rajzolasok kombinatorikus strukturéja
is megegyezik, tehat a dualis minden esetben ugyanaz. Igy kombinatorikusan egyértel-
miien meghatarozott a sikra rajzolasok esetén azoknak a tartomanyai is. Ebbd6l pedig
adodik a dudlis graf kombinatorikus egyértelmiisége. Egy masik kovetkezménye a té-
telnek, hogy ekkor az (i, 7 | [, ) irdnyitott helyzet értelmezhets G-re is, nemcsak annak
egy sikra rajzolasara.

Steinitz és Whitney tételébdl kovetkezik, hogy egy poliéder grafja leirja a poliéder
kombinatorikus struktirajat.

A G sikra rajzolasaval kapcsolatos Euler tétele, illetve annak egy egyszert kovet-

kezménye:



1.11. Tétel. (Euler) Ha p a G sikgrdf egy sikra rajzoldsa, és n a csicsainak, m az

éleinek és f a tartomdnyainak a szama, akkor:
n+ f=m+2

1.12. Allitas. (Kuratowski) Ha G egy 3-dsszefiiggd sikgrdf, akkor létezik olyan kor

benne, ami legfeljebb 5 hosszu.

Bizonyitds. Indirekten: tegyiik fel, hogy nincs 6-nal kisebb kor. Ekkor, ha G(p)
egy sfkra rajzolasa a grafnak, akkor minden tartomany legalabb 6 oldald. Legyen n
a csticsok, m az élek, f a tartomanyok szama G(p)-ben. Igy minden tartomanyhoz
legalabb 6 él, illetve egy él pontosan két tartomanyhoz tartozik, azaz az alabbi becslést
tehetjiik:

m=6f/2=3f (1)

Tovabba mivel G 3-0sszefiiggd, ezért minden él foka legalabb 3, hisz kiilonben a szom-

széd cstcsokat elhagyva két komponensre esne a graf. Igy az éleket becsiilhetjiik:
m = 3n (2)
(1)-et beirva Euler tételébe kapjuk:

n+f = 3f+2

no> 2f +2 (3)
Illetve, ha (2)-et hasznaljuk fel Euler tételében:

n+f = 3n+2
f = 2n+2

2f > dn+4 (4)
Innen (3)-at és (4)-et Osszevetve kapjuk, hogy:

n=2f +2=4n+4+2

10



Mivel n pozitiv, ezért ez ellentmondas, tehat az eredeti feltevésiink hibas. ]

Ezzel a bevezets fejezet végére értiink. Megallapitottuk, hogy csak 3-Gsszefiiggs egysze-
rii sikgrafokkal kell csupén foglalkoznunk, hisz csak ezekhez létezik megfelel6 poliéder.
Tovabbé ezen grafok sikra rajzolhatosaga ekvivalenciatol eltekintve egyértelmii, ez ké-
nyelmessé teszi ezeknek a bedgyazasat. Térjiink hat ra a kovetkezo fejezetre, melyben

sikra rajzolt grafok egyensulyi silyozasat vizsgéljuk.
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2. Egyensulyi silyozas

Ebben a fejezetben elGkészitjiik a graf megfelels — kiemelhet§ — sikra rajzolasat. Ttt
André Schulz dolgozatan kiviil [1], a jobb megértés végett H. Crapo and W. Whiteley

ebben a témaban megirt cikkére is komolyabban tamaszkodtunk [3].

2.1. Sulyozas, egyensiilyi stiilyozas

Taldn a dolgozat legfontosabb fogalma a graf stulyozasa, illetve egyensilyi stlyozasa,

ezeket a graf egy adott sikra rajzolasa esetén definialjuk:

2.1. Definici6. Legyen G(p) a G grifnak egy sikra rajzoldsa. Azw: E — R leképezést
G egy sulyozdsdinak mondjuk. Az e = (i,7) €élhez tartozo w(e) silyt w;;-vel jeloljik. Ha

legaldbb egy w;; nemnulla, akkor nemtrividlis silyozdsrol beszélink.

A jelolésbdl adodik, hogy w;; = wj;. Annyi kiegészitést tesziink még, hogy amennyi-

ben (7,7) nem eleme E-nek, w;;-t ebben az esetben is definialjuk; mégpedig 0-nak.

2.2. Definicié. Legyen p a G grifnak egy sikra rajzoldsa, és w G eqy sulyozdsa. Ekkor
azt mondjuk, hogy:

(i) A pi csics egyensilyban van, ha };; wi;(pi — p;) =0 (3. dbra)
(ii)) A G(p) sikra rajzolds egyensilyban van, ha minden csicsa egyensilyban van.

Ha egy G(p) sikra rajzolds esetén létezik olyan nemtrividlis silyozds, melyre G(p)

egyensilyban van, akkor azt mondjuk, hogy G(p) tdmogatja az egyensilyt.

Az egyensilyi kritérium felfoghato egyfajta fizikai megkozelitéssel is. Tételezziik fel,
hogy minden pontra a hozzatartozo (i, j) élek mentén ezek az er6k hatnak: w;;(p; —
p;). Ekkor az egyensiulyi kritérium azt jelenti, hogy az adott pontra ezek az erdk
kioltjak egymast, azaz ha G(p) egyensilyban van, akkor a sikra rajzolt grafunk stabil

allapotban van; ha a cstcsokra a fenti er6k hatnanak, azok akkor sem mozdulnénak el.

12



3. 4bra. po egyensulyban van

Fontos megjegyezniink, hogy nem az absztrakt graf tamogatja az egyensulyt, ha-
nem mindez egy adott bedgyazasara vonatkozik csupan. Az el6z6 fejezetben talalhato
1. abra erre vilagit ra. Valojaban az (a) bedgyazas tamogatja az egyensilyt a (b)
pedig nem. A kovetkez§ részben arra keresiink valaszt, hogy egy bedgyazasnak milyen

feltételeket kell teljesitenie ahhoz, hogy az tamogassa az egyenstlyt.

2.2. Reciprok diagram

Ha G(p) tamogatja az egyensilyt, és w az ehhez tartozo silyozas, akkor az egyensulyi
kritériumnak van egy geometriai jelentése is. Amennyiben az adott p; cstcs koriil
ciklusba rendezziik az w;;(p; — p;) vektorokat, akkor egy zart poligont kapunk, hiszen
ha a ciklus kiindul6 pontja és végpontja eltérne, akkor nem lehetne ezen vektorok
Osszege nulla.

J. C. Maxwell nevéherz ftiz6dik az az eredmény, miszerint ezeket a zart poligonokat
megfelelen egymashoz illesztve G(p) egy duélis grafjanak sikra rajzolasat kapjuk [2],
itt azonban forrasként elsGsorban a H. Crapo és W. Whiteley cikkére tamaszkodunk

[3]. Maxwell tételéhez eldszor sziikségiink van a reciprok diagram fogalmara:

2.3. Definicio. Legyen G egy absztrakt graf, G(p) annak egy sikra rajzoldsa, tovdbbd
G* a dudlis grifja. A G*(a) sikra rajzolist G(p) reciprok diagramjdnak nevezzik, ha
G minden (i,j | l,7) irdnyitott helyzetére az aldbbi két vektor; p, — p; és a; — a,,

merdlegesek.
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A kordbbiakban lattuk, hogy 3-6sszefiiggs sikgrafok esetén a dudlis graf ekvivalen-
ciatol eltekintve egyértelmi, igy a definicio értelmezhets. Természetesen G*-nak tobb
sikra rajzolasa létezik, sGt tobb olyan sikra rajzolésa is van, mely rendelkezik a fenti
tulajdonsaggal, bar nyilvan ezek ekvivalensek. A kovetkezGekben egy p = (z,y) vektor

oramutato jarasaval megegyezs 90°-kal valo elforgatasat pt = (—y, z)-tal jeldljiik.

2.4. Tétel. Egy G graf G(p) sikra rajzoldsa akkor és csak akkor tamogatja az egyen-

sulyt, ha létezik reciprok diagramja.

Bizonyitds. Szikségesség. Tegyiik fel, hogy létezik reciprok diagramja G(p)-nek, s
ez G*(a). G minden (i, | I,r) irdnyitott helyzetére definialhatjuk w;;—t az alabbiak
alapjan: w;;(p; — p;) = a — a,. Ez a definicié wj; —re is ugyanazt az értéket adja, s a
kapott w;; értékek nem nulldk, hisz a sikra rajzolas kolcsondsen egyértelmd.

Az egyensiilyi feltétel ekkor teljesiil minden p; csicsra, hiszen a reciprok diagramban
a p; ponthoz egy tartomany tartozik, melynek élei az (4,7 | [, r) irAnyitott helyzethez
tartozo (a; — a,) élek. Mivel (a; — a,) ennek a sokszognek az élvektorai, ezért ezeknek

az Osszege nullat ad, azaz az ezekbdl kapott ij w;;(P; — Pp;) = 0 szintén nullat ad.

Flegenddség. Tegyiik fel, hogy G(p)-n adott egy egyenstlyi sulyozas. Legyen fy € Fg
a sikra rajzolas egy tartomanya és ay annak egy pontja. Legyen f; € Fg egy mésik
tartomény. Ekkor létezik a tartoményoknak és éleknek is egy-egy olyan {f;}, illetve
{e;} sorozata, melyekre fennéll, hogy a tartoménysorozat elsé tagja fo, utolso tagja
pedig f;, tovabba e; = (n,m) élsorozatbeli él esetén (n,m | i,7 + 1) irAnyitott helyzet.
Ez a két sorozat gyakorlatilag egy titnak tekinthets a duélis grafban. Ebben az esetben
definialjuk a;-t:

a; =ag+ ) wevi (5)

7

Ahol v; az el6z6ekben meghatarozott élsorozat adott e; = (n,m) tagjahoz tartozo
Pn — Pm vektor. Ez a definicié konzisztens, ugyanazt az a; csticsot eredményezi G*
két kiilonbozo ilyen utja esetén. Ezt teljes indukcidval fogjuk belatni. G(p) sikra raj-

zolas esetén ez a két G*-beli 1t kombinatorikusan ,koriilfog” G(p)-ben 16v6 csticsokat.
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Igazabol sz6 szoros értelmében nem feltétlen koriilfogja a cstucsokat, hanem két részre
osztja azokat, gyakorlatilag az egyik ilyen részt tekintjik. Amennyiben a két ut kii-
16nbo6z6, akkor lesz olyan csiics, melyet koriilfog, vagyis mindkét csoportban lesznek
G(p)-beli cstucsok. Ezen, koriilfogott pontok szdma szerinti indukcioval bizonyitjuk a
definicio egyértelmtiségét. Ha G*-beli csiicsrol, vagy utrol beszéliink, akkor a megfelels

G(p)-beli tartomanyokat, illetve azok sorozatat értjiik alatta.

(I) Tgaz-e, ha egy ilyen cstics (pg) van kozre fogva?

Ekkor a két ut G(p) sikra rajzolas pg csticsahoz tartozo tartomanyokat jarja ve-
gig (4. abra). Az éramutato jardsaval megegyez$ iranyt 1t esetén a (p; — po)
vektorokat kell wy;-val felszorozni és Gsszegezni, mig ellentétes esetben a (po— p;)
vektorra kell ugyanezt elvégezni (wy; = wip). Legyen A a pozitiv koriiljaras esetén
a po-val szomszédos cstcsok indexhalmaza, B ugyanez, csak az ellenétes esetben,
C pedig e kettének unidja, azaz az 0sszes szomszédos cstucs indexhalmaza. Iga-

zolnunk kell tehat az alabbi egyenlGséget:

Z wo; (Pi — Po)T = Z woj (Po — p:)*

€A 1€B
0 = Z woj; (Po — P — 2 wo; (P
i€B €A
0 = Z woj(Po — Pi)* + Z wo;(Po — Pi) "
i€B €A
0 - Z WOJ Z
1eC

Ennek igazolasahoz tekintsiik po-t. Mivel py egyensiilyban van, ezért:
ZWOj(PO —pi)=0
ieC

Amit 90°-kal elforgatva kapjuk:

ZWO] z = 0

1eC

Ami éppen a bizonyitand6 egyenléség. Tehat azt kaptuk, hogy mindkét ut ese-
tében ugyanazt az értéket adtuk p;-nek.
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A cslcsok a, B csucsok

AN
/

0
4. dbra. A ciklus cs po-at fogja koriil

(IT) Tegyiik fel, hogy igaz n-re. Igaz-e (n + 1)-re?

Mivel a két ut nem egyezik meg, ezért lesz G(p)-ben olyan py csticsunk, melyet a
két ut koriilfog, tovabbéa szomszédos valamelyik tthoz tartozo tartomannyal (5.
abra). Ezutan legyen ag az a po-val szomszédos tartoméany melyet az 1t elGszor
érint. a; legyen az a tartomény, amelyiken keresztiil ez az at elhagyja a pg-val
szomszédos G(p)-beli tartoméanyokat. Amennyiben nem hagyja el, akkor a; =
a;. Ha az ut visszatérne pg-hoz, akkor kell keresniink egy masik csticsot, melynél
ez nem torténik meg. Legyen a; amikor elGszor elhagyja, és as amikor elGszor
visszatér po-hoz az ut. Ekkor a; és as kézott biztos van cstics (ha a; és ay élt
bevéve tekintjiik az utat). Most ezek koziil valasszunk egy megfelelg 4j po-at.
Mivel véges pont van, és az el6z6 pg pont mar nincs benne ebben, ezért szigoruan
csokken a kozrefogott csiicsok szdma. Amennyiben ezek kozott van olyan cstcs,
amit el is hagy, és vissza is tér hozza az t, 1j, kevesebb csiicsot tartalmaz6 ciklus
tekinthets. Tehat kell lennie olyan cstcsnak, melyet egyszer hagy el. Legyen ez

Po, és most indokolt a 5. abra, tovabba a kdvetkez6 gondolatmenet.

Ekkor ag és a; kozott vegyiik a po-t megkeriil6 masik utat. Az igy kapott modo-
sitott Ut alapjan, a definici6é ugyanazt az értéket adja a;-nek az 1. pont alapjén,
azaz a a; pontnak is ugyanaz lesz az értéke. Mivel a masik attal, mar egyel ke-

vesebb csticsot fog koriil ez a modositott 1t, ezért az indukcios feltevés szerint, a
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két definicié ugyanazt az értéket fogja adni a;-nek.

X o, O G(p)

_—
ao\

5. dbra. Az uj tttal a ciklus egy csiicesal kevesebbet tartalmaz

Tehat a definicié egyértelm. A kapott sikra rajzolas trividlisan a dudlis graf egy
sikra rajzolasa lesz, igy mar csak a mer6legességi kritérium ellenérzése van vissza.
Legyen G-ben (i,j | I,7) egy iranyitott helyzet. Ekkor a 3-OsszefliggGség miatt a;-t
tudjuk dgy definidlni, hogy a definidlashoz hasznalt Gt utolséd el6tti tartomanya fi-

legyen. Ekkor (5) alapjéan:
aa = ap — wij(pi - pj)L
a—a = —Wz'j(pz‘ - Pj)L
Ami val6ban meréleges (p; — p;)-re. [
2.5. Megjegyzés. A silyozds kifejezhetd a G(p) és G*(a) segitségével.

Tekintsiik G(p)-t és annak egy reciprok diagramjat, G*(a), illetve legyen (i, | [,r) egy
iranyitott helyzet G-ben. A megfelel§ csticsok legyenek G(p)-ben, illetve G*(a)-ben:

Pi = (7, ¥i), Pj = (75, 9;) és &y = (1, ;). Ekkor (5) miatt a, = (27 + wi;(yi — v5), v —
wij(x; — x;)). Ezt atrendezve kapjuk, hogy:

wij = (Y — i) /(xi — x5) = (26 — 1)/ (yi — )
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Amennyiben z; — x; vagy y; — y; egyike nulla, a masik alkalmas lesz a w;; kifejezésére,

hisz egyszerre mindketté nem lehet nulla.
2.6. Megjegyzés. A reciprok diagram tamogatja az eqyensulyt.

G(p) minden reciprok diagramjanak G(p) reciprok diagramja, és minden reciprok di-

agram tamogatja az egyensulyt; az alabbi w’ stulyozas egyensilyi:
wyy = 1/wj;

Ahol (4,7 | I,r) iranyitott helyzet G-ben. Mindez az el6z6 tétel bizonyitasabol kovet-

kezik. (5) alapjan egy adott a,-ra az egyensilyi kritérium:

D wh(ar —an) = > whwii(pi— py)t = D, (pi—py)T =0
(r,) (r,) (r,0)

Hiszen az a, cstcshoz tartozé G*(a)-beli ([, r) iranyitott élekhez, (i,j) G(p)-beli ira-
nyitott élek tartoznak, amik egy zart kort alkotnak G-ben, mivel megfeleltethetéek az

a,-t megkeriilg tartomanyokkal.
2.7. Megjegyzés. A reciprok diagram nem feltétlen sikrara rajzolds.

Egy G(p) sikra rajzolas esetén a 2.4. tétel bizonyitdsaban definialt reciprok diagram
nem feltétleniil lesz sikra rajzolas, azaz el6fordulhatnak keresztezs élek. S6t, egy konvex
burkad sikra rajzolas kénnyen eredményezhet, nem konvex reciprok diagramot. Mind-
ezekre latunk példat a 6. abran, az (a) egy konvex sikra rajzolas, a reciprok diagramja

(b) viszont mar nem konvex, és keresztezd.
2.8. Megjegyzés. Nem létezik nemnegativ nemtrividlis silyozds.

Felmeriilhet a kérdés, hogy létezik-e G(p)-nek olyan nemtrivialis stilyozasa, ahol a sui-
lyok nemnegativak. Ehhez tekintsiik a G(p) csucshalmazat, s annak konvex burkat.
A burok csicsaiba futo élekhez tartozo silyoknak mindnek nullanak kell lennie ahhoz,

hogy ezek a cstcsok egyensulyban legyenek. Ezt konnyen lathatjuk, ha egy adott ilyen
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(a) (b)

6. abra. Egy graf sikra rajzolasa, és a hozza tartozo reciprok diagram

ponthoz huzunk egy tamasz egyenest. Ekkor szigoriian az egyenes egyik oldalara ke-
riillnek a belé futo élek. Ha ezek egyike sem negativ, és lenne koztiik nem nulla, a
megfelel6 er6k 6sszege nem lenne nulla. Tehat, ha nincs negativ stly, és mégis egyen-
silyban vannak, akkor ezen élek sulya mind nulla. A nulla silyu élek irrelevansak a
tobbi cstcs egyensilyanak szempontjabol, ezért a hozzajuk tartozo csiicsokkal egyiitt
elhagyhatjuk 6ket. A maradék csticsokra hasonléan vehetjiik a konvex burkot, és foly-
tathatjuk a fenti vizsgalatot. A csiicsok szdma szigoruan csokken, tehéat az Gsszes élre
hasonl6 eredményt kapunk. Azaz ha a silyozas nemtrivialis, és egyensulyi, akkor kell

lennie negativ silynak is.

2.3. Egyensilyi stlyozas K -en

A négycsucsu teljes grafnak szép tulajdonsaga, hogy barmely bedgyazisa tdmogatja
az egyensilyt. A kovetkezs részben K, tetszéleges beagyazasahoz definidlunk egy w
stlyozast, mely egyensilyi lesz. Jelolje [i,7,k] a p;,pj, Pr pontok altal kifeszitett
haromszog elGjeles teriiletét. Ha a harom pont oramutatd jarédsaval megegyezé sor-
rendben van a haromszogben, akkor negativ, egyébként pozitiv el§jelet kap [i, 7, k]

Determinans segitségével [i, j, k| kiszamolhatjuk az alabbi modon:

T Tj Tk
20 vi v e
1 1 1
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2.9. Allitas. Legyen Ku(p) egy sikra rajzolisa Ky-nek. Ekkor minden e = (i,j) ¢l

esetén az aldbbi mdodon definidljuk a silyokat:
1
(i, 3, K][i, 4, 1]

Ahol pi, p1 a mdsik két csiucs. Ez a sulyozds egyensilyi lesz.

wij =

Bizonyitds.. Flegend6 csak pi-re megmutatni, hogy egyensilyban van, mivel a bizo-

nyitas szimmetria miatt hasonléan miikddik a t6bbi pontra is. Az egyensilyi kritérium

pi-re:
P1 — P2 n P1 —Ps3 n P1— P4

[1,2,3][1,2,4] ' [1,3,2][1.3.4] ' [1,4,2][L4,3]
Ezt atszorozva [1,2,3][1,2,4][1, 3, 4]-gyel ezek szimmetridja miatt kapjuk:

=0
(pl - p2)[17 273] + (pl - p3)[17 27 3] + (pl - p4)[17 273] =0 (6)

Belathato, hogy [1,3,4] —[1,2,4]+[1,2, 3] = [2, 3, 4], hisz az alabbiakban az els6 kettd
Osszege megegyezik az utolsd kettd osszegével:

= Y3 + X3Tq + TaY1 — T1T4 — T3Y1 — T4Y3

= T1Y2 + T2Yy3 + T3Y1 — T1Y3 — TaY1 — T3Y2

= T1Y2 + TaYs + TaY1 — T1Ys — T2Y1 — T4l2

= XoYs + T3Ys + TaYo — ToYs — T3Y2 — T4Y3
Ezt folhasznalva, és (6)-be behelyettesitve kapjuk, hogy:
p1[27 37 4] - p?[lv 37 4] + p3[]—7 27 4] - p4[17 27 3] =0

Ez két feltételt ad K4(p) csicsaira; egyet az x, és egyet az y koordinatékra. Ez a két

feltétel az alabbi két determinans kifejtése az els sor alapjan:

Y1 Y2 Y3 Ya T1 T2 T3 T4
1/2 1 T2 T3 X4 1/2 T1 X9 T3 T4
Y Y2 Ys Y4 Y1 Y2 Ys Ysa
1 1 1 1 1 1 1 1
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Mivel mindkét esetben két sor megegyezik, ezért ez a két determinans valéban nulla

lesz, amivel be is lattuk az allitast. []

Ezzel a fejezet végére értiink. A fejezet soran definidltuk az egyensilyi silyozast, és a
reciprok diagramot, e két fogalmat pedig Maxwell tételével kapcsoltuk Ossze. Ennek
a kiemelésnél fontos szerepe lesz, mivel a kiemelést a reciprok diagram segitségével
adjuk meg. Természetesen nem lesz mindig olyan szerencsénk, mint K, esetében, hogy
barmely sikra rajzolashoz létezik egyensilyi silyozas (lasd az elsG fejezetben az 1.

abra), igy a kovetkezd fejezetben egy graf egyensulyi beagyazasaval fogunk foglalkozni.
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3. Egyenstlyi beagyazas R%-be

Ebben a fejezetben a G graf egy olyan, specidlis sikra rajzolasat, illetve azon értel-
mezett sulyozast adunk meg, mely egyensulyban lesz. A graf csicsait elhelyezkedésiik
alapjan két részre bontjuk. Az els§ csoport lesz a kiilsé csticsok, illetve koztiik futod
élek halmaza, melyek egy kort alkotnak a grafban, és a sikra rajzolt graf konvex burkat
adjak. Ezt kiils6 poligonnak is nevezziik. A mésik csoport majd a belsé pontok lesznek.
Az éleket a csiicsok egyenes szakaszokkal valo 6sszekotésével kapjuk. A sikra rajzolast
ennek megfelelGen két lépésben tessziik meg.

Az elsé 1épésben definidljuk a belst élek sulyozasat, majd a belsd csicsok koordina-
tait, mindezt a kiils6 csicsok fiiggvényében. A kapott bedgyazas egy sikra rajzolas lesz
és egyensilyban lesznek a cstcsai. Mindehhez W. T. Tutte nevéhez fiz6d6 bedgyazast
hasznaljuk [9].

Ezutan a kiils6 élek silyait hatarozzuk meg, illetve a kiils6 pontokat agyazzuk
be a sikba, a bels¢ pontok fiiggvényében. Ezek alapjan tgy tiinhet, hogy egyméssal
definialtuk a két csoportot, de a valésig az, hogy a kiils6 pontok bedgyazasa valojaban
csak a graf kombinatorikai strukturajatol fog fiiggni. A kiils6 pontok bedgyazasa igen
sokféleképpen torténhet meg, a konnyebb implementalhatosag kedvéért itt harom esetet
kiilénitettiink el a kiils§ csticsok szama alapjan. Mint tudjuk 3-Osszefiiggd graf esetén
lesz 3, 4 vagy 5 hosszi kor, s ezeket vessziik kiils6 poligonnak. Ezt az esetvizsgéilatot

A. Schulz dolgozata alapjan végezziik el [1].

3.1. Bels6é pontok beagyazasa

Pozitiv silyok esetén a belsé pontok beagyazasanak a sikba van egy nagyon szép fizikai
jelentése. Mint mar emlitettiik, ezeket a csticsokat a kiilsé csticsok fiiggvényében agyaz-
zuk be. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a kiils6 cstucsokat régzitjiik. Ekkor az élekre
tekintsiink tgy, mintha gumibol lennének. Ezek a csiicsokban vannak Osszekotve, to-
vabba (i,7) ¢l esetén w;;|p; — p;| eré ébred az élen, mely a két végpontot kozelitené

(negativ stly esetén taszitani). A fizikai szemléletbdl vilagosan kovetkezik, hogy rog-
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zitett kiils6 pontok esetén a rendszernek lesz egy stabil allapota, azaz van egyensilyi
bedgyazasa. Természetesen ez nem feltétlen sikra rajzolas, hisz lehet keresztezd is.
Tutte tételének bizonyitasa alapjan megadunk egy olyan konstrukciét, mely egyensilyi
sikra rajzolast eredményez.

Ehhez tesziink némi el6készitést. Jeloljik el a G csicsait V' = {1,...,n}-nel, to-
vabba legyen ennek egy részhalmaza B = {1,... k}, mely G-ben egy kort alkotnak.
Ez lesz majd a kiilsG poligon. A bels§ pontok halmaza ezek utan I = {k + 1,...,n}.
A belsé élek legyenek azok az élek, melyeknek legalabb egyik végpontja belsG csics, a

tobbi élt kiils6nek nevezzik.

3.1. Tétel. Legyen G eqy 3-sszefiiggd eqyszertd sikgrdf, tovdbbd legyen w: E' — R? a

belsd éleken értelmezett pozitiv sulyozds. Ekkor:
(i) Létezik a belsd éleknek pontosan egy bedgyazdsa, melyre azok egyensilyban lesznek.
(i) A G tartomdnyai ennél a bedgyazdsndl nem dtfedd konvex poligonok lesznek

Valojaban Tutte ezt a tételt arra a specidlis esetre mondta ki, és bizonyitotta, ami-
kor a silyok mindegyike egyenld eggyel. Azonban Tutte bizonyitasa gyakorlatilag egy
az egyben atvihetd pozitiv stulyozas esetére is. A tétel ezen altalanos forméjanak bi-
zonyitasat J. Richter-Gebert cikkében taldlhatjuk meg [5]. A bizonyités azonban igen
hosszadalmas, f6leg annak igazolasa, hogy konvex tartoményu sikra rajzolast eredmé-

nyez, igy itt csak az egzisztenciat és unicitast bizonyitjuk.

Bizonyitds. Egrisztencia és unicitds. Legyenek a kiils¢ pontok koordinatai p, =
(o, y); 1 € {1,...,k} adottak. Meg kell mutatnunk, hogy tetszéleges belsé pontra
létezik annak egyetlen megfelels p, = (x,,y,) helyzete, v e {k+1,...n}. Az altalanos-
sdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy p1 = (0,0). Tekintsiik az alabbi fiiggvényt:

F(karlr"uxnuykJrl?'"7yn) = 1/2 Z wl]((‘rv _xw)2 + (yv _y’w)z)
(v,w)eE’

= 1/2 Z wvw”pv - pwH2
(v,w)eE’
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F' egy kvadratikus fiiggvény, mely sehol sem negativ.

Legyen z = (Tpy1,--Tn, Yket, - - -, Yn) €gYik nagy abszolut értéki koordinataja
x;. Azaz ennek a pontnak a nagy a tavolsiga p;-t6l. Mivel G Osszefiiggs, 1étezik ut
pi és p1 kozott és legalabb egy (v, w) él, aminek ||p, — pu|| élhossza nagy. Mivel a
négyzetes tavolsigok pozitiv stlyokkal vannak megszorozva, ezért F(z) is nagy. Igy
megfelelGen nagy a > 0, |z| > « esetén F(z) > F(0). F porzitiv definit, ezért létezik

egyedi minimuma {z| |z| < a}-a4n. A kritikus pont feltételei:

oF

Erali 2 Wow (i —xy) = 0
t (i,w)eE’
oF
o, = Z wvw(yi_yw) =0
' (i,w)eE’
minden i € {k + 1,...,n} esetén, hiszen csak azok a tagok nemnullak, amelyekben

szerepel z;, illetve y;. Minden méas esetben konstanst derivilunk. A megmaradt Gsszeg

pedig éppen az egyensilyi kritérium a p; belsé pontra, ami szintén 0.

Tehat Tutte tétele alapjan elegend6 egy olyan megoldast taldlni, ami egyensilyban
van. A fenti jeloléseket megtartjuk; V = {1,...,n} G csicsainak halmaza, a hatér-
pontokat B = {1,...,k}-val, a bels6 pontokat pedig I = {k + 1,...,n}-nel jeloljik.
Legyen A a szomszédsagi matrixa G-nek a kiilsé élek nélkiil, és D a diagonélis sorosszeg
matrixa A-nak. Feloszthatjuk blokkokra az A és D matrixokat a kiils6 és belsd cstcsok
alapjan, és elindexelhetjiik ezeket I-vel, illetve B-vel. A D;; — A;; méatrixot G redukalt
Laplace méatrixanak nevezziik, és L-lel jeloljiikk. A hatarpontok rogzitettek, ezeknek a
koordinataibol képezziik az aldbbi vektorokat: x5 = (z1,...2x)T ésys = (y1,.. ., ya)T

Legyen a bels§ sulyok mindegyike 1. Igy xp és yp segitségével meghatarozzuk a
belsé pontok, x; = (Trs1,- -, Tn)? €8 yr = (Yrs1,--->Yn)? koordinatait, gy hogy azok

egyensilyban legyenek:

x; = L7'Aipxp (7)

y; = L'Apys
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Konnyen ellenérizhetjiik, hogy ez esetben a belsé pontok egyensilyban lesznek. Mat-
rixos formaban felirhatjuk a bels6 pontokra az egyensilyi kritériumokat. Djrx; i.
sora annyiszor tartalmazza x;-t, ahany szomszédja van. Aj;x; 7. sordban az x;-vel
szomszédos belsé pontok, mig A;pxp i. sordban az z;-vel szomszédos kiilsé pontok

x-koordinatainak Gsszege szerepel. Igy az egyensilyi kritériumok:
Drix; — (AHXI + AIBXB) = (DH - AII)XI — Arpxp = Lx; — A1pXp
Ekkor (7)-et beirva x; helyébe adodik:
LL YA;pxp — Argxp =0

Tutte tétele miatt, ekkor ez a beadgyazas sikra rajzolas lesz. A kiovetkezd részben

ratériink a kiilsé pontok bedgyazasara.

3.2. A kiils6 pontok beagyazasa

A kiils6é pontok bedgyazasa, és a kiils§ élekhez tartozo stulyok meghatarozésa kompli-
kaltabb helyzetet teremt, hiszen teljesiilnie kell, hogy egyensilyban legyenek, és konvex
poligont alkossanak. Mindezt rdadasul tgy, hogy a belsé pontok egy része befolyéssal
van a kiils6 pontok egyensilyara, de ezek helyzete a kiils6 pontoktol fiigg. Minden-
esetre, ha a kiils6 csticsok konvexitasat biztositjuk, akkor Tutte metdédusit hasznalva
a bels§ pontok beagyazasara, akkor sikra rajzolast kapunk, igy innent6l csak az egyen-
stlyi stilyozasra és konvexitasra kell koncentralnunk.

A kiils§ pontok bedgyazasat harom f6bb kiilonbozs eset mentén végezziik el; mégpe-
dig aszerint, hogy a G grafnak van-e 3, 4, vagy 5 hosszu kore. Az 1.12. tétel miatt egy
megfelels, 3-Osszefiiggd sikgraf legaldbb az egyik esetnek megfelel. Az igy kapott kor
lesz a graf kiils6 poligonja. Még miel6tt definidlnank a bedgyazéast, némi el6készitést
kell tenniink a kiils§ és belsé pontok viszonyanak tisztazasa végett.

A kiilsé pontokra definidljuk az alabbi vektorokat F = {F},..., Fi}, ahol F; az

1 kiils6 pontra haté bels§ élek mentén keletkezd, az i egyensilyi kritériuma alapjan
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szamolt sulyozott vektorok ereddje:
F; = Zwij(pi - pj) (8)
jel
Az F vektorai a kiils6 pontok helyzetétsl és G kombinatorikai strukturajatol fiiggnek.

Ennek a fliggésnek a kifejezésében segit az alabbi lemma.

3.2. Lemma. Léteznek olyan w;; = wj; nemnegativ silyok, minden i,j € B esetén,

melyek figgetlenek a p sikra rajzoldstol, és minden 1 € B esetére teljesiil:

Fi = Z Wi (Pi — Pj) (9)

j€B: i#]
Bizonyitds. Legyen F, = {F1,..., F5}, tovabba legyenek A és D a korabban definialt
méatrixok. (8) atalakitasabol nyerjiik, hogy F, = Dppxp — Aprx;. Ezt (7) segitségével

és X; helyettesitésével kapjuk:

F, = Dgpxp— ApiL "Apxp
= (Dpp — Apr(Dir — A1) ' Arg)xp (10)
= AXB

Az y-koordinatakra hasonlé eredményre jutunk A-ot tekintve. Definialjuk Wij-t (—fl)ij—
vel. Mivel Ap; = (Arp)7T, ezért Ais szimmetrikus, azaz w;; = w;;. Jeloljiik 1-gyel azt
a vektort, amelyiknek minden koordinataja 1. A bebizonyitandé egyenlGség (8) jobb
oldalabol kiindulva, i € B esetén az x-koordinatakra kapjuk:
F; = Z Qi (T — x5) + Wity — Wix; = T Z Wij + Z Wi
jeB: i#j jeB jeB
Mivel minden 7 € B esetén a fentieket kapjuk, atirhatjuk mindezt méatrixos forméaba

(10) segitségével (az 1-gyel valo szorzés a sorosszeg vektort adja):

E = —XBA]_ + AXB = —XBzzll + Fx
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Ahhoz, hogy (9)-et igazoljuk, meg kell mutatnunk, hogy A minden sorésszege 0. El-

lendrizhets, hogy:

A[]1+A[Bl = Dyl
Al = Dl - Al

(Drr— Amr) 'Appl = 1
Az A definiciojabol kapjuk:
Al = Dppl — Apr(Dir — Ar) 'Arpl

Amibe behelyettesitve az el6z6 eredményt: A1 = Dppl—A;pl = 0,...,0)T adodik. ]

Fontos hangsiilyoznunk, hogy w értékei nem fiiggnek xp, illetve x; értékektdl, csu-
pan GG kombinatorikus struktirajaval vannak kapcsolatban. Mas szoval w minden sziik-
séges informaciot hordoz G kombinatorikus struktarajarol. Tehat rendelkezésiinkre all

G kombinatorikus struktirdjanak egy olyan leirdsa, mely az F' erGkért felel.

3.3. Definici6. Ezt a G kombinatorikus struktirdjdt leiro w sulyozdst helyettesitd su-

lyozdasnak nevezziik.

A kovetkezGekben el kell dénteniink, hogy hogyan dgyazzuk be a kiils6 pontokat,
és hatarozzuk meg a kiilsg élek stlyozasat, hogy az F' vektorokat kinullazak. Azaz az
alabbi egyenletrendszerek egy megoldasat keressiik, ahol a kiils6 csticsok koordinatai

és a kiilsg silyok az ismeretlenek:

dji,suc(i) (pz - psuc(z)) + d}i,pre(i) (pz - ppre(i)> =—F VieB

Ahol suc(i) jeloli az i-t kovetd, a pre(i) pedig az i-t megel6z6 indexet a kiilsé pontok és
élek ciklusaban. Az egyenletrendszernek nagy a szabadsagfoka, ezért a lehet&ségekhez
képest annyi kiils§ pontot régzitiink, amennyi lehetséges. A tovabbiakban k értéke, és
G struktirdja szerint négy kiilonb6z6 esetben megadunk egy-egy specialis megoldast

erre az egyenletrendszerre. Az egyensilyt a kiils6 pontokra kell ellenérizni, ez azonban
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csupan szamolas kérdése, igy ezt nem részletezziik, inkdbb a kiilsé poligon konvexité-

sara helyezziik a hangsilyt.

1. G-nek a kiils6 pontjai és élei haAromhosszt kort alkotnak

Ez a legegyszertibb eset, minden kiils6 cstucsot tudunk rogziteni:

b1 = (O’O) , P2 = (170) y P3 = (Ovl)

Es a silyozés:

W12 = —W12 , W3 = —Wa3 , W13 = —Wi13

3.4. Lemma. Ha G kiilsé pontjai haromhosszu kort alkotnak, akkor a fentiekbenben

definidlt bedgyazds, illetve silyozds egqyensilyi sikra rajzoldst eredményez.

2. G-nek a kiils6 pontjai és élei négyhosszii kort alkotnak, és nincs ezen
beliil kisebb kor

Ebben az esetben mar nem rogzitiink minden kiils6 cstcsot:

P1 = (0,0) , P2 = (LO) y P3 = (2,?/3) y P4 = (0’1)

A sulyokat, illetve az ys-at az alabbi médon definialjuk:

wiz = —2Wi13 — W2

Wz = Wog — 2W13 — Was

Wsg = —@24/ 2 — w3y

Wig = W/ (Was — 213) — Wia
Ys = C2)24/(2@13 - C:)24)

Feltehetjiik, hogy @3 > (a4, kiilonben ciklikusan djraindexeljiik a kiilsé poligont. Igy
a konvexitas teljesiil, hisz y3 > 0. Megjegyezziik, hogy az w silyok a szomszédos kiilsé
csucsok kozott irrelevansak ys szempontjabol. Ez lathato a fenti bedgyazasban: a kiilsé
élekhez tartozo sulyok nem jelennek meg ys definiciojaban, tovabba w;; + w;; minden

(1,7) kiils6 él esetén fiiggetlen barmely kiilsg élre vonatkozo silytol.
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3.5. Lemma. Ha G kiilsé pontjai négyhosszi kort alkotnak, melyen belil nincs kisebb
kér, akkor a fentiekben definidlt bedgyazdsra és sulyozdsra konvex kiilsét kapunk, és a

bedgyazott grif eqyensulyban lesz.

3. G-nek a kiils6 pontjai és élei 6thosszi kort alkotnak, és nincs ezen beliil
kisebb kor
Ez az eset mar joval bonyolultabb, a konvexitds miatt két alesettel is foglalkoznunk

kell. Ezt a vizsgalatot segiti az alabbi lemma:

3.6. Lemma. At tudjuk indezelni a kiilsé csicsokat, hogy az aldbbiak teljesiiljenek:

~

W3s = Wy S Was = Wiy
illetve semelyik belsd w;; — nem szomszédos csucsok kozott mend — sily nem nulla.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy wss legyen a legnagyobb kiils6 élen levé helyettesitd sily,
hisz egyébként a kiils6 pontokat ciklikusan atindexelhetjiik. Ha wo5 > @13, akkor készen
vagyunk. Egyébként indexeljiik at a pontokat az alabbi médon: ps <> py és p; < po.
Ahhoz hogy belassuk w;; > 0 egyenl6tlenséget, rogzitjiik egy specidlis esetben a kiilsg
pontokat. Fzt megtehetjiik, hisz mint korabban lattuk ezek fiiggetlenek a csicsok
elhelyezkedésétsl. Legyen p; = (0,0) és minden mas hatarpont esetén az z-koordinata
legyen 1. Ekkor w;; az z-koordinatdja Fj-nek, hisz csak az i cstcs x-koordinatéja tér
el az 6vétsl. A (8) alapjan kapjuk, hogy:
iy = Y iyl — )

icl
Ez csak akkor lehetne nulla, ha j-nek nem lenne belsé szomszédja. Ez viszont nem
lehetséges, mivel G 3-0sszefiiggs, ezért legalabb harom szomszédja van, illetve a kiilsG

koron pontosan kettd van (nines a kiilsé pontok ciklusan beliil kisebb kor). [
A helyettesits stlyozas fiiggvényében két alesetet kiilonboztetjiik meg (7. dbra):

3A eset: (2)35(1)14 + @14@25 + @25@24 + @13@)35 > CD35C:)25
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7. abra. A két aleset, 3A, ill. 3B bedgyazasa

Ebben az esetben a kiils6 cstucsokat igy definidljuk:

Ts

Ys

W12

Wa3

W34

W45

Wis

P1 = (070) , P2 = (LO) , P3 = (171) , P4 = (Oal)a Ps = (ISayB)

csucs koordinatai és a silyozas legyen:

(W13 — Wos — Wi4)(Ws5 + W13 — Waa)

W3sW14 + W14Was + Woswoyg + W13W3s — W3sWas
W35 + W13 — W

W35 + Was

A A~ 2 A~ A~ A A ~ A~ A A A A~ A~ A~ A A~

W35 (W25 + WogWss — Wagllas — Wi3as) + W14 (Was2 + Waslss — Wayles — W3sWay) o
— — — — — — W12
W3sWaos + W14Wos — WosWay — W13W3s — W3sW14

W13Wos + WosWss + Woglas .

N = — Wa3
—Wa5 — W35
A ~ 2 ~ A~ A A ~ A~ A A 2 A~ A~ ~ A~ A A~
14(W35 + W3sW13 — WasWss — Wi3las) + Woa (W35 + W13Was — 2W13Wss — WasWas) o
— W34

W3sWas + W14Wos — WosWoy — W13W3s — W35W14
Wo4Was + WosWi14 + W14W3s + WogWss .

= = = — W45
W13 — Waq4 — Was

W13Wos + W3swig + Wigwos + Wi4W3s .

N N = — Wis
Woq4 — W3 — W13

Konnyen lathato, hogy ys > 0, hisz a helyettesits silyozas nem negativ, és wyy < Wss.

Tovabba ys < 1, mivel wos > wi3. Az x5 szamlaldja ugyanezért negativ, nevezdje pedig

a 3A feltevés miatt pozitiv. Ezért x5 < 0, azaz a kiils§ csticsok konvex poligont alkot-

nak.
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3B eset: @35(2114 + (;)14(,:)25 + (,?}25(1124 + @13(,:)35 < (1)35(,:)25

A kiils§ csucsok legyenek:

P1 = (070) , P2 = (1,92) , P3 = (17y3) , P4 = (Oal) , P5 = (_170)

Ezutan nem meghatarozott koordinatak és a stlyozas legyen:

Y2

Ys

W12

Wa3

W34

W45

Wis

A~ A A~ A A A A A A~ 2 A~ A~ A A
WoaW13 + Woalss + Waswiz + 2Waswss — Wis — 2Wi3Wss — W3sWi4

-2
Waalss + Wasti3 + 2Wast3s

~ A A A~ A~ ~ ~ A A 2 A A A~ ~
o W2W13 + Woalss + Wastwi3 + 2Wa5035 — Wy, — 2W24Was — WiaWos

Woalss + Waswi3 + 2Was3s5
—Waq4 — W5 — W12

A A~ 2 A~ A A~ A A A~ 2 A~ A
W13 (W75 + 2013035 + 2WeWss) — W5 (W3, + Wosia)

2035 (Wag + Was — W13 — 1/2014) + 2Wa5 (W13 + Was — Wag — 1/2014) — (W13 — W24)?
—W14 — 2W15 — W34

Wag — 2W35 — W13 — Was

Wiz — 2Wa5 — Wag — Wi

A kiils§ pontok, és élek konvex poligont alkotnak, ha —2 < s <y3 < 2. A —2 < 15 és

y3 < 2 egyenl6tlenségek ekvivalensek az aldbbi két egyenlétlenséggel:

~2 A ~ A ~ ~ N
— Wiy — W13Wss — WasWwia + Wi3(Wag — W35) < 0

~92 ~ A ~ A ~ N ~
—Why — Woylos — W14Was + Was (W13 — Was) < 0

Mindkét egyenlétlenség igaz, hiszen csupa negativ szam szerepel a bal oldalon. Igy

méar csak azt kell ellenGrizniink, hogy vy — y3 < 0. Ezt elosztjuk 2-vel, beszorozzuk a

nevezGvel, majd a negativ elGjeld tagokat atvissziik a masik oldalra:

~2 ~9 PN PN PN PN PN PN PN A oA
Wis + Woy + 2&)13&)35 + 2&)24(,025 + WssWigq + Wiaos < 2w24w13 + 2w24w35 + 2(,«)25(,013 + 4w25w35

3.6. lemma segitségével kapjuk, hogy 0y < Wosls és W3, < Woywzs. A 3B feltevésbol

kéVetkeZik, hogy @35@14 + (1)14@125 + @25@24 + 2(1]13(;.)35 < 4@35@25. Ezért az igazoland()

egyenlGtlenség jobb oldala nagyobb, mint a bal, tehat a kiils6 poligon konvex.

3.7. Lemma. Ha G kiilsé pontjai dthosszi kért alkotnak, €s azon belil nincs kisebb

kér, akkor a fentiekben tdrgyalt bedgyazds és silyozds esetén konvex kiilsét kapunk, és

a bedgyazott graf egyensilyban lesz.
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Osszefoglalasképpen elmondhatjuk, hogy G kombinatorikus struktirajatol fiiggden négy
kiilonb6z6 esetben definidltunk egy sikra rajzolast, és egy azon értelmezett egyensilyi
stlyozéast, ezzel tovabbléphetiink majd ennek kiemelésére, el6bb azonban tekintsiink

meg néhany példat.

3.3. Példak a beagyazasra

3.8. Példa. Az el6zd fejezetben ldttuk, hogy K4 bdarmely sikra rajzoldsa tdmogatja az
eqyensiulyt, most nézzik meq, hogy a fenti eljards milyen sikra rajzoldst, és siulyozdst

eredményez.

K4 szomszédsagi és diagonalis matrixa a belsd élek nélkiil:

- o O O
- o O O
- o O O
S ==
oS o o =
o o = O
o = O O
w o o o

Ebbdl kapjuk a Laplace-matrixot: Dj; — A;p = L = 3. Ennek inverze L_; = 1/3.

Ezutan rogzitjiik a kiils6 pontokat az 1. tipusu eset alapjan:

b1 = (070) y P2 = (170) y P3 = (071)

Tovabba kiszamoljuk a helyettesits stlyokat (10)alapjan A-ot:

100 1 2/3 —1/3 —1/3
A=lo10|-|1 (1/3)(1 1 1)= ~1/3 2/3 -1/3
00 1 1 ~1/3 —1/3 2/3

A segitségével definidlhatjuk w-ot. Ebbdl viszont az 1. esetben leirtakboél kapjuk, hogy:
W1g = —1/3, Weg = —1/3, w13 = —1/3. (7) alapjan pedig kiszamolhatjuk a belsé pont

koordinatait:
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0 0
:v4=1/3<1 1 1) 1| =1/3 y4=1/3(1 1 1) 0o=1/3
0 1

Ezt a sikra rajzolast 3-szorosara nagyitva kapjuk a 8. abran lathato bedgyazast.

p3=(0.3)

W, ,=1/3

p,=0,0 “i=17 p =30
8. dbra. K, beagyazasa

3.9. Példa. Erdekes lehet meguizsgdlni, mit eredményez a fenti bedgyazds, ha a beme-

neti graf nem sikgrdf. Nézziik meg Ks-esetét.

A szamolasokat nem részletezziik; a beagyazott csucsok koordinatai x = (0,1,0,1/3,1/3)
ésy = (0,0,1,1/3,1/3)

A stlyozas matrixa ((€2);; elem az i és j cstics kozotti suly):

0 -2/3 —2/3 1 1
—2/3 0 -2/3 11
Q=1 —2/3 =2/3 0 11

1 1 1 01
1 1 1 10
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Tehat forméara hasonld eredményt kaptunk, mint K, esetén, csak beliil duplikalt
pontot lesz, ami meglehetdsen elfajult esetet eredmeényez. Erdekes megfigyelniink, hogy
a kiils6 sulyok pont dupldjara néttek az el6z6 példahoz képest, tovabba a kapott ered-
mény tovabbra is egyensilyban lesz. Ez nem is meglepd, hisz az eset atvihetd arra a
rendszerre ahol K,-en a bels§ stlyozas nem 1, hanem 2, igy a kiils6, negativ stlyoknak

kétszer nagyobbaknak kell lennie, hogy a rendszer egyenstlyban legyen.

3.10. Megjegyzés. A bedgyazds és siulyozis kiszamitisinak mddja miatt tetszdleges

grifra teljestilni fog az eqyensulyi kritérium, amennyiben igazak a kévetkezdek:
(i) Van legaldbb egy pontja.

(ii) Van benne hdrom, négy, vagy othossziusdgu olyan kor, melyben nincs kisebb kor.

Természetesen ha G nem sikgraf, akkor elfajulo, vagy keresztezd esetet kapunk. Mind-

ezek utan pedig térjiink ra az egyensilyban levé sikra rajzolt grafok kiemelésére.
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4. Kiemelés

A poliéderek konstrualasdnak utolsé fejezetéhez értiink, itt az el6z6 fejezetben sikra
rajzolt grafot emeljiik ki, azaz dgyazzuk be R3-ba. Az egyensilyban 1év6 graf kiemelése
Carpo és Whitley [10, 11]nevéhez fiiz6dik, de Richter-Gebert [5] is kidolgozta, A. Schulz
[1] elsGsorban erre tamaszkodott. Ez a fejezet elsGsorban ezen utobbi két forrason

alapul.

4.1. Egyenstlyban 1év6 graf kiemelése

Maxwell nevéhez nem csak a reciprok diagram és az egyensiilyi helyzet Gssefiiggésével
kapcsolatos észrevételek fiizGdnek, hanem az egyensilyi sikra rajzolas és poliéderek
projekcidjaval kapcsolatos megfigyeléseket is tett. A kovetkezs tétel ilyen kapcsolat 1é-
tezését mondja ki. Annak bizonyitasa, hogy az (i)-bdl kovetkezik a (ii) Walter White-
ley [11] nevéhez fiiz6dik, igy a tételt Maxwell-Whiteley tételnek nevezziik, azonban
Maxwell munkajat Luigi Cremona iiltette at tisztabb formaba [12], ezért ez a tétel

Maxwell-Cremona Osszefiiggésként is ismert.

4.1. Tétel. Legyen G eqy 3-0sszefiiggd eqyszert sikgrdf és annak egy G(p)- konvez sik-

ra rajzoldsa illetve f1 ennek eqy kiwvdlasztott tartomdnya. Ekkor az aldbbiak ekvivalens:
(1) Létezik w egyensilyi silyozdis G(p)-n

(ii) G bedgyazhato poliéderként R3-ba, ahol az fi tartomdny az vy-sikban fekszik, és

ezen poliéder ortogondlis projekcidja az xy-sikba G(p)-t eredményezi.

A tételben szerepl6 kapcsolatra adunk egy konstrukciot. Elgszor definidlunk egy
kiemelést egy rogzitett reciprok diagram segitségével. Ezutan megmutatjuk, hogy a
kiemelés paraméterei jol definialtak, végiil belatjuk, hogy a kiemelés eredménye egy
konvex poliéder.

G(p) kiemelését sikok halmazaval irjuk le. Minden f; € F; tartoméanyt megfeleltet-

jik egy sitknak. A kiemelt f; tartomany az f; z-menti projekcidja lesz H; -re. H;-t az
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alabbi modon irhatjuk le:

Ahol a; a lap normalvektora, d; pedig a (0, 0)-ban felvett érték, mely a lapok megfelels
illeszkedését biztositja.

Az a; definidlasahoz a G egy reciprok diagramjat hasznaljuk, mely 2.4. tétel alapjan
létezik, hisz G(p) taAmogatja a sulyozast. Ne feledjiik, hogy rogzitett egyensilyi stlyozas
esetén sem egyértelmi a reciprok diagram, ezért rogzitiink egyet, melyet G*(a)-val

jeloliink, és w-hoz tartozik a 2.4 tétel bizonyitasa alapjan.
a; = (0,0)
Tovabba (7,7 | [, r) iranyitott helyzetre legyen:
a = a, + w;;(p; — py) " (12)
Ezutan definidljuk d;-t szintén (i, j | [,r) irdnyitott helyzet esetén:
d; = wi(pi, p; ) + dn (13)

Mivel egy adott f; tartomanyhoz tartozo a; és d; definialasa tobb modon megtorténhet,

meg kell mutatnunk ennek egyértelmiiségét:
4.2. Lemma. A kiemelés definidldsihoz haszndlt a; vektor és d; konstans jol definidlt.

Bizonyitds. Az a; definidlasa egyértelmi, hiszen az egy rogzitett reciprok diagrambol
adodik. A d; egyértelmiisége azonban mar joval mélyebb vizsgalatot igényel.

A d; értékeket tartomanyatmenetek sorozataval tudjuk kiszamolni. Fy = (r,1)
legyen egy tartoméanyatmenet f. € Fg tartoméanyrol f; € Fg tartomanyra. Egy (r,1)
tartoméanyatmenet érvényes, ha létezik (i, j | [, r) iranyitott helyzet valamely (i, j) élre.
Egy Fy tartomanyatmenet esetén, mely (i,7 | [,7) iranyitott helyzet altal érvényes,
jeloljiik az ehhez tartozo iranyitott (i,7) élt ¢-val.

Legyen Fi, F,, ..., F, egy sorozata a tartomanyatmeneteknek, hogy F; = (1,*)
és F, = (x,7). Ha barmely k£ < u esetén F}, = (x.0O) rakovetkezGje Fi.1 = (O, x),

36



akkor a sorozat alkalmas d; kiszamolasara. Altalaban azonban az ilyen sorozatok nem
egyértelmiiek, ezért meg kell mutatnunk, hogy barmilyen sorozatot valasztunk is d;
definidlasara, ugyanazt az értéket kapjuk.

Tekintsiink két tartomanyatmenet sorozatot f; és f; kozott. Az egyiken odafele
fogunk haladni, a mésikon pedig visszafele. Ez egy kort jelent a dudlis grafban, jeldljiik
ezt a kort C' = {F}, ..., Fg}-val.

Ha a két sorozat kiilonbozd értéket adna d;-re, akkor Ztk:(i,j): i Wii{Pi» p;t) ér-
téke nemnulla lenne. Ezért elegend6 megmutatnunk, hogy barmely C' korre:

> wigpin ity =0 (14)
t=(i,§): k<K
A C ciklus két részre valasztja szét a graf csicsait, I-re és O-ra. ElGszor feltessziik,
hogy I csupén egy csucsot tartalmaz, mégpedig pi-et (9. abra). Ekkor:

Z Wz‘j<pi7ij> = Z w1j<P17le>

tr=(i,4): k<K (Lj)eE

= b1, Y, wiyph)

(1,j)eE
= <p1a O>

= 0

Tehét (14) teljesiil ez esetben.

Ha I t6bb mint egy csticsot tartalmaz, akkor C-t felbonthatjuk C; kisebb ciklusok-
ra, melyek p;-t fogjak kozre, és hasonld a koriiljarasuk, mint C-nek-nek (10. &bra).
Konnyen lathato, hogy azok az élek, melyeknek mindkét csiicsa [-beli, kétszer keriilnek

bejarasra, mégpedig ellentétes iranyban, ezért kinullazzak egymést:
wiiPi, Pj ) + wii(Pj, Pity =0
Igy az alabbiakat kapjuk:

Z wi(Pi, Py ) = Z Z wii{Pi, P; ) =0

to=(i,j): k<K i€l (i,j)eE
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A

AV,

9. 4bra. Kgy csiicsot vesz koriil az at.  10. &bra. Tobb csticsot vesz koriil az 1t.

Mivel az el6z6 pont alapjan, ha egy cstucsot jarunk koriil, akkor nullat kapunk. Tehét

a C korre is nullat kaptunk. []

4.3. Tétel. Eqy G(p) bedgyazdsra és rajta értelmezetl w egyensilyi silyozdsra a fent

definidlt kiemelés poliédert ad.

Bizonyitds. Ennek bizonyitasihoz mér csak azt kell megmutatnunk, hogy a kiemelt
tartomanyok megfelelGen kapcsolodnak, azaz G egy (i,7 | [,r) iranyitott helyzetére a
kiemelt (i, j) élt tartalmazza H, és H, metszete. Mivel a fent definialt kiemelés linedris,

ezért ezt elegendd p, és p; pontokra megmutatni. Az a; és d; definiciojabol kapjuk,

hogy:

Qq—a = Wij(Pi—Pj)L

d—d, = wi{pipiy

Megjegyezziik, hogy a; — a, a reciprok diagram egyik élvektora ezért ez megegyezik a

2.4. tétel bizonyitasa alapjan w;;(p; — pj)t-vel. A H; és H, &ltal p;-re adott értékek
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kiilonbsége a fentiek alapjan ezt kapjuk:
21(pi) — z(pi) = <a,pi) —<a,pi)+d’d,
= (a—a,,pi)+(dd)

= <Wij (pi — Pj)% pi) + Wij<pi7 ij>

= (wij(pi — pj)L + w;i{pi, pjl>7 Pi)
= Wij<pil7 Pi>
= 0

Hasonl6 eredményt kapunk p; pontra is, s ezzel igazoltuk is a tételt. [

4.4, Allitas. Ha G(p) bedgyazdsra és rajta értelmezett w egyensilyi sulyozdsra igaz,

hogy a kiilsd sulyok negativak, és a belsdk pozitivak, akkor a kapott poliéder konvex.

Bizonyitds. Ehhez megmutatjuk, hogy két lap egyméshoz valé viszonya kapcsolatban
van a koztiik futo élhez rendelt sillyal. Legyen (i,5 | [,r) irdnyitott helyzet. Az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy p; = a, = (0, 0), ebbdl kapjuk, hogy
dy = d, = 0. Azaz a H, magassaga (z-koordinataja) 0 lesz. Ekkor a p, magassaga H,

lapon:

Zl(pt) = <w2_] pzp])vat>

- (] ]) 2

2&)@] [t ]7

[t,7,1] negativ, azaz ha w;; negativ, akkor z pozitiv koordinatat rendel p;-hez. Tehat,
ha a kiils6 poliéder konvex, és negativ silyt, akkor a bels6 tartoményokhoz pozitiv ko-
ordinatat fog rendelni. A bels§ élek pozitivak, igy ha egy adott kiemelt lapot néziink,
akkor a szomszédos lapok ennek sikja alatt lesznek, ha nem lenne konvex, akkor ez nem

teljesiilne. Tehat a kapott test konvex poliéder, és két lap nem eshet egy sikba se. []

Mindezekbdl kdvetkezik, hogy a kapott poliéder gréfja megegyezik az eredeti grafunk-
kal. Ezzel a kiemelés targyalasanak végére értiink. A kovetkezd részben néhéany egy-

szertibb példan keresztiill mutatjuk meg a kiemelés menetét.

39



4.2. Példa a beagyazasra

A rekurziv definici6é jobb megértése végett, most egy példén keresztiil 1épésrél-lépésre

elvégezziik a kiemelést.

4.5. Példa. Az egyszeriiség kedvéért itt is Ky-gyel foglalkozunk. Az eldzd fejezetben

megadott sikra rajzoldst emeljik ki az egqyensilyr siulyozds segitségéuvel.

P3 (0,0)

(3,1]11,4)

P, (3,0)

e
=Y
S
K=
-
o——

11. 4bra. a; és d; definialasa

El6szor rekurzivan definidljuk a; vektorokat és d; konstansokat, azon i-kre, melyekre
fi € Fg. faesetén (1,2 ] 1,2), fs-nal (2,3 | 1,3), illetve fy-nél (3,1 | 1,4) iranyitott

helyzetek alapjan (11. &bra):

a, = (0,0)

a, = —1/3(=3,0)" +(0,0) = —1/3(0,-3) = (0, 1)
ag = —1/3(3,-3)"+(0,0) = —1/3(3,3) = (-1, 1)
a, = —1/3(0,3)" +(0,0) = —1/3(—3,0) = (1,0)
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d1:O

dy = —1/3{(0,0),(3,005>+0=0
ds = —1/3((3,0),(0,3)*) +0 = —1/3((3,0), (—3,0)> = 3
dy = —1/3{0,3),(0,00°>+0=0

Ellendrizhetjiik a definicié egyértelmiségét, ha ¢ = 3-ra nem (2, 3|1,3) irdnyitott

helyzet segitségével definidlunk, hanem (4, 2|2, 3)-mal:

ag = 1(=2,1)T+(0,1) = (=1,-2) + (0,1) = (=1,-1)

d3 = 1{(1,1),(3,0)")+0 = 1{(1,1),(0,3)) =3

Mindezek segitségével, most meghatarozhatjuk a lapok kiemelését:

Hyi:p—zi(p) = (p,(0,0))+0
Hy:p—zi(p) = <p,(0,1))+0
Hs:p—zi(p) = (p,(-1,-1))+3
Hy:p—zi(p) = (p,(1,0)+0

p'3(0,3,0) py(1,1,1)

p'4 (0,0,0) p'5 (3,0,0)

12. dbra. K, kiemelése
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Ezeknek segitségével a tartomanyhoz tartozé csicsokat kiemelhetjiik, a poliéder

ezen csucsok konvex burka lesz. Itt szintén megfigyelhetjiik a kiemelés egyértelmiiségét:

Hy: (0,0)—0 (3,000 (0,3)—0
Hy: (0,0) >0 (3,0)—0 (1,1)—1
Hy: (3,0) >0 (0,3)—0 (1,1)—1
Hy: (0,3) >0 (0,0)—0 (1,1)1

A kapott eredményt megtekinthetjiik a 12. dbran.

4.6. Példa. Most programunk segitségével az alabbi mdtrizbol konstrudlunk poliédert:

0111110
1010011

1101001
1 010111
1 001010
1101101
01 11010

P3

Py '
/ Po
P P2

13. abra. A graf sikra rajzolasa
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A 3. fejezetben megadott sikra rajzolast az alabbi koordinatakat eredmeényezi (13.
abra):

x = (0,204,0,37,36,71,78)"
y = (0,0,204, 71, 36,37, 78)"

A kiemelés pedig az alabbi harmadik koordinatédkat adja meg, bar ezek mar a jobb

abrazolhatosag kedvéért ardnyosan csokkentett értékek:
z = (0,0,0,55.5,41.25,55.5,57.5)"

A kapott eredményt MeshLabbal dbrazolva nyerjiik a 14. &brat.

14. abra. A graf sikra rajzolasa
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5. Az algoritmusrol

A kovetkez6 fejezet két részre oszlik, az els6 felében kiegészitjiik a fenti beagyazast, és
vazlatosan foglalkozunk az egészértékiivé tételével, illetve a beagyazas kiterjedésével.

A masodik felében pedig az algoritmus implementéaciojarol ejtiink néhany szot.

5.1. Egész értéki beagyazas és kiterjedés

Ebben a részben olyan beigyazést kereslink, ahol a cstcsok koordinatai egészek. Itt
csak vazolni fogjuk A. Schulz eredményeit, az eredmények mélyebb vizsgalatdhoz az 6
dolgozatat ajanljuk [1].

Els6 fontos megallapitasunk miatt elegendé csak a sikra rajzolast vizsgalnunk:

5.1. Lemma. Ha G(p) sikra rajzolds csiucsai egész koordindtdjiak, akkor a kiemelés

sordn ezekhez egész értéki z-koordindtat rendelink hozzd.

Tehat kerestink olyan S, és S, szorzo6 tényezGket, melyekkel felszorozva az eredeti

sikra rajzolas y- és x-koordinatait, a kapott sikra rajzolas egészértéki lesz.

5.2. Lemma. Ha G(p) kiilsé csicsainak koordindtdi egészek, akkor a belsd pontok ko-

ordindtdi 1/detL tobbszorisei lesznek.

Tehat, ha elértiik, hogy a kiils6 csticsok koordinitai egészek, akkor felszorozzuk
mindkét koordindtat L determinansaval, akkor a kiemelés egész koordinataju lesz. A
kiils6 pontok egészé tételéhez G kombinatorikus struktirdja alapjan (3.2. fejezet) négy

kiilonb6z6 esetben definidljuk a megfelel6 faktorokat az alabbi tabla tartalmazza.
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Eset | Szorzotényezdk
Sy = detL
: Sy = detL
S, = detL
7 S, = (2013 — Way)(det L)?
A Sy = (Ws5W14 + W14W2s + Waslay + W13Wss — WssWas) (det L)
Sy = (Wss + was) (det L)?
S, = (detL)
3B
Sy = (2435 + Was13 + 2W95w3s)(det L)?

Felmeriilhet a kérdés, hogy mekkora lesz a legnagyobb abszolut értékii koordinata
ilyen beagyazas esetén. Ennek meghatarozasahoz komoly elGkésziiletek kellenek, itt

csak a végeredményt mondjuk ki:

5.3. Allitas. Minden poliéder melynek n csicsa van realizdlhatd egész koordindtdkkal,

melynek mérete O(27°°),

Ennek élessége nyitott kérdés. Vajon van olyan bedgyazas melynek mérete nem
exponencialis modon fiigg n-t6l. A. Schulz dolgozataban talalhatunk egy sejtést, mely
3-Osszefiiggd sikgrafok egy csaladjarol azt allitja, hogy nem lehet olyan méretben be-

agyazni, mely n polinomidlis fiiggvényébe.

5.2. Az implementaci6 attekintése

A kovetkezs részben a fent ismertetett poliéder konstrualo algoritmus implementacio-
jat tekintjiik at, melynek forraskodja megtalalhato a fiiggelékben és a mellékelt CD-n.
A gyakorlati megvaldsitasra a Visual Basic nyelvet valasztottam, mely igen alkalmas
fiiggvények és alprogramok paramétereinek kezelésére. Legnagyobb elénye, hogy ezek-
nek a paraméterei kétiranyi kommunikaciora is alkalmasak. Lényegében a 3. és 4.

fejezet 1épésein megyiink at ujra, kiegészitve a fontosabb technikai részletekket.
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1. Input

A bemenet egy .txt fajl mely tartalmazza a kiemelni kivant graf szomszédsagi mat-
rixat. Ennek a grafnak ki kell elégitenie a Steiniz tételébdl fakado kovetelményeket;
azaz 3-Osszefiiggbnek és sikgrafnak kell lennie. A sikra rajzolhatéségot tesztels algo-
ritmusuk igen nehezen implementalhatoak, igy ennek tesztelését a program nem végzi
el, de megtehetjiik ezt a Mathematica program Combinatorica modulja segitségével.

Hasonlban a 3-Gsszefiliggség tesztelését sem tessziik meg.

2. Megfelel6 kor keresése
Miutan beolvasta a program a matrixot, elészor keres egy szigoriian k£ hosszi kort a
grafban, ahol k legfeljebb 5. Ennek alapjat Dijkstra legrovidebb utat keres6 algoritmu-
sa szolgaltatja. A program az alabbi ciklust ismétli. ElGszor tekint egy adott pontot,
i-t, illetve annak egy szomszédjat, j-t. Ezutan a grafbol eltavolitjuk az (i, j) élt, majd
a Dijkstra algoritmus segitségével meghatirozzuk az i és j tavolsdgat. Ha ez kisebb,
mint 5, akkor az (i,j) él visszavételével talaltunk egy legfeljebb 5 hossza kort, kilé-
piink a ciklusbol. Egyébként attériink i kovetkezd szomszédjara, illetve ha azok esetén
sem taldlunk megfelel6 kort, kivalasztunk egy mésik pontot. Mivel egy 3-Osszefiiggs
sikgrafban van legfeljebb 5 hosszu kor, ezért a keresés mindig pozitiv eredménnyel za-
rul. A kapott kor lesz a bedgyazando graf kiils6 poligonja, a tobbi pont ezen beliil fog
elhelyezkedni.

Némi gyorsitast tesz lehet6vé, hogy amennyiben az ¢ és j kozti Gt til hosszi, akkor
az (i,7) élt nem vessziik vissza, hisz ez mar biztos nem része egy legfeljebb 5 hosszi

kornek. Ezzel a Dijkstra algoritmus gyorsul, mivel j-nél mar nem vizsgaljuk az i-t.

3. A graf beagyazasa

Elgszor kiszamitjuk L = Dy — Ay Laplace matrix inverzét, majd ennek segitségével a C
k x k —s matrix kiszamoléasa kovetkezik, mely a kiils6 pontokbol alkotott pontparokhoz
rendelt @ értékeket tarolja. A kovetkezSkben k szerinti esetvizsgalat kovetkezik. A

kiils6 pontok kozti élekhez tartozo sulyokat és a kiilsé pontok koordinatéit definidljuk
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C' segitségével, minden k esetén specialis modon (k = 3,4,5). A belss élekhez tartozo

silyok értékeit 1-nek definidljuk. Ezutan a belsé pontok koordinatait kiszamitjuk:
x; =L 'A;pxp  yr=L""Aipys

Ezzel rendelkezésiinkre all a graf egy bedgyazasa, illetve egy azon értelmezett egyen-

silyi stulyozas. Ezt megfelels szorzotényezikkel felszorozva egész értékiivé tessziik.

4. A graf megfelel6 bejarasanak meghatarozasa

A graf kiemelését a csicsok kiemelésével oldjuk meg. Ehhez tgy kell bejarnunk a lapok
egy részét, hogy minden cstics esetén legalabb egy lapszomszédjat érintsiik, illetve csak
olyan lapra léphetiink, amelynek legalabb egy lapszomszédjan mar jartunk. Minden
iranyitott (i,7) élt ellatunk két indexszel, mely 0 és 1 értékeket vehet fel. Az elsg a
bal oldali, a masodik pedig a jobb oldali lapra vonatkozik. Az 1 azt jelenti, hogy az
adott lapon mar jartunk, a 0 pedig azt, hogy még nem. Tovibba minden csticshoz
hozzarendeliink 1-et, ha van bejart lapszomszédja és 0-at, ha nincs. Kezdetben minden
él indexe (0,0), és minden cstcshoz a 0 tartozik.

Els6 1épésnek a konvex burok lapjat definidljuk, mely a kiemelés utan a graf sik-
jdban marad, és az also lapjat fogja jelenteni. Azaz a kiils§ élen, pozitiv koriiljaras
esetén (0, 1)-nek definialjuk az élekhez tartozo két indexet, illetve a csicsokhoz az 1-et
rendeljiik. Az alabbi lépést iteraljuk: keresiink egy (0, 1) indexii élt. Pozitiv koriiljaras
szerint megkeressiik a bal oldali lap cstucsait, melyekhez egyet rendeliink. Tovabba a
bal oldali lapok éleihez pozitiv koriiljaras szerint tartozo bal oldali indexeit 1-re médo-
sitjuk. Addig folytatjuk a ciklust, mig van 0 indext cstcs.

Az eljaras vége egy iranyitott helyzetekbdl allo sorozat, melyekhez hozza van ren-

delve a bal oldali (kiemelends) lap 6sszes csucsa.

5. A graf kiemelése

A kezd6 lap esetén a; = (0,0) és dy = 0. Minden kiemelési lépésre (4,7 | [, r) irdnyitott
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helyzet esetén rekurzivan definidljuk az a; vektort és d; konstanst:

a = a +wi(pi—pj)"

d = Wij<piapjj_>+dr

Ezutan végig megyiink a bejart lapokon, ezeken beliil pedig azok csiicsain. A cst-

csokhoz hozzéarendeljiik a harmadik koordinatét:

zi(p) = (p,ai) + d;

6. Output

Ezzel minden csticsra kiszamoltuk az (x,y, z) koordinatékat, s ezeket a MeshLab &bra-
zolo programnak megfelels fajlban kimentjiik. A ponthalmazra a MeshLab segitségével
konvex burkot szamolhatunk, majd az eredményt ennek segitségével meg is tekinthet-
jik. Ttt meg kell jegyezniink, hogy ha a kimeneti koordinatak valamelyike nagyobb,
mint 18 jegyt, akkor tilcsordulési probléma 1ép fel, sajnos a maximalis tarolhatdszam

korlatozott.
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6. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban egy eljarast mutattunk poliéderek konstrudlasara. Az eljaras
egy G grafbol indul ki, sikra rajzolja, majd ezt a sikra rajzolast emeli ki R3-ba. Az
pedig megtekinthets a mellékelt CD-n. Az attekinthetGség érdekében a bedgyazast ot
nagyobb fejezetben targyaltuk.

Az els6 fejezetben koriiljartuk a sziikséges definiciokat és tételeket. Fontos megal-
lapitasunk volt, hogy egy graf akkor és csak akkor egy poliéder grafja, ha 3-Gsszefiiggs
egyszert sikgraf. Igy elegends csak ilyenekkel foglalkoznunk. Ezen grafokra azon-
ban igaz, hogy sikra rajzoldsuk kombinatorikusan egyértelmii, melynek kévetkezménye,
hogy adott grafd poliéderek szintén kombinatorikusan megegyeznek.

A miésodik fejezetben sikra rajzolt grafok egyensilyi silyozasaval foglalkoztunk,
melynek segitségével torténik meg majd a graf kiemelése. A kiemelés kihasznalja a
G reciprok diagramjanak létezését. Szerencsére a G sikra rajzolas akkor, és csak ak-
kor tamogatja az egyensilyt, ha létezik reciprok diagramja. Igy ha konstrualunk egy
egyensilyban levs sikra rajzolast, akkor kiemelhetjiik azt.

A harmadik fejezet ilyen egyensilyban 1évé sikra rajzolast ad meg. A belsé csticso-
kat és silyokat Tutte bedgyazéasa alapjan hatarozzuk meg, mely rogzitett kiilsé poliéder
esetén adja meg a bels§ csicsok koordinatait. A kiils6 csticsokat a kiilsé poliéder és a
G graf kombinatorikus struktirdja alapjan, egyedi médon dgyazzuk be.

A negyedik fejezetben G stlyozasanak és reciprok diagramjanak segitségével ki-
emeljiik a stkra rajzolt grafot, gy hogy a kapott alakzat egy megfelel6 poliéder legyen.
A kiemelést tartomanyonként végezziik, rekurziv médon; olyan tartomanyokat tudunk
kiemelni, melyeknek van mar kiemelt szomszédjuk.

Az 6todik fejezetben az egészértékd bedgyazas modjat, illetve méretét hataroztuk

“, e,

részt.
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Koszonetnyilvanitas

Koszonetet mondok szoba- és kollégiumtarsaimnak, akik noszogatasukkal el&segi-
tették ezen mi megsziiletését. Ok, akik lankadatlan éberséggel érkodtek felettem, egy
percig se hagyva, hogy megfeledkezzek kotelességemrol.

Tovabba koszonetet mondok kollégiumunk belsé konyvtaranak, ahol megfelel6 kor-
nyezetre leltem munkam végzéséhez, illetve kicsiny fa térdeplézsdmolyomnak, ami sike-
resen kimozditott komfortzonambol, ezzel megakadalyozva lustasdgom elGtérbe kerti-
lését. A sorbdl nem felejthetjiik ki azokat a derék japan teatermesztSket sem, akiknek
koszonhet6 az a kivaldo minGségi Sencha, ami fanyar zoldizével még hajnalok hajnalan
is képes volt tartani bennem a lelket.

Halaval tartozok batyamnak, Hartmann Miklosnak is, az Algebra és Szamelmélet
Tanszék egyetemi adjunktusénak, aki bevezetett a LaTex rejtelmeibe.

Végiil megkoszonom témavezetémnek, Dr. Kincses Janosnak, a Geometria Tanszék
egyetemi docensének, hogy diplomamunkim készitése sordn ellatott tanacsaival, és
tirelmesen kivarta éveken ativel§ munkadm gyiimolcsét. Az 6 segitsége nélkiil nem

johetett volna létre ez a dolgozat.
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Nyilatkozat

Alulirott Hartmann Zoltan, matematikus szakos hallgaté, kijelentem, hogy a dip-
lomadolgozatomat a Szegedi Tudomanyegyetem Természettudomanyi és Informatikai
Karanak Geometria Tanszékén készitettem, a matematikus diploma megszerzése érde-
kében.

Kijelentem, hogy a dolgozatot més szakokon korabban nem védtem meg, sajat
munkiam eredménye, és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkozok, stb.)
hasznaltam fel.

Tudomasul veszem azt, hogy diplomamunkamat a Szegedi Tudoméanyegyetem konyv-

tardban, a kolcsonozhets konyvek kézott helyezik el.

Szeged, 2011. majus 11. .

Alairas
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