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Kivonat

Szub-Riemann geometrianak neveziink egy sokasagot, ha adott differencialhato
moédon egy allandé dimenziés altér disztribticié és ezeken az altereken egy euklide-
szi skalarszorzat. Az altereket horizontalisnak mondjuk, az altereket érinté gorbéket
horizontélis gorbéknek hivjuk. A horizontalis gérbék ivhossza természetes modon
értelmezhets. A Chow—Rasevszkij-tétel szerint, ha a horizontalis disztribiciéban ér-
tékeit felvevs vektormezdk altal generalt Lie-algebra megegyezik az 6sszes vektormezd
Lie-algebrajaval, akkor tetszGleges két pont Osszekéthets horizontalis gorbével. Eb-
ben az esetben egy jo6 metrika, amit Carnot—Caratheodory metrikdnak hivnak, adédik
a szub-Riemann geometrian a két pontot 6sszekéts horizontalis gorbék ivhosszanak
infimumaként. A minimaélis hosszusagu gorbék a Pontrjagin-féle maximumelv alkal-
magzasaval hatarozhatok meg.

A 3-dimenziés Heisenberg csoporton értelmezett természetes bal-invarians szub-
Riemann geometria minimalis gorbéinek vizsgélata a klasszikus izoperimetrikus Dido-
problémara vezethetd vissza.

Ismertetem a bal-invaridns szub-Riemann geometriadk izometridira, minimalis gor-
béire és totalgeodetikus részsokasigaira vonatkozo, Rory Biggs-szel (Dél-Afrika) kozos
1j eredményeinket.
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Abstract

A sub-Riemannian geometry is a manifold equipped with a differentiable distri-
bution of subspaces of constant rank and by a field of Euclidean scalar products on
these subspaces. The subspaces are called horizontal and the curves tangent to the
horizontal subspaces are called horizontal curves. The arc-length of these curves is
defined in a natural way. According to Chow-Rashevsky theorem, if the Lie algebra
generated by the vector fields with values in the horizontal distribution coincides with
the Lie algebra of all vector fields then any two points can be connected by horizontal
curves. In this case a good metric, called Carnot-Caratheodory metric, is induced
on the sub-Riemannian geometry defined by the infinum of the length of connect-
ing curves of two points. The minimal curves can be determined by application of
Pontryagin maximum principle.

The investigation of minimal curves of a natural left invariant sub-Riemannian
structure on the 3-dimensional Heisenberg group is can be reduced to the classical
isoperimetric problem of Dido.

I give a review on our joint results with Rory Biggs (South-Africa) on the isome-
tries, minimal curves, and totally geodesic submanifolds of left invariant sub-Riemannian
geometries on Lie groups.



