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Projektiv metrikak

Attekintés
Minkowski- és Hilbert-metrikak

Hilbert IV. probléméaja, 1900

Mai nyelven azt jelenti, hogy keressiik meg és osztalyozzuk az az n-dimenziés P"
projektiv tér valamely D részhalmazan értelmezett olyan metrikakat, melyekre teljesiil
a szigorl haromszog-egyenlétlenség, vagyis nem kollinearis pontokra szigorian
szubadditiv, kollinearis pontokra pedig additiv. Ezeket nevezziik projektiv metrikaknak.

Hamel (1901)

Harom osztaly: elliptikus, affin és hiperbolikus (maximalis kiterjedés: a teljes projektiv
tér, annak egy affin része, valamely affin tér szigortian konvex része).

A,

Busemann (1961)

Altalanos konstrukcié. Alap: Crofton-tétel. Gorbe hossza = 6t metsz6 egyenesek
halmazanak mértéke/2. Az eljaras minden projektiv metrikat megad. (Pogorelov,
1973; csak sikban, Szabé (1986) minden metrika, minden dimenzié)

Beltrami tétele, 1865

Ha egy sikbeli projektiv metrika Riemann-féle, akkor konstans Gauss-gorbiiletii. Tehat
ekkor csak az elliptikus, Euklidészi vagy Bolyai-féle lehet.

A
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Projektiv metrikak

Attekintés

Minkowski- és Hilbert-metrikak

Projektiv metrikak és klasszikus példak

kiterjedés Az egész P P\ ¢
metrika Elliptikus metrika Affin metrika
példaosztaly Minkowski-metrika
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példa Gombi™ Euklidészi
c
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Hiperbolikus metrika

Hilbert-metrika

NV,
Bolyai
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Projektiv metrikak

Attekintés
Minkowski- és Hilbert-metrikak

Az affin metrikak kozott a Minkowski-metrikak alkotjak a legfontosabb osztalyt,
mert ezekre a metrikus osztéviszony és az affin osztéviszony megegyezik.

Minkowski-metrika

Legyen Z, az indikatrix, egy nyilt, szigorian konvex, kdzéppontosan
szimmetrikus, korlatos tartomany az R” térben. Az a dz: R” x R" — R

figgvény, melyet
dz(x,y) =inf{A >0:(y —x)/A € Z}

definial, egy metrika az R" téren. Ezt Minkowski-metrikinak nevezziik.

y—X
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Projektiv metrikak

Attekintés
Minkowski- és Hilbert-metrikak

A hiperbolikus metrikak kézott a Bolyai-metrikat altalanosité Hilbert-metrikak
alkotjak a legfontosabb osztalyt.

Hilbert-metrika

Legyen H egy nyilt, szigoraan konvex halmaz az R" (n > 2) térben. Az a
du: H x H — R fiiggvény, melyet

ifx=vy,

drulx,y) = 1%
HAX, - . S )
3lnl(p,@;x,y)l|, if x#y, ahol pg = H Nxy,

definial, egy metrika. Ezt a metrikat Hilbert-metrikanak nevezziik.

Utébbi formulaban a négy

kollinearis ponthoz rendelt H
(p,a:x,y) == (p,a;: x)/(pP;a; y)

arany, ahol (p, q; x) harom

kollinearis pont osztéviszonya, p
a kettdsviszony. Ez projektiv

mennyiség.
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometridkban

Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusii karakterizaciéja
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

A metrikus osztéviszony

Legyen d egy projektiv metrika a projektiv tér D részhalmazan. A
kollinearis a # b, c € D pontok (ilyen sorrendben vett) metrikus
osztoviszonyan az

_sind(ac) © paccab
ik Zgg’l;g’ o " ha d elliptikus,
W, egyébként,
d(a,c N

——=2 ha c € ab, i

(a,b;c)y = R e ha d affin tipusa, (1)

d(c:b)(’ )egyebkent,
sinh d(a,c -

—=——2= hac¢€ ab,
:mgggg; o ha d hiperbolikus
Snhd(ch)’ egyébkent,

valés szamot értjiik.
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok
Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometriakban

Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacidja
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Nem elfajul6 haromszég = NEH

Ceva- és Menelaosz-pontharmas

Az abc NEH (c’,a’,b’") hdrmasa: rendre ab, bc és ca egyeneseken vannak.

(pl) Ceva-pontharmas: ha az aa’, bb’ és cc’egyenesek konkurrensek, illetve

(p2) Menelaosz-ponthirmas: ha a ¢, a’, b’ pontok kollineérisak.

Ceva- és Menelaosz-szamharmas

Egy (o, B8,7) valés szamharmast

(nl) Ceva-szamharmasnak neveziink, ha o - 8- v = +1, illetve

(n2) Menelaosz-szamharmasnak neveziink, ha o - 8-y = —1.
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok
Menelaosz és Ceva tipusiu karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometridkban

Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacidja
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Az affin geometriabdl szdrmazé Ceva- és Menelaosz-tételek metrikusan is
megfogalmazhaték, és ezek teljesiilnek a klasszikus geometridkban, sét a
Minkowski-metrika esetén is érvényesek.

Metrikus Ceva-tétel Metrikus Menelaosz-tétel

Egy abc NEH-ben (c’,a’,b’) akkor és Egy abc NEH-ben (c’,a’,b’) akkor és

csak akkor Ceva-pontharmas, ha csak akkor Menelaosz-pontharmas, ha
(<a, b7 a/>d7 <b7 c, a/>d7 <C, a, b/>d) (<a7 b7 a/>d7 <b7 c, a/>d, <C, a, b/>d)

egy Ceva-szamharmas. egy Menelaosz-szamharmas.
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok

Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometriakban
Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacidja

A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

Tétel [KA—KJ, 2014]: Ceva tipusi jellemzés

Ha az n-dimenziés H Hilbert-geometriaban minden egyes abc NEH esetén
létezik egy (c’,a’,b’) Ceva-pontharmas, melyre

({(a,b,c")g,,, (b,c,a")a,,, (c,a,b')q, ) Ceva-szamharmas, akkor a
Hilbert-geometria Bolyai-geometria.

ﬂ Tétel [KA—KJ, 2014]: Menelaosz tipust jellemzés

Ha az n-dimenziés H Hilbert-geometridban minden egyes
‘ abc NEH esetén létezik egy (¢’,a’,b’)

Menelaosz-pontharmas, melyre

. ((a,b,c')ay,, (b,c,a")a,,, (c,a,b)q;,)
Menelaosz-szamharmas, akkor a Hilbert-geometria
Bolyai-geometria.

Haromszdgenként elegendé egyetlen Ceva-pontharmas létezése, melyre a
megfelel6 szamharmas Ceva-szamharmas. Ugyanez érvényes a Menelaosz
tipust jellemzésre is. A megtalalt jellemzés sziikséges és elegendd feltételt ad.
(Cikk megjelent: JGE.)
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok
Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometriakban

Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusi karakterizaciéja
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

A metrikus Ceva- és Menelaosz-tétel igazolasdhoz azt kell belatni, hogy H egy
ellipszoid.
Az alabbiak szerint elegend 2 dimenziéban dolgozni.

Lemma [Gruber, P.M. 2007]

Az R" (n > 2) térben egy korlatos, nyilt konvex # halmaz ellipszoid akkor és
csak akkor, ha minden sikmetszete ellipszis.

Tegyiik fel, hogy H nem ellipszis. Az alabbi John-tétel szerlnt van a H-hoz
"kozeli" ellipszis.

John-tétel alkalmazasa.

[Gruber, P.M.—Schuster, F.E., 2005]

Legyen H egy korlatos, nyilt konvex
halmaz az R?-ben. Ekkor létezik egy
olyan & ellipszis, amely tartalmazza
H-t, és vele legalabb 3 pontban
érintkezik: |[0H NOE| > 3.
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Metrikus osztéviszony
Pontharmasok és szamharmasok
Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacié Menelaosz és Ceva tétele a klasszikus geometriakban

Bolyai-metrika Menelaosz és Ceva tipusi karakterizacidja
A Ceva tipusi karakterizacié igazolasa

@ 3 legalabb 6 kiilonb6zs p; (i =1,...,6) pont 9 N OH halmazban,
tovabba a £ \ H tartalmaz nyilt halmazokat.

Ipo €E\NH:poEUCE\NH

P1 < p2 < pP3 < ps < Ps

pops elvalasztja a ps és po, illetve a ps és
p1 pontokat = Jb, 3, c

a ¢ popsz = abc NEH,

3(c’,b’,a’) Ceva-pontharmas:

(<a, b, C/>d’H <b7 C, a,>d7-[ <C’ a, b/>d7-¢)
Ceva-szamharmas

(a,b, "), = (a,b,c')q,,
(b,c,a’)q, # (b,c,a’)a,,
(c,a,b’)q, ={(c,a b’)

=(abc’)4. (hca')a. (cab’)a. # (ahc')a,, (bca')a, (cab’)a, =
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és meré&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Klasszikus geometriakban

Létezik magassagpont és ekvidisztans centrum.

Talppont

Az f € £ a g talppontja ¢-en, ha
dH(g7 X) 2 d’H(g> f) Vx € /L.

| \

Merdlegesség

Az / egyenest az f pontban metsz6 m egyenes
merdleges az ¢ egyenesre (m Lpa £, £ Ljops m), ha
f a g talppontja ¢-en minden g € ¢\ {f} pontra.

E két relacié akkor és csak akkor szimmetrikus, ha
@ 7 egy Radon-gorbe (Minkowski-eset);
@ 7 egy ellipszis (Hilbert-eset).

p c
/
l/
~
~
ANEN
NEREN
NN
\ ~
\ ~

oz
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Tétel [KA—KJ,2015] az
ekvidisztans centrumrél

Ha egy (H, du)
Hilbert-geometriaban
minden NEH H-oldalfelez8
merdlegesei konkurrensek,
akkor a geometria
Bolyai-féle.

Tétel [KA—KJ,2015] az ortocenterrd|

Ha egy (H, dy) Hilbert-geometriaban minden NEH #-magassagai
konkurrensek, akkor a geometria Bolyai-féle.

Cikk megjelent: Beitrdge zur Algebra und Geometrie, Hyperbolic is the only
Hilbert geometry having circumcenter or orthocenter generally DOI:
10.1007/s13366-014-0233-3
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Az ekvidisztans centrummal valé karakterizacié bizonyitasanak egy érdeke
|épése a kovetkezd tétel.

Ellipszisek karakterizaci

Az abra konfiguraciéjaban:
0 (Eiaéj; tz-tv fkﬂ) =-1
@ Barmely & ellipszisre az
i, ff, £ egyenesek
konkurrensek.

© Haaz A7 £ £
egyenesek konkurrensek
minden e;, ez, e3 € OH

pontharmasra, akkor H e

egy ellipszis.
Ennek dualisa a Ceva- és Menelaosz-tételeken keresztiil Segre tételével
ekvivalens.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

(Karakterizalas az ekvidisztans centrummal Hilbert-metrikaban)
H

Tekintsiik az abran lévé
konstrukciét. Az 7, £,
egyenesek konkurrensek akkor
és csak akkor, ha minden

€,0 > 0 esetén az x1, x2 and x3
pontok megvalaszthaték agy,

hogy

Ibl* — ba| + [b3* — ba| + b} —bs| <,

|X1 7E1| + |X2 782‘ —+ |X3 783| < 0.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség

Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

(Karakterizalas az ekvidisztans centrummal Hilbert-metrikaban)

H
mg
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

(Karakterizalas az ekvidisztans centrummal Hilbert-metrikaban)
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség

Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

(Karakterizalas az ortocentrummal Hilbert-metrikaban)
ms3
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség

Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

(Karakterizalas az ortocentrummal Hilbert-metrikaban)




Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Tétel [KJ, 2015]: kterizaci6 az ekvidisztans centrum létezésével

Ha egy Minkowski-geometridban minden NEH oldalfelezé merélegesei
konkurrensek, akkor a metrika euklidészi.

Tétel [KJ, 2015]: karakterizaci6 az ortocentrum |étezésével

Ha egy Minkowski-geometriaban minden NEH magassagvonalai konkurrensek,
akkor a metrika euklidészi.

Mindkét tétel érvényes a Minkowski-térben értelmezett mindkét merélegesség
esetében (bal-merdlegesség, illetve a jobb-merélegesség).

Cikk elfogadva, Acta Sci. Math, Szeged
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Bizonyitasi vazlat a jobb-ekvidisztans centrum létezésének esetére.

© clegends sikban igazolni (Gruber-lemma)
Q (Z',€): (indikatrix,Léwner—John-ellipszis)
@ oaffinitassal: (Z',€) — (Z,C): (CSzSzKG,kdr)
Q@ ZI-érintdk jobb-merélegessége — euklidészi merélegesség
@ (02N AC| > 5 = 3 kozos érintési pontbeli érinték t1 || t2, t3 L t2
Q C(eies) # Z(eres)
@ 3 pf €C(eieq) 3 pf € Z(erea):
o B pS, ¢ || €€ (Lemma),
o tf,t{ metszi to, ta-t
o p?,p§ nem meréleges to, t3-ra
@ C érintsk haromszdge: OFM-ek konkurrensek
© Z érinték haromszége: OFM-ek konkurrensek
@ |0ZNAC| # 5 (alesetekkel) ...
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése jobb-ekvidisztans centrum létezésével

Jobb-oldalfelezé merélegesek (ha s¢ # p§)
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése jobb-ekvidisztans centrum létezésével

; b 2 mi
2. eset: ha a t3 és tp érint6k merdlegesek
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése jobb-ortocentrum létezésével

3
N
[
/
3
wa

1
Magassagok az elsé esetben
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése jobb-ortocentrum létezésével

T
m |
o I - Py -
e
P71 :
C
pP3\..P3
|
o
€4
t% o e3
|
T l 1
|
|
o) 1t3 r
m% to €2 :
|
|
|

Masodik eset: ha es 1 es3.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése bal-ekvidisztans centrum létezésével

er to
Bal-oldalfelezé merélegesek, ha s€ # b;.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklideszi metrika jellemzése bal-ekvidisztans centrum létezésével

2 b

e |
Bal—ofdalfelezé mer&legesek, ha s¢ = b;.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklidészi metrika jellemzése bal-ortocentrum létezésével

e [5) c
Bal-magassagvonalak, ha s* # aj
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja

Euklidészi metrika jellemzése bal-ortocentrum létezésével

t

(S} I
Bal-magassagvonalak, ha s¢ = a,.
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja
Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakterizacidja
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Ortocentrum, ekvidisztans centrum és merd&legesség
Bolyai metrika karakterizaciéja

Haromszdg ortocentruma és ekvidisztans centruma Euklidészi metrika karakteriza

Koszonom a tigyelmet!
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