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1. Bevezetés

A szakdolgozatom célja bemutatni a sztereoldgia alapvetd otleteit, mddszereit, és
lehetséges alkalmazasait, a teljesség igény nélkiil.

A sztereoldgia 3-dimenzits alakzatok térbeli viszonyait vizsgélja alacsonyabb
dimenziés mintdk alapjan. Hogyan lehet megbecsiilni egy test térfogatat sikmet-
szetei felhaszndldsaval, vagy egy sikgorbe hosszat egy egyenessel valé metszés-
pontjainak segitségével? Hogyan lehet egy alakzat felszinét megbecsiilni? Els¢-
sorban ezekre a kérdésekre keressiik a valaszt. Tehat az eredeti alakzat geometriai
viszonyainak rekonstrudldsa nem célunk, hanem bizonyos paraméterekre szeret-
nénk becslést adni.

A szakdolgozat a bevezetéstdl eltekintve két részre oszthatd. El6szor a klasszi-
kus sztereoldgia alapvetd otleteit, koncepcidit targyaljuk, ezeken keresztiil a szte-
reolégia kialakuldsdba is betekintést nyeriink. Ezutdn a modern sztereoldgia
alapvet6 eredményeit targyaljuk, ravilagitunk a bevezetésként ismertetett mod-
szerek korlataira, és azok lehetséges felold4sara.

El6ljaréban
Sziikségiink lesz néhany fogalomra, magyarazatra.

1.1. Definicié. (Becslések torzitatlansdga) Eqy becslést torzitatlannak mondunk, ha
vdrhaté értéke megegyezik azzal a paraméterrel, amelyiket becsiil.

1.2. Definicié. (Sikbeli egyenesek poldrkoordindtds megaddsa) Legyen T € R?
egyenes, w € [0, 7) és p € R?, ekkor To,p = {(x,y) : x - cos(w) +y - sin(w) = p}.

1.3. Definicié. (Sikok megaddsa a 3-dimenzids térben) Egy T € R sik pozicidjit
meghatdrozza w egység normdl vektora, és s origotol valé tdvolsdga.
Tws = {u € R®:< u,w >=s}. "<, >" skaldris szorzatot jelol.

1.4. Tétel. Legyen K(x,y) folytonosan differencidlhaté, f(y) folytonos, kompakt tartéji
fiigguény.

AR ay= [ 2Ky dy -~ K0 f ()
ax /. YIJY)ay = | sty ay ’ -

Bizonyitds.

Jorac K(x+Ax,9) f(y) dy — [ K(x,y)f(y) dy

lim =

Ax—0 Ax
o Jeead KRG+ 8xy) = K(xy)) f(y)dy
Ax—0 Ax
1 1 x+Ax p
Aim = / K(x,y)f(y) dy



2. Klasszikus sztereoldgia

Ebben a fejezetben a sztereoldgia alapotleteit targyaljuk, rovid torténeti megjegy-
zésekkel.

2.1. Delesse otlete

A 19. szazad elején, a kdzetek, dsvanyi anyagok bels6 szerkezetének vizsgalata
mikroszképpal tortént. Ehhez a kézetet el kellett vagni, csiszolni kellett.

A. E. Delesse francia geol6gus 1847-ben 4j otlettel allt el§, miszerint a kézet
csiszolt, sik része reprezentativ lehet az egészre nézve.

2.1. Tétel. Jelolje Vi, az egyik alkotéelem kozetbeli térfogatdinak és a kizet teljes térfo-
gatdnak ardnydt, Ay pedig a stkmetszeten ugyanezen alkotéelemhez tartozé teriilet és a
vizsgdlt sikmetszet teljes teriiletének ardnyit.

Vy = Aju.

A vizsgélt d4svanyi anyag térfogatat, az azt tartalmazo kézet egy sikmetszeté-
nek segitségével dllapitottuk meg. Statisztikailag minden sikmetszet egyenérté-
ki, ha a kézet "homogén".

Sziikséges hangstlyozni, hogy a sikmetszeteken vizsgélt atlagos teriilet segit-
ségével a tényleges térfogatra csupan becslést kaphatunk.

2.2. Rosiwal mddszere

Néhany évtizeddel kés6bb A. Rosiwal osztrdk geologus egyszerfisitette, prakti-
kusabb4 tette Delesse modszerét.

Egymastol azonos tavolsagra 1év6, parhuzamos egyenesekbdl all6 racsot he-
lyeziink el a vizsgélt sikmetszeten.

2.2. Tétel. Legyen L azon szakaszok hosszdnak, amelyek a stkmetszeten a vizsgilt alkoto
felett helyezkednek el és a szakaszok teljes hosszdnak ardnya. Ekkor

Ay =L;.

Ezek alapjan L] segitségével becslést kaphatunk A 4-ra, és igy Vy-re is.

2.3. Glagolev és Thomson
Léssuk a két geologus otletét, amelyek az eddigi moédszereket gyakorlati felhasz-

nélds szempontjdbdl még tovabb egyszeriisiti.

Egyenletes eloszldssal helyeziink el pontokat a vizsgalt sikmetszeten. Azon
pontok szamdanak segitségével, amelyek a sikmetszeten a vizsgdlt teriilet felett
helyezkednek el, kozelithetjiik a teriilet nagysagat.

2.3. Tétel. Legyen Pp azon tesztpontok kizelit0 szdmdnak, amelyek a sikmetszeten a
vizsgdlt teriilet felett helyezkednek el, és az dsszes tesztpont szdmdnak ardnya. Ekkor

Ap =Ly = Pp.
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2.4. Delesse elméletének preciz felépitése

Az alapotletek megismerése utdn hozzéalathatunk Delesse elméletének pontos ki-
dolgozasdhoz.

Tekintsiik véletlenszertien a kézet egyes térbeli tartomdanyait. Feltételezziik,
hogy a vizsgalt kbzet "térbelileg homogén", abban az értelemben, hogy annak
két egybevagd tartomdnya ugyanazon statisztikai tulajdonsagokkal rendelkezik.
Ha egy kozet tokéletesen homogén, akkor az egybevagé tartomanyai pontosan
ugyanazon alkot6elemekbdl dllnak. Ekkor Vi a kovetkez6képpen fejezhet ki:
vegyiik a vizsgélt alkotéelem atlagos térfogatat az egyes tartomanyokban. V' tér-
fogatot jelent, E pedig a varhat6 érték egy véletlenszertien vélasztott T tartomany
esetén. Ct egy adott alkotéelemet jelol T-ben.

E[V(Cr)]

=Ty

Vv jol definidlt, mivel feltettiik, hogy a k6zet homogén, igy ez a mennyiség nem
tiigg att6l, hogy melyik tartomanyt valasztottuk.

Hasonléan jarhatunk el A4 esetén is: vegyiik a vizsgdlt alkotdelem atlagos
teriiletét az egyes P sikmetszeteken. A teriiletet jelent, Cp egy adott alkotéelem a
sikmetszeten.

E[A(Cp)]

A(P)
Az A, és Vy paraméterek statisztikai szempontbdl leirjak a kézet dtlagos dssze-
tételét. Azt, hogy Vy = A4 a kovetkezbképpen bizonyithatjuk:

Ap =

Bizonyitds. A 3-dimenzids tér minden u pontja esetén legyen I(u) indikétor vé-
letlen valtozo, amely értéke 1, ha u a vizsgalt alkotéelem 4ltal elfoglalt térrészbe
esik, és 0, ha nem. Feltételezziik, hogy E[I(u)] = p konstans. Ekkor annak a va-
l6szintisége, hogy egy adott u pont a vizsgalt alkotéelem 4ltal elfoglalt térrészbe
esik, konstans és egyenl6 p-vel.

Innen kénnyen kovetkezik, hogy Vy = p, mivel a kézet barmely térbeli ré-
gidja esetén a vizsgdlt alkotdelem altal a régidban elfoglalt térfogat megegyezik
az I figgvény régié feletti integréljdval. Hasonl6éan kapjuk azt is, hogy A4 = p,
mert a vizsgdlt alkotéelem éltal a sikmetszeten elfoglalt teriilet egyenld I-nek a
sikmetszet feletti integraljaval. Ezek alapjan

Vv = A

2.5. Felszin és hosszusagbecslés

Felszin és hosszusagbecslés esetén is hasonl6 koncepcidkat targyalunk. Idevonat-
kozoéan S.A. Saltykov és H. Chalkley nevét kell megemlitentink, Saltykov metal-
lografiaval foglalkozott, Chalkey pedig rdkkutaté volt. Két médszert mutatunk:
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e Egy R3-beli feliilet felszine meghatarozhat6 a sikmetszeteiként kapott gor-
bék hosszanak segitségével. Jelolje S egy 3-dimenzi6s feliilet felszinét, Sy
pedig az egységnyi térfogathoz tartozoé feliilet felszinét. Legyen B a sikmet-
szeten kapott gorbe hossza, B4 pedig a sikmetszeten egységnyi teriiletre

es6 gorbehossz. Ekkor

4
Sy = —Ba.
v=—_>ba

A sikmetszeten kapott gorbe hosszédra vonalracs segitségével adunk becs-
lést. Jelolje I a gorbe és a vonalracs metszéspontjainak szamat, Iy az egy-
ségnyi hosszlisdgu tesztvonalra esé metszéspontok szama. Ekkor

Sy = 2I;.

e Egy R3-beli gorbe hossza meghatérozhat6 sikmetszetekkel val metszés-
pontjainak szamaval. Egy 3-dimenzi6s gorbe hosszat jeldlje L, Ly pedig az
egységnyi térfogathoz tartoz6 gorbehosszt. A gorbe egy sikmetszetén egy-
égnyi teriilethez tartozé metszéspontok szdma Q 4, ekkor

Ly =2Q4.

Végezetiil egy példa a fentebb bemutatott médszerek lehetséges felhasznaldsara:
Egy biol6giai membrant kiilonb6z6 kritériumok szerint "aktivnak" vagy "passziv-
nak" mondunk. Szeretnénk becslést adni azon membréanok felszinére, amelyek
aktivak, jeloljiik ezt Sg-el. Az aktiv membranokat My, az 6sszes membrant M
jeloli.
_ E[S(M,)]
E[S(M)]

Az aktiv membranok varhato felszine, a membranok varhatoé felszinéhez viszo-
nyitva, egy adott referencia régidoban. A megoldast a kovetkez6 médon keressiik:

5 _ Sv(My)

Sy(M) -

Ss

Sy (Ma)-re és Sy (M)-ra vonalrécs segitségével adunk becslést: Sy (My) = 211 (My)
és Sy (M) = 21 (M). Ebbdl kovetkezbleg

55 = 1LMa)

I.(M)



3. Modern sztereoldgia

Az el6z6 részben "homogenitast” feltételeztiink, és nem volt sz6 a bemutatott
becslések torzitatlansdgarol sem. Ebben a fejezetben olyan eszkdzoket mutatunk
be, amelyek nem feltételezik a "homogenitast", vizsgéljuk a torzitatlansagot. A
Fubini és annak egy korai specialis esetének tekinthetd Cavalieri tételekkel kez-
diink, ezutan térfogatbecsléseket targyalunk, majd felszinre és hosszra vonatko-
z0 integralgeometriai formuldkat mutatunk be. Ezutdn beszéliink a jol ismert
Buffon-féle tliprobléma sztereoldgiai vonatkozasardl, és zarasként/érdekességként
ismertetiink egy problémaét, amely részletes vizsgdlata nem fér bele a szakdolgo-
zat kereteibe.

3.1. Fubini és Cavalieri tételek
A kovetkezd tételek alapvetd fontossadgtiak a modern sztereoldgidban.

3.1. Tétel. Haaz f(x,y) fiigguény integrdlhaté a T(a < x < b,c < y < d) téglalapon,

b — —b d —
akkor a @(y) = [ f(x,y)dx, 9(y) = [,f(x,y)dx, y(x) = [ f(x,y)dy, p(x) =
Tf f(x,vy) dy fiiggvények integrdlhaték a [c, d), illetve [a, b] intervallumokon, és

//f(x,y)dxdyz/Cdf(y)dyz/Cda(y)dy:/;E(x)dx:/awa)dx,
T

Az aldhizds, illetve feliilvonds alsé, valamint fels§ integrdlt jelent. Az egyviltozds in-
tegrdlokat a kovetkezOképpen értelmezziik: példdul az elsonél rogzitiink egy tetszoleges
y € [c,d] értéket, és a most mdr egyviltozés F(x) = F,(x) = f(x,y) fiigguénynek
vessziik [a,b]-n az alsé integrdljdt. Mds-mds y-ra az alsé integrdl értéke is vdltozhat,
tehdt az integrdl értéke fiigguénye lesz y-nak, ezért a ¢(y) jelolés. Korldtos fiigguény-
nek mindig létezik az alsé és fels integrdlja, ezért a ¢ (y), P(y), P(x), ¥(x) fiiggvények
léteznek.

Bizonyitds. Csak a ¢(y) fliggvényre bizonyitjuk az 4llitdst, a tobbi esetben is ha-
sonl6 az eljaras.
Legyen B, az [a,b] és B, a [c,d] intervallumnak egy-egy beosztédsa, azaz
Bria=x0<01<..<x,=bDBy:c=yo<y; <..<Yym=4d.

Az osztaspontokban htizzunk vizszintes, illetve fiiggtleges egyeneseket, igy a
T téglalapnak egy ‘B beosztasat kapjuk. Az x;_; < x < x;, Xji-1 < x < xj
egyenlStlenségekkel meghatdrozott téglalapot Tjj-vel jeldljiik, valamint legyen
Nj € [yj_1,y]'],j =1,2,..,m.

mij = infiyer, f(4,y), Mij = supyer, f(%,)-

Ekkor minden i-re fenndll, hogy

X
mii(x; — xi_1) < / f(x,m7)dx < Mij(x; — xi—1),

—Xi-1



és Osszegezve
n n
Ymiti—x) <Y [ feun)a
i=1 i=1<4-x;_ —a =1

Ebb6l ¢(y) definicidja alapjén adédik, hogy

n
Z mij(X; — Xj—1) 2 — Xi_1).
i=1

az egyenl6tlenséget megszorozzuk (y; — y;_1)-el, osszegziink j-re, igy azt kapjuk,
hogy

sz —xi-1)(Yj —¥j-1) Z —yj-1) <

j=li=1

1=

3

j=1i

Ml] — X 1)(yj_yj—1)/

N
Il
—

azaz

3

s(f,B,T) <Y o)y —yj-1) <5(f,B,T).

]:
Ebbél pedig, felhasznélva f(x,y) T-n vald integralhatésagat, vagyis hogy

S(F,8,T),5(£,%,7) — [[ f(x.y)dxay,
T

)_\

ha [B| — 0, kovetkezik, hogy ¢(y) Riemann-féle kozelit6 dsszegei, a kdzbiilsg
helyek barmely vélasztasa esetén konvergalnak a kett6sintegralhoz, ha |8,| —

0. O
A most bizonyitott tételb6l kovetkezik az alabbi:

3.2. Tétel. Ha f(x,y) integrdlhaté a T(a < x < b,c <y < d) téglalapon, és barmely

x € [a,b] ésy € [c,d] értékekre léteznek a

= [ femanp = [ frya
integrdlok, akkor a ¢(y) és ¢ (x) fiiggvények integrilhatdk, és

//fxydxdy //fxydydx—//fxydx

Innen, figyelembe véve, hogy ha f(x,y) folytonos a zért T téglalapon, akkor
integralhat6 is T-n, valamint a fenti integralok is 1éteznek, adédik a kdvetkezo:

3.3. Tétel. (Fubini) Ha az f(x,y) fiiggvény folytonos a T(a < x < b,c <y < d)
téglalapon, akkor

//f(xydxdy //fxydydx—/ /fxydx



A moédszer nem csak téglalap esetén miikodik.

3.4. Tétel. Legyen H C T egy egyenes szakaszokkal, és y1(x), y2(x) folytonos fiigg-
vényekkel hatdrolt halmaz, tehdt H Jordan-mérhetd, hatdra O mértékii. Tegyiik fel, hogy
f(x,y) integrdlhaté H-n. Nézziika T(a < x < b,c <y < d) téglalapon a kovetkezd
fiigguényt: f*(x,y) = f(x,y), ha(x,y) € H, és 0 kiilonben. Ekkor

//fxy dxdy = / /yz f(x,y)dy)dx.

Bizonyitds. Az f*(x,y) figgvény definicidja és az integral mar ismert tulajdonsé-
gai alapjan f*(x,y) integrdlhat6 T-n és

//f*(x,y)dxdyz//f*(x,y)dxdw//f*(x,y)dxdy://f(x,y)dxdy-
T H T—H H

Legyen 9" ( f f*(x,y)dy. A 3.1 Tétel szerint ez integralhatd, és

b
/Qf(x)dx:/ f*(x,y)dxdy.
T
Mivel ; )
Ya(X
=/f*(x,y)dy=/ f(x,y)dy,
Zc Zy1(x)

az eddigiek figyelembevételével kovetkezik, hogy

[f rpizas= | S s anas

Hasonl6an miikodik a dolog, ha a H egyenes szakaszokkal és x1(y), x2(y) foly-
tonos fliggvényekkel hatdrolt halmaz. Ekkor a kovetkez6képpen szdmolhat6 ki a

teriileti integral:
d  rxy)
[ feaxay = [([ 7 fexpdxa
H ¢ —xl(y)

]

A kovetkezd tételre tekinthetiink tigy, mint a Fubini-tétel egy korai, speciélis
esete.

3.5. Tétel. (Cavalieri) Ha két azonos magassdgii test stkmetszetein a két test dltal ki-
metszett teriiletek nagysdga rendre egyenld, akkor a két testnek azonos a térfogata.

Vegyiik észre, hogy a két tétel megalapozza azt, hogy sikmetszetek segitségé-
vel térfogatot szamoljunk.

A tovabbiakban térfogatbecslésre mutatunk néhany moédszert.
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3.2. R.E. Miles és P.J. Davy térfogatbecslése

Delesse feltételezte a vizsgalt kézet homogenitdsat, de ugyanezt szdmos maés
probléma esetén nem tehetjiikk meg. Az otlet az, hogy a mintavétel legyen tér-
ben homogén.

Legyenek Y és Z rogzitett testek, Y C Z. T;, az u magassagban 1évd vizszintes
sikot jeloli. Feltételezziik, hogy Z a Tj és T; sikok kozott helyezkedik el. Ekkor Y
térfogata a kovetkez6képpen fejezhetd ki:

V(Y) = /0 A(Y N T,)du.

3.6. Tétel. (Miles és Davy becslése) Vilasszunk véletlenszeriien eqy T, stkmetszetet.
Legyen u egy eqyenletes eloszldsii véletlen viltozé a [0, s| intervallumon. U stirfiségfiigg-
vénye fuy = %, ha 0 < u < sés 0 minden mds esetben. Legyen T = Ty, ekkor

EGSA(YNT)) = V(Y).

Bizonyitds. Nézziik A(Y N T) varhat6 értékét:

E(A(YNT)) = /OSA(Yﬂ T,) fu () du — %vm,

s-el szorzas utan kapjuk a fenti formulat. O

Innen az is latszik, hogy sA(Y N T) torzitatlan becslés V(Y )-ra.

3.3. Teriilet-stilyozott becslés

Tegyiik fel, hogy egy inhomogén bioldgiai szervben szeretnénk térfogatbecslét
végezni, véletlenszertien vélasztott minta alapjan(sikmetszet, mikroszkop kép...).
A szervet Z, a szerveben a vizsgalt régiot Y, a mintat T jeloli. Ekkor Delesse
modszere alapjan a kovetkez6képpen becsiilhetnénk:

V(Y) A(YNT)

W=vz) T azar) = A

3.7. Tétel. Deless modszerének analogja véletlen minta esetén a kivetkezo:

A(YNT), V()
A(ZOT)] - v(z)

E|

ahol T = Ty, az AZOT,)
fu(u) = W

stiriiségfiigguénnyel. A nevezd V(Z) a normalizdlé konstans, ez biztositja, hogy fi in-
tegrdlja 1 legyen.
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Bizonyitds.

o AYNT), [AYNT,)
A(ZﬂT)]—/A(ZﬂTu)
/A(YﬂTu)A(ZﬂTu) 1

AZNT,) V(Z) M= W/A(YQT”M” B

E[ fu(u)du =

3.4. A Cavalieri-becslés - szisztematikus mintavétel

Itt gondoljuk arra az esetre, ha példaul egy szerv, vagy tumor térfogatara szeret-
nénk becslést adni.

3.8. Definicid. Tekintsiik eqy 3-dimenzids test egymdstol konstans s > 0 tdvolsdgra lévd
vizszintes stkmetszeteit: T = {Ty s : k € Z}. Ty a "kiindulé”, T, az u magassdgban
lévs sikot jeloli, T(yy = Tyiks @ k-adik sik. A sikok poziciéja meghatdrozott U-dltal,
amelyet véletlenszeriien, egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk a [0,s) intervallumbdl.
Ekkor az Y test térfogatidt a kovetkezoképpen becsiilhetjiik:

3.9. Tétel. A Cavalieri becslés torzitatlan.

Bizonyitds. Alkalmas randomizaci6 esetén

B[7()] = sE[L A 1 Ty )] = /0 A O Ty dit =

p S
= [ L AN T)do = V(Y),
.y

azaz s}, A(Y N Ty)) torzitatlan becslés V(Y)-ra. O
k

3.5. Keriiljiik ki!

Mi torténik abban az esetben, ha egy olyan test térfogatat szeretnénk becsiilni,
amelyben van olyan régid, amit a sikmetszetek el kell kertiljenek? Erre mutatunk
most egy szdmoldst. Az egyszerliség kedvéért az elkeriilend6 régié egy egység-
gomb lesz. Az orig6 az egységgomb kozéppontja.

Legyen f : R® — R folytonos, kompakt tartéju fiiggvény. Ebb&l mar az is
kovetkezik, hogy korlatos is.

Rfwp)= [ flx)dx,

<xX,w>=p
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ahol dx Lebesgue mérték az < x, w >= p sikon.

Hfwp)= [ fldx,

<xX,w>=>p

itt dx Lebesgue mérték IR?>-6n. A Fubini tételbsl kovetkezik, hogy

/ f(x)dx = /;Rf(w,q) dq,

<xX,w>=>p

ahol dq Lebesgue mérték az egyenesen.

[Hf@rdo= [ x(lxl,nf)dx
SZ

|x[=r

Megfeleld x sulyfiiggvényt akarunk keresni, ehhez nézziik a kovetkez6t: Egy x-
bdl vett gombsapka 7 sugart gomb esetén azon rw-dk halmaza, amelyek esetén
Hf(w,r) tartalmazza x-et.

A gombsapka egy specialis gdmbov, ahol az azt kimetsz6 két pdrhuzamos sik
koziil az egyik pontosan egy pontban érinti a gombot. A két sik tdvolsdgat i jeloli,
és ekkor a gombov felszine 2rh7t. Ez a formula adja specidlis esetbe a gombsapka
felszinét is.

Most ki szeretnénk fejezni h-t |x| = t és r segitségével. Nézziink egy az origéra
és x-re illeszked§ sikmetszetet, ezen egy derékszogii haromszoget latunk. Oldalai
az r sugaru korhoz hazott érinté x-bdl, a kor egy sugara ebbe a pontba, és az
origdbol x-be tartd szakasz. Ez utébbira esik h is. Az origéndl 1évd szog a. Ezek
utan h a kovetkez6képpen fejezhet? ki:

ro 12
r—h:rcosoc:r—:?,

innen

Ezek utdn a gdmbsapka felszine

2rhm = 213 (1 — g)n,

mivel az egységgdmbon dolgozunk, ezt osztani kell r2-el, és igy a keresett fiigg-
vény x(t,r) =2(1 - 7). Legyen

Mf() = [ fluw)do = [ f()do,
s2 uS?

ahol do felszinmérték az uS* gombfeliileten.

JHf@rdo = [ x(lxl,rf(x)dx =
SZ

|x|>r
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/r°° tZX(t'r)(/f(fw) dw) dt =
SZ

/roo Px(t, r)MF(t) dt = /(1 - ;)tsz(t) dt

t>r

Ezek utdn az 1.4. Tétel felhasznélasaval

% [ = Dpmp(eyar = —2umf(r)-

t>r

/th(t)dt+r2Mf(r):—/th(t)dt

t>r t>r
a / EMF(E) dt = —rMF(r).
dr J,
Ismert
rMf(r) =73 /Hf w,T)
ezért

/rsz(r)dr:c/f(x)dx

r>1 r>1

ahol dr Lebesgue mérték R-en, dx pedig R3-6n, ¢ konstans. Folytatva:

/f dx—/oo ;:Z/Hf(w,r)dwdr:
SZ

r>1
/Oo ;1'22// Rf(w,p) dp)dwdr—Awr%/%(/roolﬁf(w,p)dp)dwdr:
sZ
/1 ra(/Rf(w,r)dw)dr:—/Rf(w,l)dw—Aw/Rf(w,r)dwdr_
s? s g2

Néhdny mérés alapjan kiszamithat6é az integral, innent6l mondhatjuk, hogy ez
sztereologia.

A kovetkezbkben a sztereoldgidban is felhaszndlhat6 integralgeometriai formu-
lakat ismertetiink.

3.6. A Cauchy formula felszinre

3.10. Lemma. S? a 3-dimenzids eQységqomb hatdrdt jeloli, wo = 1 az eqységkor teriilete.
Legyen v € S2,

/\ <u,v> |du = 2w;.
52
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Bizonyitds. S*-et kisebb A; régiokra bontjuk, ezek felszine A(A;), u; € A;, bér-
mely i-re. A; az A; merSleges vetiilete az u; pontbeli érintSsikon. A;|vt jeloli az
A; mer&leges vetiiletét a v=-vel jelolt v-re merdleges érintésikon, itt a vetiilet az
egységkorbe esik. Mivel A; egy u; norméalvektort sikon fekszik, ezért

A(Aivt) = | < u,0 > |A(A).

Ha A; "kellSen kicsi", akkor A(A;) ~ A(A4;) és A(A;|ot) = A(A;|vt), valamint

/| <u,v>|dumY A(Aoh).
s i
Az {A;]v"} halmaz az egységkort kétszer fedi le, a v és —v irdnyb6l valo vetitések
miatt, igy
/| <u,v>|du =~ 2w,,
Sz
ahol a kozelités egyenl6ségbe konvergal, ha max{A(A;)} — 0. O

3.11. Tétel. (Cauchy formula) Legyen K € R konvex test,

%/A(KWH du = A(K).
52

Bizonyitds. Legyen P kompakt, konvex politép, az oldalakhoz tartozé egység nor-
malvektorok vy, vy, ..., Uy, és teriiletek aq, ay, ..., ay,. Ha P egy P; oldaldnak normal-
vektora v;, akkor

A(Pilut) = w| < u,v; >,

ahol u € S2. Osszegziink i-szerint,
1§
APlu~)==) w| <u,v; > |,
(Plut) = 5 el < v >
mivel minden pont esetén 2-szer szamoltunk.

1 m
/A(P]uL)du: /EZM < u,v; > |du.

i=1

Felhasznalva az el6z6 lemmat,

m m

1
Yoy [1<uo> ldu=) aws = @A(P).

=1 <5 i=1
A kivant alakot w%-vel val6 szorzdassal kapjuk. Mivel a tétel barmely P konvex

politépra igaz, az egyenlség barmely K konvex testre teljesiil a folytonossag mi-
att. [
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3.7. A Crofton formula sikgorbe hosszara

3.12. Tétel. Legyen C rektifikdlhato girbe, Ty, poldrkoordindtdkkal megadott egyenes a
sikon. N szdmldlé fiiggvényt, L fvhosszt jelol. Ekkor

2/ / N(CNTy,p)dpdw = L(C).

Bizonyitds. A bizonyitas soran feltételezziik, hogy C s; szakaszokbdl 4ll6 poligo-
nélis gorbe, az s; szakaszok hosszét [; jeloli, i = 1,2,..,n. Legyen I(s; N Ty, p) = 1,
ha T, , metszi s;-t, 0 kiilonben. Ekkor
n
i=1

Rogzitett w estén azon p értékek, amelyek esetén Ty, , metszi s;-t, egyenld s; egy
w irdnyd egyenesen vett merdleges vetiiletének hosszaval:

/ N(s; N Tw,p)dp = 2l;|cos(w — a)|,

—o0

ahol « s; x tengellyel bezart szoge. Integrdlva w szerint

// N(si N Tw,p) dpdw—l/ |cos(w — a)|dw = 21;,

a-tol fiiggetleniil. Osszegezve i szerint

/ / N(CN Ty,p) dpdw—ZZZZ—ZL(C)

i=1

Innen %-el szorzassal kapjuk a kivant alakot. Altalénos esetre az eredményt ugy
kapjuk, hogy kozelitjiik a gorbét. O

A kovetkez6kben megismerjiik a Buffon-féle tiprobléma sztereolégiai jelen-
tosségét, és mutatunk egy érdekes bizonyitast a haromszog egyenl6tlenségre.

3.8. A Buffon-féle ttiprobléma

A feladat azért is érdekes, mert lathatjuk, hogy 7 értékét empirikus médon is
meg lehet hatdrozni, valamint rdmutatunk, hogy ez a feladat a sztereolégia korai
el6futdranak is tekinthetd.

Buffon tiiproblémdja: Ledobunk a padléra egy | hosszii tiit. A padlé mintdzata pdrhu-
zamos egyenesekbil dll, a szomszédos egyenesek tdvolsdga d, | < d. Mekkora a valdszi-
niisége annak, hogy a tii metszi valamelyik eqyenest?

Ldssunk egy megolddst: Jelolje x a tli kozéppontjanak, és a t6le balra 1év6, hozza
legkozelebbi egyenes tavolsagat. Legyen @ a tii fliggblegessel bezart szoge. A ti
akkor metszi a baloldali egyenest,ha 0 < x < %sinCI), ajobboldalit pedig akkor, ha
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0<d—x< %sin@. Amennyiben x egyenletes eloszlasu [0, d]-n, és ® egyenletes
eloszlasu [0, 7r]-n, akkor a kisérlet egy pont [0,d] x [0, 7r] téglalapbdl egyenletes
eloszlas szerinti valasztasanak feleltethetd meg. A kedvez6 teriiletrész teriilete

n
2 / “sin®ddd = 21,
0o 2

tehat a keresett valoszintiség
2l
P=an
Es egy mdsikat: Ejtsiink le egy tetsz6leges | hosszu tfit, és nézziik a metszéspontok
szamanak varhato értékét, ezt a tli hosszanak fliggvénye:

E(l) =p1+2p2+3ps+ ...,

ahol p; annak a valészintisége, hogy a t{i pontosan i vonalat fog metszeni. A
keresett val6szintiség az, hogy a tii legaldbb egy vonalat metszeni fog, igy p =
p1+ p2 + p3 + ... Hatal rovid a tdi, akkor p; = 07 > 2 esetén, ezért E(1) = p; = p.
A varhat6 érték homogenitdsabol az kovetkezik, hogy

E(l) = E(I-1) = [E(1).

Ezek szerint elég azt meghatarozni, mennyi a metszéspontok szdménak varhato
értéke egységnyi hosszu tii esetén.

Most vegyiink d atmérdji, kor alaka tit, ennek hossza drr. Ha ezt leejtjiik,
mindig két metszéspontja lesz a vonalakkal. frjunk a korbe és koré is egy-egy
m oldala sokszoget. kj, a beirt sokszog keriilete. A varhat6 érték linearitdsa mi-
att a beirt sokszog vonalakkal valé metszéspontjainak szaménak varhat6 értéke
kmE(1) < 2. A koré irt sokszog kertilete K, és az el6z6hoz hasonldan kapjuk,
hogy 2 < K,,E(1). Mivel

Iim k,, = hm K, =drm,
m— o0 — 00

ezért
drmE(1) <2 < dmE(1).

Ebbsl E(1) = 21, Mivel E(I) = IE(1) = p, most is a m4r ismert megold4st
kapjuk:
21
P=

Egy mdsik nézopont: Ismételjiikk meg a kisérletet, azaz dobjuk le a t{it tobbszor, igy a
fenti valoszintiséget tapasztalati iton kozelithetjiik. Ennek, és d-nek ismeretében
becslést adhatunk a tfi hosszara.

Hogy a feladat sztereoldgiai jelent6sségére jobban ramutassunk, csak ismer-
tetés szinten nézziik meg a Steinhaus becslést, amely a Buffon t{iproblémadjaban
gyoOkerezik:

Tii helyett eqy sikgorbét nézziink, és erre "dobjuk rd” a vonalrdcsot. A vonalakat
(0, p) poldrkoordindtdkkal adhatjuk meg, ezt felhaszndlva Ty, 1, ahol h a vonalak ko-

zOtti tdvolsdg, m egész szdm, u a rdcs origdtdl vald tdvolsdga.
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Ha 0 és u véletlenszeril, akkor a rics pozicidjdt a kovetkezOképpen irhatjuk le:
T = {T®,U+mh tm e Z},

ahol ® ~ U([0, 7)) és U ~ U([0,d]) véletlen vdltozék. Legyen Y rektifikilhaté gorbe a
sikon, ekkor

L(Y) = ZHYN(Y O o),

ahol Ty, = Te,u+mn, N szdmldlofiigguény.

3.9. Haromszog egyenldtlenség

A hdromszog egyenl6tlenség néven ismert tétel "standard" bizonyitdsa a Cauchy-
Schwarz egyenl6tlenségen alapszik. Ehelyett egy érdekes, varhat6 értékeken ala-
puld, valamilyen értelemben sztereolégiai vonatkozasu bizonyitast mutatunk.

3.13. Tétel. Egy Euklideszi normduval elldtott n-dimenzids tér barmely X, Y vektora ese-
tén teljesiil, hogy
X+ Y[ < X[+ (Y]]

Bizonyitds. Az egydimenziés valtozat, amelyet felhasznalunk kés6bb, abszolut
értékre és x, y valos szdmokra, azt mondja, hogy

[x +y| < |x| +yl.

Legyen V € R" vektor, U pedig egységvektor. V és U skalaris szorzatdnak véar-
hat6 értékét nézziik:

mm4wrvu=mm4muwﬁ%nwmu=

VI = [IU - (1,0,0,..,0)[] = c[|V]],

ahol ¢ egy nemzér6 konstans, a bizonyitdsban csak ez szdmit.

1
XU+ Y = [ X+ Y[ = ZEjuy= U X[+ [U-Y] = U (X +Y)[] >

%Eu—l[IU-XwLU-YI —U-(X+Y)[] =
2B lU - (X ) U (X)) =
%Eu—l[o] =0
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3.10. Osszefoglalas

Foglaljuk 6ssze, mir6l volt sz6 eddig. A bevezetésként ismertetett médszerek
és példak ravilagitottak a sztereoldgia kialakuldsara, céljaira. A kezdeti otletek
kapcsan tobb probléma is felmeriilt. Nem volt sz6 a becslések torzitatlansagérdl,
és a Delesse altal feltételezett homogenitds sem 4ll fent sok esetben.

A modern sztereologia moédszereit megalapoz6 Fubini és Cavalieri tételek
megismerése utdn a fentebb emlitett problémakat dthidalé6 moédszereket mutat-
tunk térfogatbecslésre, ezekben kozos, hogy sikmetszetek segitségével dolgoz-
tunk, de amint lattuk, ennek is vannak korlatai. Mit tehettink, ha van olyan régi6
a testben, amelyet el kell keriiljenek a stkmetszetek? Mutattunk egy lehetséges
megoldast arra az esetre, ha egységgdombot kell elkertilni.

Ezek utdn a sztereolégidban is alkalmazhat6 integralgeometriai formulédkat
ismertettiink. A Cauchy formuldt konvex test felszinének kiszdmitdsara, és a
Crofton formulét sikgorbe hosszdra. A sztereoldgidnak erds integralgeometriai
gyOkerei is vannak.

Kovetkezett Buffon j6l ismert tliproblémaja, most mar nem nehéz végiggon-
dolni, hogy ez a feladat alapfeladatanak tekinthetd a sztochasztikus geometria-
nak, és el6futdra a sztereoldgidnak is.

Végezetiil a haromszog egyenl6tlenség egy érdekes, sztereoldgiai kotddésti
bizonyitdsat ismertettiik.

Zarasként és érdekességként bemutatunk egy problémat, amely vizsgalata
nem fért bele jelen szakdolgozat kereteibe:

Meg tudjuk-e becsiilni eqy tdrgy térfogatdt/felszinét “ranézésre”? Tegyiik fel, hogy
barmelyik irdnybdl lathatjuk. Az emberi szem helyett eqy gombot tekintsiink, és ennek
feliiletén a tdrgy vetiiletét. Fel tudjuk-e mérni a tdrqy térfogatdt/felszinét néhdny pillan-
tdssal, a vetiiletek keriiletének ismeretében? Es ha a teriiletiiket nézziik?
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4. Nyilatkozat

Alulirott Sztics Sdndor kijelentem, hogy a szakdolgozatban foglaltak a sajat mun-
kam eredményei, és csak a hivatkozott forrdsokat(szakirodalom, eszkozok, stb.)
hasznéltam fel. Tudomdsul veszem, hogy szakdolgozatomat a Szegedi Tudo-
ményegyetem konyvtaraban a kolcsonodzhetd konyvek kozott helyezik el, és az
interneten is nyilvanossagra hozhatjak.

Sz{ics Sandor
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