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1. Bevezetés

A vilag hatalmas fejlédésen ment keresztiil az elmult évszdzadokban, és
ez az informaciokozlésen is meglétszik, ugyanis napjainkban rengeteg in-
forméci6 cserél gazdat masodpercenként, f6leg a technolégidnak kdszon-
hetéen. Egy-egy tizenetkiildés esetén pedig igen fontos, hogy nagy se-
bességgel, olcson és hiba nélkiil érjen el az tizenet, gondoljunk csak egy
pendrive-ra vagy a nagy adatkdzpontokra.

A modern eljarasoknak kdszonhetéen ma mar az iizeneteinket tomo-
rithetjiik, ami a hatékony és hibamentes informdciékozlést eredményez.
Az tizenet tOmoritése nem jelent mast, mint az tizenet lekddolasat, és en-
nek koszonhetéen kevesebb bitbél all majd, mint az eredeti. Amint a ko-
dolt {izenet megérkezik, a cimzett a kitomorités utdn mar meg is kapja az
eredeti lizenetet. Néha viszont el6fordulhat olyan, hogy zaj vagy egyéb
tényez hatasara, hibdk lépnek fel az informéciokozlés soran, igy dekédo-
las utdn a cimzett nem a neki szant tizenetet kapja meg, hanem annak egy
valtozatat. Ekkor a kitomorités dltaldban mar nem lehetséges. Ezekre az
esetekre fejlesztették ki a hibajavité kodokat, amik egy adott tizenetben a
hibak kontrolldlasara, azaz észlelésére, illetve kijavitasara szolgalnak.

Richard Hamming 1ttord volt ezen a teriileten, az 1950-es években 6
talélta fel az els6 hibajavit6é kédot, amit ma Hamming-kédnak hivunk. A
hibajavité kédok lehetéséget adnak a cimzetteknek, hogy anélkiil taldljak
meg a hibas biteket, hogy sziikség lenne egy tjabb csatorndra, amin ke-
resztiil Gjra kellene kiildeni az tizeneteket. Viszont ennek az az ara, hogy
nagyobb sdvszélességili csatorndra van sziikség. Tehét a hibajavité kédo-
kat altaldban olyan esetekben hasznéljak, amikor az tizenetek tjrakiildése
majdnem lehetetlen, példaul az egyirdnyt kommunikaciéndl. A hidnyzé
vagy megvaltozott bitek, amik kijavithatéak, fiiggenek a hibajavité kédok
felépitésétdl, tehat kiilonbozd hibajavité kddok mdas-mas esetekben a leg-
hatékonyabbak. Egy j6 hibajavité k6dt6l ugyanis elvarjuk, hogy kis valo-
szintisége legyen a hibds javitdsnak, a kddolas és dekddolas legyen gyors
és egyszerd, illetve kicsi legyen a kontroll jelek ardnya a hasznos bitekhez
képest (redundancia).

Ez utébbiaknak eleget tevd linearis kédok egy széles osztalyat alkotjat
az MDS-kédok. Mér korén felismerték, hogy ezek kapcsolatban éllnak bi-
zonyos véges geometriai pont-konfigurdciékkal. B. Segre, olasz matema-
tikus, 1955-ben fogalmazta meg MDS-kédokra vonatkozé sejtését. Ezzel
kapcsolatosan S. Ball, angol matematikus, 2011-ben ért el lényeges atto-
rést.

Szakdolgozatomban ismertetem az MDS-kédokat, a véges projektiv te-
rek iveivel val6 kapcsolatukat, magat a Segre-féle MDS-sejtést és S. Ball ide
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vonatkoz6 eredményeit.

2. Alapfogalmak

2.1. Definicié. A (G; o) algebrai struktiirdt csoportnak nevezziik, ha az aldbbiak
mindegyike teljesiil:

1. G nemiires halmaz és zdrt a o : G* — G kétviltozés miiveletre, azaz
barmely 1,820 € G:g1082 € G;

2. o mifvelet asszociativ, azaz bdarmely g1,92, g3 € G-re teljesiil, hogy (g1 ©
82) 083 = 81°(82083);
3. G-ben van egységelem, azaz létezik e € G 1igy, hogy barmely g € G :
gee=¢e08=g;
4. G-ben minden elemnek van inverze, azaz bdrmely ¢ € G-re létezik g~! €
Gigy, hogygog ' =g log=e
2.2. Definici6. Abel-csoportnak nevezziik a (G;o) csoportot, ha a o miivelet

kommutativ, vagyis barmely g1,$> € G:g1082 = g2 0 g1-

2.3. Definici6. A (T; +, -) algebrai struktiirdt testnek nevezziik, ha a kovetkezdek
teljesiilnek:

1. (T; +) Abel-csoport;
2. (T\{0};-) Abel-csoport, ahol 0 a (T; +) csoport egqységelemét jeloli;
3. a szorzds disztributiv az 0sszeaddsra, vagyis bdrmely r1,12,13 € R esetén
ri-(ro4r3)=(r1-r)+(r1-1r3)és (r1+ry)-r3=(r1-r3) + (r2-73).
A (T; +) Abel-csoportot a test additiv csoportjanak, miga (T\{0}; -) csoportot a
test multiplikativ csoportjinak nevezziik.

2.4. Definicié. Egy T testet véges testnek neveziink, ha T véges halmaz.

Jelolje az a egész szdm modulo p maradékosztalyat. Rogzitett p ese-
tén a modulo p maradékosztilyok halmazét Z-vel jeldljiikk, azaz Z, =
{0,1,...,p — 1}. Megmutathat6, hogy ha p tetsz6leges primszam, akkor
Z.p testet alkot. Ekkor barmely primhatvéanyra, g = p", ahol p primszam,
n pedig pozitiv egész szam, létezik egy g-elemii véges test, amit IF,;-val
vagy GF(q)-val jelolink.



2.5. Definicié. Legyen V egy nemiires halmaz, (T;+, ) pedig test. V-t T feletti
vektortérnek nevezziik, ha értelmezve van az aldbbi két miivelet, és teljesiilnek az
adott tulajdonsdgok:

1. +:V xV — V az dsszeadds, (V; +) Abel-csoport;

2. - T xV — V a skaldrral valo szorzds mfiivelet, és ez disztributiv az
0sszeaddsra nézve.

2.6. Definici6. Legyenek U és V tetszOleges vektorterek. Azt mondjuk, hogy
¢ : U — V linedris leképezés, ha a kovetkezlek teljesiilnek:

1. ¢ felcserélhetd az dsszeaddssal, vagyis tetszbleges uy, up € U esetén (ug +
Up)Q = U1 + Up@;

2. @ felcserélehtd a skaldrral valé szorzdssal, vagyis tetszdleges u € U és ¢ €
Resetén (c-u)p =c- (ug)

2.7. Definici6. Legyen V vektortér. Ekkor az invertdlhato linedris leképezéseket
linedris transzformdciéknak nevezziik.

2.8. Definicié. Legyen V vektortér T test felett, A, B C V tetszbleges halmazok.
Azt mondjuk, hogy az A és B halmazok linedrisan ekvivalensek, ha létezik eqy
olyan ¢ : V — V linedris transzformdcio, ami egyiket a mdsikba viszi.

2.9. Definici6. Legyen (T; +,-) test, a1, &, . .., &y € T. Vandermonde-mdtrixnak
neveziink egy olyan m x n-es mdtrixot, ami a kovetkezd képpen épiil fel:

1 ag a2 -0 ot
2 n—1

1 a a5 -+

1 ay a2 - a7l

Ha m = n, a mdtrix determindnsa [ () — a;).
1<i<j<n

2.10. Definicié. Ha T test és F = T[x]\T, azaz ha F az dsszes nemkonstans
polinombél dllé halmaz, akkor az F polinomhalmaz T feletti felbontdsi testét a T
test algebrai lezdrtjdnak nevezziik.



3. Ivek a projektiv sikon

A projektiv geometridban beszélhetiink pontokrél, egyenesekrdl és egy il-
leszkedési reldciérol. Ugyantigy, mint az euklideszi geometridban, itt is
teljesiilnie kell néhdny axiéménak, amik a kovetkez&ek:

1. Barmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy egyenes van, amelyre
mindkét pont illeszkedik.

2. Barmely két egyeneshez pontosan egy pont létezik, amely mindkét
egyenesre illeszkedik.

3. Létezik négy éaltaldnos helyzetli pont, vagyis ezek koziil a pontok
koziil semelyik harom nem illeszkedik egy egyenesre.

3.1. Definicié. A P projektiv sik, mint illeszkedési rendszer, a P = (P,E,I)
hdrmas, ahol P és E nemiires halmazok, I C P x E reldcid, amik teljesitik a fent
felsorolt axiomdkat. Ekkor P elemeit pontoknak, E elemeit egyeneseknek, az I-t
pedig illeszkedési reldcionak nevezziik.

A tovébbiakban az egyszertliség kedvéért geometriai nyelvezetet hasz-
nalunk, vagyis egyenesek metszéspontjairél, 6sszekotd egyenesekrdl, stb.
beszéliink, illetve a projektiv sikon levd egyeneseket azonositjuk a rdjuk
illeszkedd pontok halmazaval.

3.2. Definici6. A P = (P, E, I) projektiv sik véges, ha P véges halmaz.
3.3. Tétel. A P véges projektiv sikon minden egyenes azonos szdmossdgii.

3.4. Definicié. A P véges projektiv sik rendje n, ha P bdrmely egyenesére n + 1
pont illeszkedik.

3.5. Definicié. A g-adrendili véges projektiv sik olyan véges projektiv sik, amely-
ben pontosan g* + q + 1 pont és egyenes taldlhatd, valamint minden egyenesen
q + 1 pont van, és barmely q + 1 egyenes egy pontban metszi eqymadst.

3.6. Definicié. Egy illeszkedési struktiirdban a K ponthalmazt ivnek nevezziik,
ha bdrmely egyenes legfeljebb két K-beli pontot tartalmaz. Ha az iv k pontot tar-
talmaz, akkor k-tordl beszéliink. A K v teljes, ha tartalmazdsra nézve maximdlis.

3.7. Definicié. A sik valamely egyenese k-tvre nézve szel6, ha 2, érint6, ha 1 és
kiilsé egyenes, ha 0 kozos pontja van a k-tvvel.



3.8. Tétel (Bose-tétel). A g-adrendii véges projektiv sikon bdrmely K fvre telje-
siil:
q + 1, ha q pdratlan
K| < { g+ 2,ha q pdros
Bizonyitds. Vegyiink egy K ivet és rajta egy tetsz6leges P pontot. Tekintsiik
az 0sszes P-n 4tmend egyenest (ezelbdl g +- 1 van), és ezek a P ponton kiviil
legfeljebb még egy pontot tartalmazhatnak. Vagyis |K| < g + 2.

Tegytik fel, hogy |K| = g + 2. Ekkor barmely P € K, teljesiil, hogy
barmely P-re illeszkedd m egyenesen van P-t6l kiilonb6z6 pont, tehat K-
nak nincsenek érint6i. Ebbdl kovetkezik, hogy a P-n atmend egyenesek
vagy 0-szel6k vagy 2-szel6k. Tehat g paros.

Ha g pératlan, akkor |K| = g+ 2 nem fordulhatel§, igy |K| < g+1. O

3.9. Definici6. Ha T test feletti projektiv sikrol beszéliink, akkor a pontokat ho-
mogén szdmhdrmasoknak, ((x : y : z) # 0), az eqyeneseket pedig homogén lined-
ris egyenleteknek, (ax + by + cz = 0), tekintjiik, valamint az illeszkedés reldciot
azonositjuk a behelyettesitéssel. Ekkor a projektiv sikot PG(2, T)-vel jeloljok.

Ha T = IF;, akkor PG(2,q)-rdl beszéliink.

3.10. Definicié. A projektiv sikon mdsodrendii gorbék alatt olyan gorbéket ér-
tiink, amelyek megkaphatéak az

F(X:Y:Z)=anX*+anY? +aZ? + a;pXY +a3XZ + apYZ =0
homogén mdsodrendil egyenlettel.

3.11. Definicié. F(X : Y : Z) = 0 irreducibilis mdsodfokii gorbe, ha F irreduci-
bilis polinom, azaz nem bomlik fel alacsonyabb fokii polinomok szorzatdra.

3.12. Példa. Példik reducibilis mdsodrendii gorbékre:

1. XY =0;

2. X2 +Y? = 0 reducibilis C felett, X* + Y? = (X +iY)(X — iY).
Példik irreducibilis mdsodrendii gorbékre:

1. X*—-YZ=0;

2. X2-Y?-272=0

3.13. Definicié. Kiipszelet alatt olyan mdsodrendii gorbét értiik, amik irreduci-
bilisek az alaptest algebrai lezdrtja felett.

3.14. Tétel (Segre, 1955). Ha q pdratlan, akkor a PG(2,q) stk q + 1 méretii ivei
pontosan az irreducibilis mdsodrendii gorbék.
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4. MDS-kédok

Ebben a fejezetben, ahogy mar a cime is emliti, f6leg MDS-kédokkal fo-
gunk foglalkozni. Az MDS-kéd név a “maximaélis tdvolsagu szétvalaszt-
hat6 kéd (maximum distance separable code)” kifejezésbdl szarmazik, vagy-
is az MDS-koédok esetében meghatdrozhat6 a legnagyobb lehetséges té-
volsag két kodszo kozott, rogzitett k és n esetén, illetve a kédszavak szét-
véalaszthatoak két részre: informaciét hordozoé részre és kontroll jelekre.

4.1. Definicié. Legyen Q "dbécé” véges halmaz. Ekkor C C Q" halmazt kédnak
nevezziik. A kéd hossza n, elemei pedig kédszavak.

4.2. Definicié. Leqyen x = (x1,Xx2,...,Xn) sy = (y1,Y2,...,Yn) € Q"
két kodszo. A két kédsz6 Hamming-tdvolsdgdn azon koordindtdk szdmit értjiik,
amelyeken a két kodszo kiilonbozik eqymdstol, vagyis

dHamming = dH(Lz) = |{Z|l =12,...,mx # y1}|

4.3. Definicié. A C € Q" kod minimdlis tdvolsdgdn bdrmely két kiilonbozo kod-
sz0 Hamming-tdvolsdgdnak a minimumadt értjiik, vagyis

d =d(C) = min{du(x,y)|x,y € C;x # y}.
4.4. Definici6. Legyen F, véges test. Ha C C ¥} altér, akkor C linedris kod.

A tovabbiakban csak linearis kédokkal foglalkozunk, azon beliil is a
g = 2 esettel, mdsnéven az n-hossztisdgu bindaris kédokkal.

4.5. Definicié. Az x € F] vektor Hamming-siilydn azon koordindtdk szdmdt
értjiik, amelyeken a vektor kiilonbozik a null-vektortdl, vagyis

wt(x) =dy(0,x) = |{ili=1,2,...,n,x; # 0}|.
4.6. Tétel. C < IFZ,’ linedris kod esetén a minimum tdvolsdg
d =d(C) = min{wt(x)|x € C\{0}}.

log, [C]|
n

4.7. Definicié. A C C Q" kéd ritdja R = ,ahol g = |Q|. Ha C < IFZ

linedris kéd, akkor a rdta R = %, ahol C dimenzidjdt k, mig C kédszavainak
hosszit n jeloli.

4.8. Definici6. Legyen C linedris kod ¥y felett n,d, k paraméterekkel. Ekkor ha
C1,C2,...,Cx egy bdzisa C-nek, akkor ezt a k x n-es mdtrixot, melynek i. sora
a)pe_n ac; ‘vektor, (i =1,2,...,k), C generdtor mdtrixdnak nevezziik, és G-vel
jeloljiik. -



A generator matrix ismeretében az 6sszes k6dszo6t ismerjlik, azaz
— k
C = {xG|x € F}.

4.9. Definici6. Legyen C linedris kod I felett n,d, k paraméterekkel. Ekkor az
(n — k) x n-es H mdtrixot paritds-ellen6rz6 mdtrixnak nevezziik, ha x € Fy
akkor és csak akkor kédsz6, ha Hx " = 0.

Tehat a paritds-ellen6rzé métrix ismeretében eldonthet6 egy vektorrol,
hogy kédsz6-e vagy sem.

4.10. Tétel (Singleton-korlat). Legyen C C Q". Ha C minimalis tdvolsdga d,
akkor teljesiil a kovetkez0 egyenlotlenség

d<n-—k+1.

4.11. Definicié. Egy C kédot M DS-kédnak neveziink, ha teljesiti a Singleton-
korldt eqyenldségét, vagyis
d=n—-k+1.

4.12. Allitas. Linedris kédok esetében a kéd minimdlis tdvolsdga pontosan a pa-
ritds ellendrz6 mdtrixban a linedrisan dsszefiiggd oszlopok minimidlis szdma.

Bizonyitds. Aztkell megmutatnunk, hogy a H matrix k kiillonb6z6 iy, . . ., ik
oszlopa pontosan akkor linedrisan dsszefiiggd, ha van olyan nemnulla x
kodsz6, amelyben a nemnulla koordinatak indexei az {iy, ..., i} halmaz-
ba esnek.

Az x € C kédsz6 sulya legyen k. Mivel Hx" = 0, ezért H-nak van k
oszlopa, melyek linedrisan 0sszefiiggtek.

Forditva, ha H-nak van k linedrisan osszefliggd oszlopa, akkor az ezek
kozti x; hj + ...+ x;h;, = 0 linedris Osszefliggést matrixalakba irva egy
olyan nemnulla, és legfeljebb k stlyt x vektorhoz jutunk, melyre Hx " = 0,
azaz amely benne van C-ben.

Tehat pontosan akkor van C-ben legfeljebb k sulyt kész6, ha H-ban
van k darab linedrisan 0sszefiigg6 oszlop. Ez azt jelenti, hogy ha C mini-
maélis tdvolsdga d, akkor H-nak minden d — 1 oszlopa linedrisan fliggetlen,

de van d darab linearisan 6sszefiigg6 oszlopa.
O

4.13. Tétel. Az (n — k) x n-es H mitrix akkor és csak akkor egy MDS-kéd pa-
ritds ellendrz6 mdtrixa, ha H bdrmely n — k oszlopa linedrisan fiiggetlen.



Bizonyitds. Legyen C MDS-kéd n,d, k paraméterekkel és H paritas ellen-
6rz6 matrixszal. Ekkord =n—k+1ésa Allitas szerint H-nak nincs
n — k linearisan fiigg6 oszlopa.

Forditva, ha C nem MDS-kod, akkor d < n — k, azaz ismét a [4.12] Alli-
tast alkalmazva taldlhatunk n — k darab linearisan fiiggetlen oszlopot H-
ban. O

4.14. Definicié. Egy C kod dudlisdn a kovetkez0 linedris kodot értjiik:
Ct={v-x=0VxeCue IF";}

4.15. Tétel. MDS-kéd dudlisa is MDS-kéd, vagyis a generdtor mdtrix és a pari-
tds ellen0rzd midtrix szerepe felcserélodik.

Bizonyitds. Legyen C € Fj egy kod. Azt kell megmutatnunk, hogy C li-
nedris kod MDS-kéd, akkor és csak akkor, ha a G generdtor méatrixanak
barmely k darab oszlopa lineérisan fiiggetlen.

Tekintsiik a k x n-es G generadtor méatrixot. Tegytik fel, hogy iy, i3, . .., i
oszlopai linedrisan fligg6ek. Ekkor 1éteznek ay, ay, ..., ax € Iy, Ggy hogy

A1Xj, + ApXjy + - - ApX, = 0

teljestil barmely x € C vektorra. Vagyis az ix-dik oszlop eléall az iy, . . . , i1
oszlopok lineéris kombinécidjaként, azaz barmely C-beli x kddszora, az x;,
koordinata kikombinalhat6 az x; , x;,, . . ., x;,_, koordinatakbol.

Legyen U = CN{x; = x;, = ... = x;,_, = 0} altér. Ez megadhat6
(n—k)+ (k—1) = n — 1 egyenlettel, amib&l kovetkezik, hogy dim U > 1,
vagyis létezik y € U\{0}.

Az y;, = 0, mert kikombinélhat6 az y;,,i,,...,Vi_, koordinatakbol.
Innen kovetkezik, hogy wt(y) < n —k = d — 1, ami ellentmond a d mini-
malis tdvolsag definicijanak. O

Legyen C < IFj linedris k6d. Tudjuk, hogy C két féle képpen is megad-
haté:

1. k darab generatorral, vagyis egy k x n-es matrixszal (ez C generator
matrixa);

2. n — k darab homogén linedris egyenlettel, vagyis egy (n — k) x n-es
maétrixszal (ez C paritas ellen6rz6 maétrixa).

A tétel alapjan tudjuk, hogy C generator matrixa éppen a dudlis
kéd paritas-ellen6rzd matrixa, és forditva.
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Tegyiik fel, hogy C MDS-kéd. Hasznalva az eddigi észrevételeinket és
a @ Allitast, kapjuk, hogy C minimalis tavolsdga d = n — k + 1, mig C*
minimalis tdvolsdga d = k + 1. Ez azt is jelenti, hogy C* parités ellensrzd
maétrixdban minden d — 1 = k oszlop linedrisan fliggetlen.

Ilyen médon C-hez hozzarendelhetjiik az S C IF; halmazt, mint C pari-
tas ellenorz6 matrixdnak oszlopvektorait. Ekkor azt kapjuk, hogy barmely
ilyen S C [F; halmazban minden k-elemfi részhalmaz bazis.

5. Segre-féle MDS-sejtés

Ebben a fejezetben ismertetjiik a [2] cikket.

Legyen S egy vektorhalmaz lFl,;-ban olyan médon, hogy S minden k-
elem részhalmaza bazis. Ekkor bizonyitott tény, hogy S maximdlis elem-
szdmag+1,hak < p,ésq+k — p,abbanazesetben,hag >k >p+1 >4,
ahol g = p* és p prim. Sét, ha k < p, S maximélis elemszdma osztalyozva
van, amit Beniamino Segre 4ltaldnositott.

Ezeknek az eredményeknek tobbféle interpretacidja is van. Az egyik
ilyen, hogy egy k x (p 4+ 2)-es matrixnak, ahol k < p és a matrix elemei IF -
b6l vannak, van k darab oszlopa, amik linedrisan fiigg6ek. A masik, hogy
igaz a lentebb olvashato sejtés az M DS-kédokra prim testek esetén; vagyis
nincs MDS-kéd IF, felett, aminek a dimenzidja legfeljebb p, ami hosszabb,
mint a Reed-Solomon kédok. Az osztdlyozas arra is utal, hogy az MDS-
kédok, amiknek a dimenzidja korldtozva van a test karakterisztikajatol,
csak Reed-Solomon kédok lehetnek.

Legyen S egy vektorhalmaz ]Ff;-ban olyan médon, hogy barmely k-
elemfi részhalmaza bézis.

Ebben a cikkben megmutatjuk, hogy S elemszamanak létezik egy fel-
s6 korlatja, k < p esetén, ahol g = p" és p prim, gy hogy a példaink
ekvivalensek a kovetkezdvel.

5.1. Példa. Az
S={(tt . " HteF}uU{0,..,01)}

egy q + 1 elemii halamaz. Konnyen beldthato, hogy S-nek van k darab vektorbdl
dllé Vandermonde-mdtrixa, aminek a determindnsa nem 0.

5.2. Lemma. Legyen S egy vektorhalmaz IF’L;-ban olyan médon, hogy bdrmely
k-elemtii részhalmaza bdzis. Ekkor S maximilis elemszdma q + k — 1.
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Bizonyitds. Tekintsiik, a (k — 2)-dimenzids U alteret S-ben. Ekkor barmely
g + 1 hipersik, ami tartalmazza U-t, tartalmaz legalabb még egy vektort
S-bol. Tehdt |S| <k—2+g+1=g+k—1. O

5.3. Lemma. Legyen S egy vektorhalmaz lF’g—ban, k > g, olyan médon, hogy S
barmely k-elemii részhalmaza badzis. Ekkor S maximdlis elemszdma k + 1. Azok a
halmazok, amelyeknek az elemszdma eléri ezt a hatdrt, ekvivalensek

{(M,0,...,0),(0,A5,0,...,0),...,(0,..,0,Ar), (1,..., 1)}
-el.

Bizonyitds. A megtelel6 bazis megvalasztdsa utdn, feltételezhetjiik, hogy
S 28" ={(M,0,..,0),(0,A2,0,...,0),...,(0,...,0,A), (1,..., 1) }

valamilyen A; € Fo\{0}. Tegyiik fel, hogy létezik x € S\S'. Mivel k > g,
ezért két eset lehetséges. Az els6, hogy 1étezik két koordinata x-ben, az
i-dik és a j-dik, amik egyenl6ek. Ekkor az X; = X; egyenlet éltal megha-
tarozott hipersik tartalmaz k darab S-beli vektort. A mdasodik esetben x
valamelyik koordinataja, mondjuk az i-dik, 0. Ebben az esetben az X; = 0
egyenlet dltal meghatarozott hipersik szintén k darab S-beli vektort tartal-
maz. Tehdt mindkét esetben ellentmondadsra jutottunk, vagyis S = §'. O

5.4. Sejtés. Legyen S egy vektorhalmaz ]F’;l—ban olyan médon, hogy bdrmely k-
elemil részhalmaza bdzis, k < q. Ekkor S maximdlis elemszdma q + 1. Abban az
esetben, ha q pdros és k = 3 vagy k = q — 1, akkor pedig q + 2.

Jelen esetben mi a k < p+ 1, ahol g = p* és p prim, esetet fogjuk
vizsgalni. Ebben az esetben a sejtés biztosan igaz barmely g primre.

A sejtést mar belattak barmely q < 27-re, és k < 5, bormely k > g —3
ésk =6,7,9 —4,q — 5-re néhéany kivétellel.

Ha p = 2 és q = 3, hozzdadva a (0,1,0) vektort az Példdhoz, egy
g + 2 elem példat kapunk. Ezekkel a paraméterekkel rendelkez6 g + 2
elem halmazokat hiperovilisoknak nevezziik. Sok olyan példat tudunk,
ami nem ekvivalens az Példaval, az els6t Segre taldlta meg.

Olyan g + 1 elem(i halmazok, amelyek nem ekvivalensek az Pél-
déval a kovetkezdek:

5.5. Példa. Az
S ={(1,t,t+ut° 3, 1|t € Fo} U{(O,..,0,1)}

egy 10 elemfi halmaz F3-ben, 1igy hogy n* = —1.
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5.6. Példa. Az
S= {1ttt eF,}U{(0,..,0,1)}
egy q + 1 elemti halmaz ng‘—ban, ligy hogy q = 2" és (r,h) = 1.

Legyen S egy halmaz ]F’,;—ban. Ekkor minden példa meghatadroz egy

tjabb S elemszamu példat ]Fl75|_k

-ban valamilyen eljards atjan. Példaul
a hiperovalisok meghatdroznak nekiink q + 2 elemszamu példédkat ngfl-
ben.

Sok hasonl6 fels6 hatért ismeriink |S|-re, mint amit mi is vizsgalunk.
Ami relevans a mi esetiinkhez, azt Voloch allapitotta meg, mégpedig, hogy
ha3 < k < q/45+ ¢1, ahol g prim és c1 konstans, akkor |S| < g+ 1. Szintén
fontos szdmunkra g primhatvany esetén, ha3 < k < ,/q/4 + ¢, ahol g egy
paratlan négyzetszdm és ¢, konstans, akkor |S| < g+ 1.

Ha k eggyel kevesebb, mint S fels® hatdra és |S| = g+ 1, akkor S ek-
vivalens az Példdhoz. Minden osztélyozés |S| = g + 1-re Segre tételét
alkalmazza, vagyis ha |S| = g+ 1 és p > k = 3, akkor S ekvivalens az
Példaval.

Segre az érintSkre vonatkozo tétel segitségével bebizonyitotta, hogy ha
k = 3 és q paros, akkor létezik egy t = g + k — 1-foku iv, amely a dualis
térben tartalmazza az dsszes vektort, amik megfelelnek az érintdk hiper-
sikjainak. Ha g pératlan, akkor pedig egy 2t-foku iv 1étezik, ugyanezekkel
a tulajdonsdgokkal, és a metszéspontok szdma a hipersikokkal és S dudlis
vektoraival 2.

6. S. Ball eredményei a Segre-sejtésrol

Végezetiil ismertetjiik S. Ball [2] cikkének {6 eredményeit. Megjegyezziik,
hogy az eredmények egy része tovabb lett fejlesztve S. Ball és J. de Beule
[3] cikkében.

Legyen q = p/, ahol p prim.

6.1. Tétel (S. Ball, 2011). Legyen S egy vektorhalmaz ]F’;—ban olyan médon, hogy
barmely k-elemii részhalmaza bdzis. Ekkor S maximdlis elemszdma q +k + 1 —
min(k, p), ahol k < q.

6.2. Tétel (S. Ball, 2011). Ha p > k, akkor egy q + 1 elemii S vektorhalmaz
IF’;—ban olyan médon, hogy bdrmely k-elemii részhalmaza bdzis, ekvivalens az
Példdval.
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6.3. Tétel (S. Ball, 2011). Legyen S egy vektorhalmaz ]F’l;—ban olyan médon, hogy
barmely k > 4-elemil részhalmaza bdzis, ahol g > k > p. Ekkor S maximalis
elemszdma q + k — p.

6.4. Tétel (S. Ball, 2011). Legyen S egy vektorhalmaz le—ban olyan médon, hogy
bdrmely k-elemii részhalmaza bdzis, ahol 3 < g —p+1 < k < q — 2. Ekkor S
maximdlis elemszdma q 4 1. SOt, ha teljesiil az egyenldség, S ekvivalens az
Példdval.
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