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Koszonetnyilvanitas

K6szonetettel tartozom els6sorban Dr. Kincses Janosnak és Dr. Karsai Janos-
nak segitségikért, tirelmikért és batoritasukért, amellyel tamogattak a
szakdolgozat elkészitésének id6szakaban. Tovabba kdszondom a csaladom-
nak és barataimnak, akik mellettem alltak, és mindenkinek, aki hozzajarult,
hogy megsziilessen ezen munka.



Gehér Péter

Fraktalok és iteralt fliggvényrendszerek

Eloszo

Szakdolgozatom témaja a fraktalok, azon bellil pedig az iteralt fliggvényrend-
szerek és a fraktal-dimenziok bemutatasa, amelyben a Wolfram Mathema-
tica program segitett a legtobbet.

El6szor Dr. Vajda Rdbert tanar urnal talalkoztam a programmal, Bevezetés a
numerikus matematikaba tantargy keretében. Késobb Dr. Karsai Janos
tanar Urndl a Szamitdgéppel segitett matematikai modellezés tantargy
keretében kisel6adast is készitettem a programmal. Az el6adas elkészitése
kdzben ismerkedtem meg komolyabban a szakdolgozatom alapjat képezo
fraktalokkal.

Az egész szakdolgozat Mathematicaban késziilt, a program stilusat kovetve.
Az abrakat és grafikonokat programkddokkal generaltam. A legtobbet a
Szamitdgéppel segitett matematikai modellezés 6ran gydijtott tapasztalatok
segitettek. A téma elméleti hatterét foként az [1] és [2] konyvekbdl
szereztem.
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1. Bevezeto

A matematikaban a fraktal egy végteleniil komplex geometriai alakzat, ami
hasznalhatd természetes alakzatok leirasara és szimulalasara, mint példaul
a paguda karfiol vagy a pafrany levél. A fraktalok mindeniitt el6fordulnak a
természetben. A fizika, kémia, bioldgia, a kozmoldgia, a pszichiatria, és még
sok mas tudomanyag képes hasznositani a fraktalokat, mint példaul az
anyagi részecskék homozgasa, a halmazallapot-valtozasok, a kromoszémak
DNS-lancaibdl hianyzé génrészletek jellemzése.

A fraktalok legjellemzdbb tulajdonsaga az Onhasonldsag, mi itt csak és
kizardlag szigordan 6nhasonld alakzatokkal fogunk foglalkozni. Az 6nhason-
l6sag alatt azt értjiik, hogy a fraktal egy kis részlete hasonld az egészhez.
Példaul latni fogjuk hogy a Cantor-halmaz fele hasonlé az egészhez, de a
negyede is hasonld az egészhez és igy tovabb. Ez az Onhasonldsag sok
furcsa tulajdonsaghoz vezet, mint az hogy a Sierpinski-haromszog teriilete
nulla mikdzben a keriilete végtelen. Sok mas érdekes kérdés is felmerdil
ezekkel az alakzatokkal kapcsolatban, példaul hogy hany dimenzidsak is
ezek a fraktalok. Természetesen azt varnank hogy egy alakzat a sikban, ami
nem szimplan egy egyenes vagy vonal az két dimenzids de latni fogjuk
hogy ez a kérdés nem is olyan egyszerd.

Erdekes jaték a fraktalképek albllitdsa, ami a mai szamitégépekkel nem
olyan nehéz feladat. Megvaldsithatunk egy rekurziv eljarast vagy hasznal-
hatunk iterdlt fliggvényrendszereket is erre a célra. Persze ezekkel az eljara-
sokkal csak egy kozelitd képet fogunk kapni. A teljes fraktalt sosem fogjuk
tudni legeneralni hiszen végteleniil komplex.

A fraktal (angol:fractal) szot el6szor Benoit Mandelbrot hasznalta 1975-ben.
Az elnevezés a latin fractus szdébol jott létre, aminek a jelentése torott,
repedezett.

A fraktalok pontos definicidjardl a mai napig nincs megegyezés.
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2. A Cantor Halmaz

A legkdnnyebben megkonstrudlhatd fraktal a Cantor-halmaz. Induljunk ki a
[0,1] zart intervallumbdl. El6szor osszuk harom egyenld részre és hagyjuk el
a kozéps6 nyilt részt: [0, %]U[%, 1] A mésodik 1épésben osszuk harom
egyenlo részre mindkét megmaradd intervallumot és hagyjuk el a k6zépsd
nyilt részeiket:[0, é]u[%, %]U[%, g]u[g, 1]. Ezt az eljarast folytatjuk a
végtelenig, ahol az n-edik l1épés utan:
G- 2 G, .

’;1 u(—+ ’;1), han=1és¢ =10, 1].

A Cantor-halmaz azokbdl a pontokbdl all a [0,1] intervallumban, amiket
nem hagytunk el ebben a végtelen lépésben. Azaz:

C:= ﬁCn
n=1

Az els6 négy |épés illusztraciodja:

Cn =

Figyeljik meg, hogy a C, halmaz 2”7 darab, egyenként 37" hosszlisagu zart
intervallumbal all.

Mivel a Cantor-halmazt Ugy definialtuk, hogy a megmaradd pontok, amiket
nem hagytunk el az egység intervallumbdl, ezért a megmaradd interval-
lumok hosszat megkaphatjuk, ha kiszamitjuk az elhagyott intervallumok
hosszat. Azaz:
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1 2 4 = 2"
8 ... S,
39 27 81 Lo 3mi

geometriai sor.

Kovetkezés képpen a megmaradd részek hossza: 1 - 1 = 0 . Ez az ered-
mény azt mutatja, hogy a Cantor-halmaz nem tartalmazhat intervallumot,
ami nem 0 hosszUsagu. Meglepl lehet, hogy barmi is maradt vissza. Min-
denesetre az elhagyott intervallumok hosszanak Osszege megegyezik az
eredeti intervallum hosszaval. Kézelebbrdl megvizsgalva az eljarast nyilvan-
vald, hogy valaminek maradnia kell. Az els6 lépésben elhagytuk a k6zépsd

nyilt harmadot (%, %) az eredeti [0,1] intervallumbdl, ami vissza hagyta a 1

3
é % végpontokat. Ezeket a végpontokat (és mas végpontokat) a késobbi
lépések sem fogjak eltavolitani, mivel az eltavolitandd intervallumok mindig

szigorUan a meglévok belsejében van.

Ugy tiinhet, hogy csak a végpontok maradnak hatra, de ez sem az igazsag.
Példaul nézziik meg az fT harmas szamrendszer beli alakjat: (0, 020202...)5

amibdl jol latszik, hogy az alsd6 harmadaban van a [0,1]-nek, a felsd
kilencedében annak a harmadnak, az alsé huszonhetedében a kilencednek,
1

és igy tovabb. Az 4 sosem része valamelyik intervallum ko6zéps6 részének,

amit eltavolitunk és nem is végpontja valamelyik kozépso intervallumnak,
mivel nem tobbszordse az % valamelyik hatvanyanak. Megmutathatd, hogy
ugyan annyi pont marad vissza az eljaras utan mint amennyivel elkezdtiik.

Ehhez el6szor belatjuk, hogy létezik 7 sziirjektiv leképezés, ami a Cantor-
halmazt a [0,1]-be képezi. Hogy megkonstrudljuk ezt az f leképezést,
érdemes a [0,1] intervallum beli szamok harmas szamrendszer beli alakjat
vizsgalni. Megjegyezziik, hogy néhany szamnak tobb reprezentacioja is van.

1

Példaul az 3 irhatd Ugy is, hogy (0, 1); de agy is, hogy (0,02222...);

2

valamint a £ is lehet (0, 2); és (0,1222...);. Amikor az elsG lépésben

eltavolitjuk a [0,1] k6zéps6 egyharmadat, akkor olyan szamokat torliink,
amik (0, 1 xxxx...); alakdak, ahol (xxxx...)3 a (0000...); és (2222...); kozé
esik. Tehat a megmaradd szamok (0, 0 xxxx...); és (0, 2xxxx...); alakudak.
Tehat kijelenthetd, hogy az els6 1épés utan a C; -ben maradt szamok azok,
amiknek a harmas szamrendszerbeli felirasaban a tizedes vessz0 utan nincs
1-es. A masodik I|épésben azokat a szamokat vesszik el, amik
(0, 01 xxxx...); és (0, 21xxxx...); alakdak. Levonhat6é a konkllzid, hogy a
masodik |épés utan azok a szamok maradnak, amiknek a tizedes vessz0
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utan allo els6 két szamjegye kozt nincs 1-es. Folytatva ezt a gondo-
latmenetet nyilvanvald, hogy az n-edik Iépés utan C, elemei azok a szamok,
amiknek a tizedes vessz0 utani n-darab szamjegyben nincs 1-es.

Tehat a [0,1] intervallum szamairdl konny( eldénteni, hogy a Cantor-hal-
mazban vannak-e. Mivel pontosan azok a szamok tartoznak bele, amiknek
létezik olyan harmas szamrendszer beli felirdsa amiben nem szerepel 1-es.

Innen mar konnyen megkapjuk a keresett f leképezést. Legyen az f le-
képezés olyan, hogy egy szam harmas szamrendszerbeli alakjabol kettes
szamrendszerbeli alakot csinal Ugy, hogy a 2-eseket 1-esekre cseréli.
Példaul:

£ ((0, 202)3) = (0, 101),

Ez a leképezés injektiv és C-bdl [0,1]-be képez. Tehat C szamossaga meg-
egyezik a [0,1] intervallum szamossagaval, azaz C continuum szamossagu.
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3. A Sierpinski-haromszog

A Cantor-halmaz sikbeli megfeleldje a Sierpinski-haromszég. Konstrukcidja:

1.1épés: Induljunk ki egy egységnyi oldali szabalyos haromszogbal.

2.1épés: Az oldalfelez6 pontok 0Osszekotésével osszuk négy egybevagd
részre, majd hagyjuk el a k6zépso rész bels6 pontjait.

3.1épés: Ismételjik meg 2.lépés-t végtelenszer a megmaradd kis harom-
szbgeken.

Minden alkalommal, amikor elvégezzikk a 2. lépés-t egy Ujabb iteracids
lépéshez ériink.

Az S Sierpinski-haromsz0g azoknak a pontoknak a halmaza, amelyek a
végén megmaradnak, tehat amely pontok mindegyik S, halmazhoz
hozzatartoznak:

S= ﬂs,,
n=0

Hasonldan a Cantor-halmazhoz itt is elmondhatd hogy, az S, 3”7 darab egy-
bevago szabalyos haromszogbdl all, amelyek oldala 277 hosszu.

Szamitsuk ki az elhagyott haromszogek teriiletét.

L(1-30+i-31+i-32+...)=
V3 \4 42 43

1 (30 30 3 ) 1 °°(3") 1
—+—+—+..|= Z—:—
4.3 40 41 4 4.3 [5\4" 3

n=0
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Mivel S, terllete is % ezért a Sierpinski-haromszog tertlete:

=0

11
V3 V3
Szamitsuk ki a kozelito alakzatok keriletének hatarértékét.

So keriilete 3, az elsd iteracids 1épés utan S; keriilete éppen az elhagyott
haromszog keriiletével tobb mint Sy kerllete, azaz 3-%. Ezt a gondo-

latmenetet folytatva:

3 n
Ks = lim 3(—) = oo
N—co 2
Felmeriil a kérdés, hogy hogyan lehet a Sierpinski-haromszognek a keriilete
végtelen mikézben a teriilete 0? Megszoktuk hogy a 2-dimenzids alakzatok
terlilete nem nulla, de a Sierpinski-haromszog nem klasszikus 2-dimenzids
alakzat. Késobb latni fogjuk, hogy a Sierpinski-haromszog és a tobbi itt
targyalt fraktal is Ugynevezett tortdimenzids alakzatok. Persze tobb dimen-

zié definicio is van, ezekkel késdbb foglalkozunk.

Hatarozzuk meg a Sierpinski-haromszdg pontjait.

Tegyik fel hogy az Sy kiindulasi haromszogiink cslcsai 4, B és C. Az ABC
haromszdg minden pontja kifejezhet6 az A, B és C pontok konvex kombina-
ciojaként, méghozza egyértelmlien. Azaz az Sy haromszdg pontjai:

/\,4'/4+/\5'B+/\C“C,
ahol A+Ag+Ac=1
€s 0sAy<1,0<A53<1,0<Ac<1

Tegyik fel, hogy 0 < A4 = a < 1 rogzitett. Az A cstcsot a BC oldal felezOpont-
javal dsszekotott szakaszt a , 1-a aranyban osszuk fel és ezen az osztdpon-
ton a BC-vel huzzunk parhuzamost. Ez a parhuzamos az AB és AC oldalakat
metszi rendre a B és C pontokban. Mivel a-t rogzitettiik, ezért
Ag-A+Ag- B+ Ac- C pontok csak a BC szakaszon lehetnek.

Most nézziik A4, Ag, Ac kettes szamrendszerbeli alakjat. Itt is megjegyezziik,
hogy néhany szamnak tobb alakja is van, példaul: (1), = (0, 1111...),. Ekkor
S; fels6 haromszdgébe azok a pontok esnek, amik felirhatdk a kovetkezd
alakban:

(0, 1 xxxx...)7 - A+ (0, Oxxxx...); - B+ (0, 0xxxx...); - C,
ahol (xxxx...), a (0000...), és (1111...), kdzé esik.

10
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A gondolat menetet folytatva, az S, fels6 harmadanak bal alsé kilencedébe
esO pontok:

(0, 10 xxxx...)7 - A+ (0, 01 xxxX...), - B+ (0, 00 xxxx...), - C

Az S3 fels6 harmadanak bal alsé kilencedének fels6 huszonhetedébe eso
pontok:

(0, 101 xxxx...); - A+ (0, 010 xxxX ...); - B+ (0, 000 xXxX ...); - C

Tehat az Sy = ABC kiindulasi haromszoggel definialt Sierpinski-haromszog
pontjai pontosan azok a pontok, amik felirhatok 4, B és C pontok konvex
kombinacidjaként a kévetkezd modon:

(0, a1@a5..)2 A+ (0, b1 by b3..) B+ (0, c1 . G3...)2 - C,
ahol g;+ b; + ¢; = (1); minden ie{1,2,3,...}

Megjegyzés: Ily mdédon egy nem feltétlenil szabélyos S, = ABC harom-
szoggel definialt Sierpinski-haromszogrol is meg lehet mondani, hogy egy
adott pont az eleme-e.

11
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4. A Sierpinski-szonyeg

A Sierpinski-szonyeg konstrukcioja hasonlit a Sierpinski-haromszog konstruk-
cidjahoz. Legyen 7, egy egység oldalhosszisagu négyzet, ezt osszuk kilenc
egybevagd négyzetre a harmadold pontok segitségével és hagyjuk el a
k6zépso kis négyzetet. A kapott halmaz legyen 7;. A masodik |épésben a 7;-
et alkotd nyolc kis négyzet mindegyikét osszuk hasonlé mddon kilenc kis
négyzetre és hagyjuk el a kdzépso kis négyzetet, és igy tovabb. Tehat

7 = ﬁ 7.
n=0

Az els6 négy iteralt:

Figyeljik meg, hogy 7, 8” darab (%)'7 teriiletl négyzetbdl all.

Szamitsuk ki a Sierpinski-szonyeg teriiletét.

SCRDICI
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) 1 n+1 1 o) 8 n
=1%- 8”-(—) =12-= (—) =1-1=0
255 2.

95\9
Szamitsuk ki a kozelito alakzatok keriletének hatarértékét.
Kr, =4+1

1
Kr=41+1-4

1 1)2
/(r2=4-1+1-4~—+8~4-(—)
3 3
1 1)2 1)3
/(r3=4-1+1-4-—+8~4-(—) +82-4~(—)
3 3 3
, 4 2 (8\" _ .8
Tehat/(r=4+—-Z(—) = oo , mivel = > 1.
3 5\3 3

A Sierpinski-szonyeg konstrukcidjabdl nyilvanvaléan latszik, hogy ha 7, a
(0,0), (1,0), (1,1) és (0,1) pontokkal adott akkor a pontjai pontosan azok a

pontok, amiknek az egyik koordinataja eleme a Cantor-halmaznak (és mind
két koordinata eleme a [0,1] intervallumnak).

13
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5. A Menger-szivacs

A Sierpinski-szOnyeg térbeli megfeleléje a Menger-szivacs. Egy egység
oldalhosszisagu kockabdl indulunk ki, amelyet huszonhét egybevagd kis
kockara bontunk. Tekintsik azt a harom egyenest, amelyek athaladnak a
kocka kozéppontjan és merdlegesek a kocka valamelyik lapjara. Ez a harom
egyenes a 27 kis kocka koziil hetet metsz. Ezeket a kis kockakat hagyjuk el.
A kovetkezd lépésben ugyanezt a miveletet megismételjik a megmarado
hiusz kis kocka mindegyikével. Ezt a miveletet folytatjuk a végtelenségig, a

megmaradd pontok halmaza a Menger-szivacs, azaz

M= ﬁ M,
n=0

Az els6 harom iteralt:

f

e

S

W,

SE SN -

o/ N
.!
J7

NN
Sl

SO SS
SSES

S SSASSES

DCNCENCNT N

N
s
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Vegyiik észre, hogy a M, 20" darab (%)” élhosszUsagu kis kockabol all. A
konstrukcidbdl az is nyilvanvald, hogy a Menger-szivacs pontjai, feltéve
hogy My a (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) és (1,1,1)
pontokkal meghatarozott, pontosan azok a pontok ,amik egyik koordinataja
eleme a Cantor halmaznak (és mind harom koordinata eleme [0,1] interval-
lumnak).

Szamitsuk ki a Menger-szivacs térfogatat.

113
I/M1=201-(—)

31

113
VM2=202'(3—2)

3 20\7 2
Vi, = 20”-(L) Tehat Vy = lim (—0) =0, mivel 20 <1
37 N>\ 27 27

Az M, felszine:

AM,) =2'(2—0)n+4(§)n

Tehat a Menger-szivacs felszine:

lim 2-(29—0)n+4(§)n=c>°

-0 9

15
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6. A Koch-gorbe és a Koch-féle pehely

A Koch-gorbét sikbeli toréttvonalak hatarértékeként definialjuk. A kiinduld
halmaz egy Kp egységnyi hosszlsagu zart szakasz. A K; torétt vonalat ugy
kapjuk, hogy a Ky szakasz k6zépsd harmada folé emelt szabalyos harom-
sz6g alapjat helyettesitjiik masik két oldalaval. igy egy négy szakaszbdl &ll6

torott vonalat kapunk, amelyben minden szakasz hossza % A K>-t hasonld

képpen kapjuk, a Ki-et alkotd négy szakasz kozepét helyettesitjik egy
szabalyos haromszdg masik két oldaldval, és igy tovabb. Igy torcttvonalak
egy Ko, Ki, K>, K3, ... sorozatat kapjuk, aminek a hatarértéke Hausdorff
tavolsagban (késdbb targyaljuk) a Koch-gorbe. Az elsé 6t iteralt:

S ISP o P
P PP s S

Vilagos, hogy Ky hossza egy. A K; tordéttvonal hossza 4 - % és mivel minden
iteracios |épésnél egy k hosszlisagl szakaszt 4- %-k hosszUsagura
cseréliink, ezért K, hossza K1 - ‘31. Azaz a Koch-gorbe hossza:

lim (i)n = o

-0 3
Bizonyitsuk be, hogy a Koch-gorbe a sik korlatos részhalmaza.

Nyilvanvalo, hogy ha K; a (0,0) és (1,0) pontokkal definialt, akkor Kj biz-
tosan benne van a (0,0) kdzéppontu zart egységkorlapban. Mivel Ki-et ugy
kapjuk, hogy Ky kozépsO része folé haromszoget emeliink, aminek oldal-
hossza %, ezért K; biztosan benne van a (0,0) k6zéppontu 1 + % sugaru zart

korlapban. A5 -t Ugy kaptuk, hogy Ki szakaszainak kdzépsd része folé
haromszogeket emeltiink, amiknek oldalhossza (%)2 Tehat A5 benne van a

(0,0) k6zéppontt 1 + %+(§)2 sugar( zart kérlapban. Altaldnosan: K, benne

16
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van a (0,0) kozéppontt 1 + §+(§)2+ . -+(§)’7 sugar( zart kdrlapban. Tehat

a Koch-gorbe benne van a (0,0) kdzéppontu és

2 (1\" 1 3 o
Z(—) = = = sugaru zart korlapban.
3 1- 2

W |~

n=0
Tehat a Koch-gorbe a sik korlatos részhalmaza.

A Koch-féle hépehely vagy sziget az a halmaz, amit harom darab, végpont-
janal egymashoz illesztett Koch-gorbe hatarol. Azaz:

Szamitsuk ki a Koch-féle hdpehely teriiletét.

El6szor szamitsuk ki a Koch-gorbe alatti teriiletet. Kg-nal ez nyilvan 0. Aj-
nél egy % oldalhosszUsagu szabalyos haromszoget illesztettiink a Ky vonal

kdzepére, aminek teriilete 7y, = 4°§(§ AZE) Ky-nél Ki-et alkotd minden
szakasz kozepe folé emeltiink egy (%)2 oldalhosszlisagu szabalyos harom-

szbget azaz

17
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m=4o.§.(§.§)+41.(§)2.((§)2.g].

1\ ((1\”
Tenat 7, = 7, 47 ()2 22
3 3 2

A Koch-féle pehelynél még van egy haromszogiink, amit harom K alkot,
ennek a teriilete 1- 32E Tehat a Koch-féle pehely terlilete:

/3 oo 1\*1\2 /3
Tk_ =—+3-E4”~((—) ) —=
K —pehely 5 £ 3 5

SRR LI BRI
2 6 L\9/ 2 6 1-%2 5

© |
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7. lteralt fuggvényrendszerek

7.1. Alapfogalmak: iteralt fuggvényrendszerek

1. DEFINICIO

Tegyiik fel, hogy X metrikus tér, és f:X-X egy leképezés. Azt mondjuk,
hogy f kontrakcio, ha létezik olyan O<r<1 szam, hogy d(f(x),f(y))srd(xy)
teljestil minden x,yeX esetén.

2. TETEL (Banach)

Nemdires teljes metrikus tér tetszbleges kontrakcidjanak Iétezik egy és csak
egy fixpontja.

3. DEFINICIO

Legyen (X,d) metrikus tér, AcX egy részhalmaz és r>0 pozitlv szam. Az A

halmaz r sugard kérnyezetén az alabbi halmazt értjik:
N(A) ={yeX : d(x, y) < r valamely xeA pontra}

4. DEFINICIO

Legyen (X,d) metrikus tér és A,BcX. Az A és B halmazok Hausdorff tavol-
sagan a kévetkezd szamot értjik:

D(A, B) =inf{r>0:Ac N.B)és B c N,(A)}
5. DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy az A halmaz az (f;, ..., f,) fliggvényrendszer invarians
halmaza, ha teljesdl, hogy

A=FA(AU - -UHA
Tekintslink egy példat.
A Cantor- halmaz el6all két egyharmadara kicsinyitett Cantor halmaz
unidjaként:

C=h(C)UA(C) ,ahol fi(x) = S ésf = T+

w N

Tehat a Cantor halmaz az (£, ) fliggvényrendszer invarians halmaza.

Minden (kontrakcidkbdl allé) fliggvényrendszer meghataroz egy leképezést
K(X)-en, az X metrikus tér nemiires, kompakt részhalmazainak rendszerén.
Legyenek £, ..., f; kontrakcioi az X metrikus térnek. Ha Ae K(X), legyen

n

FA) = | 74

k=1
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6. TETEL
Tetszoleges A,B € A(X) halmazokra.

D(F (A), F(B) sr-D(a, b),
ahol r = max(ry, ..., ;) (ahol r; az f; kontrakcios tényezdje)

7. TETEL

Ha f;, ..., f, kontrakcioi az X metrikus térnek, akkor létezik pontosan egy
nemtires kompakt KX halmaz, amelyre

K = (K)U ... UFH(K)

A fentiek alapjan egy mddszert kapunk fiiggvényrendszerek invarians hal-
mazainak abrazolasara. Kiindulva egy Ko kompakt halmazbdl és képezve az
F(Ky), F2(Ko), F3(Kp) ... iterdltakat, ha m elég nagy akkor F(Kp) halmaz
Hausdorff tavolsaga a K invarians halmaztdl kicsi.

Hogy ez a tavolsag mennyire kicsi azt az alabbi tétellel tudjuk becstlni:

8. TETEL

Tetszoleges m pozitiv egész szam eseten teljestil

m

D(K, F™(Ky)) < lr . D(F (Ko), Ko)

-r

Tehat az iteralt és az invarians halmaz kozotti tavolsag annal kissebb, minél
kisebb a tavolsag a kiinduld halmaz és az elsd iteralt kdzott. Tovabba annal
kisebb, minnél kissebb az r kontrakcios tényez6 és minnél nagyobb az m,
azaz minnél tobb iteralast végeztiink el.

Ezzel egy mddszert is kaptunk fraktal képek elGallitasara, és ha ligyesen
valasztjuk meg a kiinduld halmazt akkor viszonylag kis m-re is “j&” képet
kapunk.

7.2. Fraktalok iteralasa fuggvényrendszerekkel

A tovabbiakban csak olyan kontrakciokkal foglalkozunk, amik egy kézéppon-
tos hasonldsag és kozéppont korili forgatasbdl alinak. Ennek megfelel6en
az f kontrakciot egyértelmlen meghatdrozza a forgatva nyujtas centruma
(x,»), a nyujtas mértéke (A) és a forgatas szoge (w).

jel: f;(()(/l yl)l A/I (U/‘)
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Allitsuk el6 a Sierpinski-haromszoget.
A Sierpinski-haromszog eléall harom %—ére kicsinyitett Sierpinski-haromszog-

bol. Méghozza, ha megnézziik a konstrukcidt, akkor hamar rajéviink, hogy
ha az S haromszog cslcsaira % aranyu nyujtast végziink akkor megkapjuk

Si-et. Tovabba, ha ezt megismételjik Si-en, akkor megkapjuk S,-t, és igy
tovabb. Tehat legyenek

oo ool 2

, L 1
és tekintsiik a Fs((; 0))

Szemlatomast megkaptuk a Sierpinski-haromszog képét. Persze csak koze-
lit6leg.

Vajon mennyire van tavol a kapott ponthalmaz az invarians halmaztol?
Haszndljuk a fent emlitett tételt a becsléshez. Mivel 7, /4, 5 nem tartalmaz
forgatast, az invaridns K halmazra igaz, hogy K c Sy. Mivel Kj az (%, 0) pont
volt, ezért D(F(Kp), Ko) legfeliebb a haromszég magassagaval egyenld,
most legyen pont annyi azaz 32E Az r kontrakcids tényez6rdl tudjuk, hogy
%, mert mind a harom filiggvény esetében r; = %, r= %, rs = % Mostmar
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és fi, ..., fg nem tartalmaz forgatast igy K c 7y, azaz D(F(Kp), Ko) legfel-
jebb 7p atldjanak fele, azaz 34@. Valamint r = % Tehat

(3

1-

W |~

&

D(K, F(Ko)) < =~ 0,00218

w |=

Allitsuk €lé a Koch-gorbét.

A Koch-gorbe el6all négy darab %—éra kicsinyitett Koch-Gorbébdl. (A félre

értések elkeriilése végett most a Koch-gorbe iteraltjai: Gy, Gi, ...) A Gy

eléall, ha a (0,0) és (1,0) pontokbdl alkalmazunk % aranyl nyuijtast,
valamint egy harmadik pontbdl % aranyu nyujtast és ? szogli forgatast,

valamint egy negyedik pontbdl % aranyu nyujtast és —% szogl forgatast a
Go'én.
Hatarozzuk meg ezeket a pontokat. Tudjuk, hogy egy % aranyu § szogl

forgatas centrumat keressiik, méghozza Ugy hogy ez a transzformacié a
(0,0) pontot az (%, 0) pontba képezi. Tehat a keresett centrum a (0,0)-tdl

3a tavolsagra van, az (%, 0)-tél 1a tavolsdgra. Tehat van egy haromszégiink

3a,1a, % oldalhosszUsagokkal. Hatarozzuk meg a haromszdog magassagat,

ami a keresett centrum masodik koordinataja lesz. A Cosinus-tételt atren-
dezve kapjuk, hogy

1 7
—=\/(3a)2+a2—2-3a~a-cos(£) =78 =:~a=£
3 3 21

Legyen a centrumnal 1év6 sz6g a, a (0,0)-nal 1évd szog y és az (%, 0)-nal
lévo szog B. Sinusz-tételt alkalmazva kapjuk, hogy

.qin &
asm3

siny =
3
A keresett m, magassag:

3
m,=3a-siny=9a-sin — = v3
3 14

Az els6 koordinata az m, talppontjanak tavolsaga a (0,0) csucstol, azaz

(35)2_ ﬁz =i
14 14
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Mivel a masik centrum meghatarozasa is majd ugyan igy megy, ezért a

harmadik és negyedik keresett pontok: (%, %) és (1944, 3%) Tehat

legyenek
1 5 31
fl((ol 0)/ —r O)/ f2 7 £ r E ’
3 14 14 ) 3 3

&((i, ﬁ), L _z], (1,0, 1,0
14" 14 ) 3" 3 3
és tekintstk a F°((0, 0))-t

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Becsiiljik az F%((0, 0)) és a K invaridns halmaz tavolsagat. Mint azt kordb-
ban targyaltuk, hogy a Koch-gérbe benne van a (0,0) pont korili % sugaru

zart korlapban(, amirdl persze tudjuk, hogy igen durva becslés). Tudjuk
tovabba, hogy r = 2. Tehat

116
5) 2.1 000137
L2 36

3

D(K, F®(Ko)) <

24



Gehér Péter Fraktalok és iteralt fliggvényrendszerek

8. Hasonlésagi dimenzié

Egy fraktal 6nhasonlo, de nem igaz, hogy ha egy alakzat 6nhasonld, akkor
fraktal. Példaul egy szakasz 6todére kicsinyitett példanyabdl 6tre van sziik-
ség, hogy lefedjiik az eredeti szakaszt. Egy négyzet harmadara kicsinyitett
példanyabdl kilencre van sziikség, hogy lefedjiik az eredetit. Egy kocka
negyedére kicsinyitett példanyabdl hatvannégyre van sziikség, hogy lefed-
jlk az eredetit.

Altalanossagban egy d-dimenzids kocka elBall k¢ k-ad részére kicsinyitett
kocka egyesitéseként. A szakasz esetében: 5! =5, a négyzetnél: 32=9, a
kockanal: 4° = 64.

Mint korabban lattuk, a Cantor-halmaz el6all két darab egyharmadara ki-
csinyitett Cantor-halmaz egyesitéseként. Tehat a fenti gondolatmenettel
analdg médon a Cantor-halmaz dimenzidja az a szam, amelyre 39 = 2. Azaz

log2
=292 20,631
log3
Ami egy 0 és 1 kozotti szam. Nem véletleniil hivjuk a fraktalokat tortdimen-
zids alakzatoknak.

Ezen megfontolasok utan definidljuk a hasonldsagi dimenziét, ami szigortian
onhasonlé halmazokra vonatkozik.

9. DEFINICIO

Ha fi,f, ..., f, hasonlosagi transzformaciok, amelyeknek hasonlosdgi té-
nyezdje ugyanaz az r<1 szam és K az (f;, 5, ..., f,) fiiggvényrendszer inva-
rians halmaza, akkor a

I
g logn

" logl
log
szamot a K halmaz hasonlosagi dimenzidjanak nevezzik.

Minden logaritmus visszavezethet0 egy tetsz6leges masik alapra:
log. b

log, b=
log. a

Azaz teljesen Iényegtelen, hogy milyen alapu logaritmust hasznalunk.

A fent definidlt d szam megoldasa az r? + - - - +r? = 1 egyenletnek, ahol az
egyenloség bal oldalan n tag all. A definicid kiterjeszthet6 olyan fligg-
vényrendszerek invarians halmazaira, ahol a fliggvények hasonldsagi
tényezdi nem feltétlenll megegyezbek.
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10. DEFINICIO

Legyenek f;, >, ..., [, hasonlosagi transzformaciok, melyeknek hasonlosa-
gl tényezoi az 1-nél kisebb ri r>, ..., r, Szamok €s jeloljik K-val az
(f1, 5, ..., f,) fiiggvényrendszer invarians halmazat. Ekkor K hasonlosagi di-
menzidjanak azt az d nemnegativ szamot hiviuk, amelyre teljesiil az alab-
bi egyenlotienség.

r1d+r2d+---+/‘,§"=1
Ilyen szam pontosan egy van.

Egyes halmazok tobb foggvényrendszernek is lehetnek invarians halmazai.
Példaként tekintsiik £, ..., f4-t Ugy, hogy -k hasonlésagi transzformaciok,
amik centruma egy négyzet cslcsaira illeszkednek és a hasonldsagi
tényez6jik r = % Ekkor a (fi, ..., f,;) fliggvényrendszer invarians halmaza a

centrumok altal meghatarozott négyzet. Tovabba hasonlosagi dimenzidja:

De ha g, ..., g4 hasonldsagi transzformacidkat nézziik, amiknek ugyan az a
centruma mint 7, ..., f4-nek, viszont hasonldsagi tényezojiik 437' Akkor ennek

a (g1, ..., gs) fuggvényrendszernek az invarians halmaza szintén ez a
négyzet lesz, viszont hasonldsagi dimenzidja

d="9% .4 8

4
log 3

A kildombséget az okozza, hogy a (gi, ..., gs) fliggvényrendszernél a
g1(K), g»(K), g5(K), g4(K) négyzetek atfedik egymast. Ha nem engediink
meg ilyen atfedéseket, akkor a hasonldsagi dimenzié egyértelmiien
meghatarozott.

Szamitsuk ki a Sierpinski-haromszdg hasonldsagi dimenziojat.

A Sierpinski-haromszog eldallithatd harom hasonldsagi transzformacidval,
amik hasonldsagi tényezoi % Azaz

log 3
de =292 51 585
log 2

Szamitsuk ki a Sierpinski-szonyeg hasonldsagi dimenziojat.

A Sierpinski-szényeg elGallithatd nyolc hasonldsagi transzformacioval, amik
hasonlésagi tényez6i % Azaz
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log 8
dr = 28° 1 893

log 3

Szamitsuk ki a Menger-szivacs hasonldsagi dimenzidjat.

”r

A Menger-szivacs elGallithatd hisz darab hasonldsagi transzformacioval, (8
centrum a kocka csucsain és 12 centrum a kocka élfelezOpontjain,) amik
hasonldsagi tényez6i % Azaz

l0g 20
Oy = =2

= 2,727
log 3
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9. A doboz-dimenzio

9.1. Alapfogalmak: doboz-dimenzié

A doboz-dimenzié egy masik mddja, hogy mérjiik egy A4 halmaznak a dimenz
i6jat az Euklideszi-térben, vagy altalanosabban egy (X,d) metrikus térben.

Hogy kiszamoljuk a A fraktal dimenzidjat, tekintsiink egy térracsot a térben,
ami a teret egyforma kockakra bontja. Majd szamoljuk meg, hogy hany
kockara van sziikségiink, hogy lefedjik a halmazt. A doboz-dimenziét ugy
kapjuk meg, hogy a térracsot a végtelenségig finomitjuk. A doboz-dimenziot
numerikusan is jol tudjuk szamolni.

11. DEFINICIO

Tegyliik fel, hogy N(S) a H halmaz lefedéséhez sziikséges kockdk szama,
amik oldalhossza o. Ekkor a H halmaz doboz-dimenzioja:

|
6-0 |og(L)
)

Szamitsuk ki a Sierpinski-sznyeg doboz-dimenziodjat.

Mint lattuk korabban 7, el6all 8”7 darab 37" oldalhosszisagl négyzetbdl,
azaz

@) . In@”)

dimpox(7) = (Is'_m In(%) - /Lm In (37) -

Az L'Hospital-szabalyt felhasznalva:

87In|8

+= |lim = = 1, 893
N0 37In|3 In3

Szamitsuk ki a Menger-szivacs doboz-dimenziodjat.

Mint lattuk M, el6all 20” darab 377 élhosszisagu kockabdl, azaz
207In] 20

In(V In (207 2L 02
dimon(M) = lim O _ e M)y 20 020, ooy
600 |n(%) n-e |n (3”) N-oo 3 |;1n3 In3

Megadunk egy a fentivel ekvivalens definiciot.

12. DEFINICIO

Fedjiik le az H halmazt legfeljebb o atméroji halmazokkal ugy, hogy a
lefedé halmazok széma minimalis legyen. Jeldlje N(J) a halmazok szémat
eqy ilyen minimélis lefedésben. Ekkor
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diMpey A = lim M

13. TETEL
A doboz-dimenzio fenti két definicidja ekvivalens.

Szamitsuk ki a Cantor-halmaz doboz-dimenziéjat.

G, el6all 27 darab 377 hosszlsagu intervallumbdl. Ezeket fedjik le 377
atmérdjli zart korlapokkal. Tehat C doboz-dimenzidja:

27In| 2
In(V In (27 7 In2

dimpo(C) = lim VOD _ g @D _ 2 0
500 |n(%) ne |n (3’7) N-oo 3 |2n3 In3

=0, 631

Szamitsuk ki a Sierpinksi-haromszog doboz-dimenzidjat.
S, eldall 37 darab 277 oldalhosszisagu haromszogbdl. Ezeket fedjik le 277
atmérojd zart korlapokkal. Tehat S doboz-dimenzidja:
37In|3
_ ()

In (3" p In3
i i 28 iy 33y ogs
600 |n(§) n- |n (2”) N 2 |;n2 In2

dimbox(s) =

Mint lathatjuk a doboz-dimenzid sok halmazra megegyezik a hasonldsagi
dimenzidval. Viszont a hasonldsagi dimenzidval nem tudtuk kiszamolni a
Koch-gorbe dimenzidjat, mivel az el6allitdshoz sziikséges transzformaciok-
ban forgatas is volt. Most viszont ezt is ki tudjuk szamolni.

Szamitsuk ki a Koch-gorbe doboz-dimenzidjat.

K, el6all 4” darab 377 hosszusagu szakaszbdl. Ezeket fedjik le 377 atmérajd
zart korlapokkal. Tehat A doboz-dimenzidja:
47In|4
In (M(6)) In (47) .

. . . ) 4n In4
dimpox(K) = lim ——2 — fim 2L _ fjm —— -
60 |n(§) n-eo |n (3’7) N300 3 |;n3 In3

% 1,262

9.2. Numerikus modszer

Mint korabban emlitettiik a doboz-dimenzid kivaldéan alkalmas arra, hogy
numerikusan szamitdgéppel kozelitsiik. Nézzik meg ezt egy egyszeri
példan keresztiil.

Tegyik fel, hogy van egy képiink egy A halmazrél. Legyen ez a A halmaz
most a Koch-gorbe hatodik iteraltja és a kép mérete legyen 1024x1024
pixel(, amit mi generalunk le). Ezt a képet alakitsuk egy bit-matrixa, ugy
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hogy az RGB (0 < red, green, blue < 255) szinkomponenseknek adunk egy
maximum értéket (jelen esetben 180) és ha barmelyik komponens értéke
nagyobb ennél a szamnal, akkor a pixelnek megfeleld bit-matrix elem
értéke 0, kiilonben 1.

Az emlitett bit-matrixhoz készitlink egy beosztast, amit finomitani fogunk.
Legyen az els6 beosztas 128x128-as (azaz ennyi pixelt fogunk dssze és ez
lesz a lefed6 négyzetek mérete). Majd a beosztast finomitsuk Ugy, hogy
mindig megfelezzilk a négyzet oldalhosszat.

Sziikséglink van az adott beosztashoz tartozd lefedd négyzetek szamara.
Ezt dgy kapjuk meg, hogy egy adott négyzet pontjainak megfeleld elemeket
Osszeadjuk a bit-matrixban és ha az 6sszeg nagyobb mint nulla, akkor az
azt jelenti, hogy az adott négyzettel lefedtiik a vizsgalt halmaz egy részét.
Ezekbdl a lefed6 négyzetekbdl is csindlunk egy bit-matrixot. Nézziikk meg
mit jelent ez 128,64,32,16,8,4,2,1 pixel nagysagu beosztas esetén:

n
-
£,
AN
N
g
nS

1
Y

;ﬁ
I
e U

ias"t,\,

g

Mostmar csak 0Ossze kell szamolnunk a lefed6 négyzetek szamat, ami
egymasba agyazott szummakkal kdnnyedén kivitelezhetd. Ebben a konkrét
esetben a beosztasoknak megfeleléen rendre 44, 96, 250, 569, 1327, 3259,
7921, 18093 lefedd négyzetiink van. Az ezekhez tartozd 6 legyen a kép
méretének és a beosztas szélességének hanyadosa, azaz:

1 1 1 1 1 1 1 1

8" 16’ 32" 64" 128" 256 512" 1024

Mindeniink megvan ahhoz, hogy kiszamoljuk az alakzat doboz-dimenziodjat.
Abrazoljuk a (log (%) ; log V(6)) pontokat.
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log N(6)
10 o

|....|....|....|....||og1—
3 4 5 6 7 ¢

Illesziink egyenest ezekre a pontokra. Ez az egyenes a g=1,15496+1,24945
X .

log N(9)
10

.|....|....|....|....||og1—
3 4 5 6 7 ¢

Lathatd, hogy az egyenes elég jol illeszkedik ezekre a pontokra. Tegyiik fel,
hogy az egyenes akkor is jol illeszkedne a pontokra, hogy ha a beosztast
tovabb finomitjuk. Ekkor a keresett hatarérték tartani fog az illesztett
egyenes meredekségéhez, ha a beosztas mérete tart a 0-hoz.

Tehat a Koch-gorbe numerikusan kozelitett doboz-dimenzidja ebben a
példaban 1,24945. Ez elég kozel van a korabban szamolt tényleges értékhez.

(A programkodok hden kovetik a fent leirt eljarast.)

Megjegyezziik, hogy pontosabb értéket kaphatunk, ha jo nagy abrat tudunk
vizsgalni és ligyesen valasztjuk meg az RGB tliréshatart.
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A. Melléklet - Programkodok

= 2. A Cantor-halmaz

vonalC={Line[{{0,0},{1,0}}1};

Clear[Cantor]

Cantor[obj List]:=obj/.Line[{P1l_?VectorQ,P2 ?VectorQ}]:
Sequence[Line[{P1,P1l+ (P2-P1)/3}],

Line[{P1+2 (P2-P1)/3,P2}]]
adatC=NestList[Cantor,vonalC,4];
GraphicsColumn[Table [Graphics [ {RGBColor[0,0,0.5],
Thickness[0.002] ,adatC[[i]]},
PlotRange—»{{0,1},{-0.1,0.1}},

ImageSize—>{400,50},

AspectRatio-»Automatic],

{i,1,Length[adatC]}]]
= 3. A Sierpinski-haromszog

haromszog={Polygon[{{1,0},{0,Sqrt[3]},{-1,0}}1};
Clear[Sierpinsky]

Sierpinsky[ob]j List] :=obj/.

Polygon[ {P1l_?VectorQ,P2 ?VectorQ,P3 ?VectorQ}]:
Sequence|[

Polygon[{P1l, (P1+P2) /2, (P1+P3)/2}],
Polygon[{P2, (P2+P1l) /2, (P2+P3)/2}],

Polygon[ {P3, (P3+P1l) /2, (P3+P2) /2}]

]

adatS=NestList[Sierpinsky,haromszog, 6] ;
GraphicsGrid[Partition[Table

[Graphics [ {RGBColor[0.6,0,0] ,adatS[[1]]},
ImageSize-»{100,100}],{i,1,Length[adatS]}],3]]
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= 4. A Sierpinski-szOnyeg

negyzet={Polygon[{{0,0},{1,0},{1,1},{0,1}}1};
Clear[Sszonyegq]

Sszonyeg[obj_List] :=obj/.Polygon

[{P1_P?VectorQ,P2 ?VectorQ,P3_?VectorQ,P4 ?VectorQ}]:
Sequence |

Polygon[{P1,2/3%P1+1/3%xP2,2/3%P1+1/3%P3,
2/3xP1+1/3%xP4}],
Polygon[{2/3%*P1+1/3%xP2,2/3%xP2+1/3%P1,
2/3%xP2+1/3%xP4,2/3%xP1+1/3%xP3}],
Polygon[{2/3%P2+1/3%P1,P2,2/3%xP2+1/3%P3,
2/3xP2+1/3%P4}],
Polygon[{2/3%xP1+1/3%P4,2/3%xP1+1/3xP3,
2/3xP4+1/3%xP2,2/3xP4+1/3xP1}],
Polygon[{2/3xP2+1/3%xP4,2/3%xP2+1/3%P3,
2/3x¥P3+1/3%P2,2/3%xP3+1/3%P1}],
Polygon[{2/3xP4+1/3%xP1,2/3%xP4+1/3%xP2,
2/3xP4+1/3%xP3,P4}],
Polygon[{2/3%xP4+1/3%P2,2/3%xP3+1/3%P1,
2/3xP3+1/3xP4,2/3xP4+1/3xP3}],
Polygon[{2/3*P3+1/3%P1,2/3%xP3+1/3%P2,
P3,2/3%P3+1/3%P4}]

]

adatSzonyeg=NestList[Sszonyeg, negyzet,4];
GraphicsGrid[Partition[Table[Graphics
[{RGBColor[0.3,0,0.6] ,adatSzonyeg[[1]]},
ImageSize—»{200,200}],{i,1,Length[adatSzonyeg]}],2]]

= 5. A Menger-szivacs

cube={Cuboid[{0,0,0},{1,1,1}]1};
Clear [Menger]

Menger[obj List]:=obj/.
Cuboid[P1l_?VectorQ,P2 ?VectorQ]:
Sequence |

Cuboid[P1,2/3%xP1+1/3%P2],
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Cuboid[P1+{(P2[[1]]-P1[[1]1])/3,0,0},
2/3%xP1+1/3%P2+{(P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,0}],
Cuboid [P1+{2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,0},
2/3%xP1+1/3%P2+{2* (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,0}],
Cuboid[P1+{0, (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0},
2/3%P1+1/3%P2+{0, (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0}],
Cuboid[P1+{0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0},
2/3%xP1+1/3%P2+{0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0}1,
Cuboid[P1+{0,0, (P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%xP1+1/3%P2+{0,0, (P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{0,0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%P1+1/3%P2+{0,0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{(P2[[1]]-P1[[1]1])/3,0,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3},2/3%xP1+1/3xP2+
{(P2[[1]]1-P1[[1]])/3,0,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3},2/3%xP1+1/3xP2+

{2+« (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{0, (P2[[1]]-P1[[1]])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3},2/3%xP1+1/3*P2+

{0, (P2[[1]]-P1[[1]]1)/3,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3},2/3%xP1+1/3xP2+
{0,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{0,2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,
(P2[[1]]1-P1[[1]])/3},2/3%P1+1/3%P2+
{0,2%(P2[[1]]1-P1[[1]])/3,(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0,
(P2[[1]]1-P1[[1]])/3},2/3%P1+1/3%P2+

{2+ (P2[[1]]-P1[[1]]1)/3,0,(P2[[1]]1-P1[[1]])/3}],
Cuboid[P1+{ (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,2%x(P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%P1+1/3%P2+{ (P2[[1]]-P1[[1]])/3,

2% (P2[[1]1]1-P1[[1]])/3,2%(P2[[1]]-P1[[1]])/3}]1,
Cuboid[P1+{ (P2[[1]]-P1[[1]])/3,

35



Gehér Péter Fraktalok és iteralt fliggvényrendszerek

2% (P2[[1]]1-P1[[1]]1)/3,0},2/3%xP1+1/3%xP2+
{(P2[[1]]-P1[[1]])/3,2%(P2[[1]]-P1[[1]])/3,0}],
Cuboid[P1+{2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,
(P2[[1]]-P1[[1]])/3,0},2/3%P1l+1/3%xP2+

{2+« (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,(P2[[1]]-P1[[1]])/3,0}],
Cuboid[P1+{2*% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,
(P2[[1]]1-P1[[11]1)/3,2%«(P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%xP1+1/3xP2+{2%(P2[[1]1]-P1[[1]]1)/3,
(P2[[1]1-P1[[1]])/3,2%x(P2[[1]]-P1[[1]])/3}],
Cuboid[Pl+{2% (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,0},2/3%xP1+1/3%xP2+

{2+ (P2[[1]]-P1[[1]])/3,2%(P2[[1]]-P1[[1]])/3,0}],
Cuboid[Pl+{2% (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,(P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%xP1+1/3%P2+{2%x (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,

2%« (P2[[1]]-P1[[1]1]1)/3,(P2[[1]]-P1[[1]1]1)/3}1],
Cuboid[P1l+{2% (P2[[1]]-P1[[1]1])/3,

2% (P2[[1]]1-P1[[1]1])/3,2%x(P2[[1]]-P1[[1]])/3},
2/3%xP1+1/3%xP2+{2%(P2[[1]]-P1[[1]])/3,

2% (P2[[1]]-P1[[1]])/3,2%(P2[[1]]-P1[[1]])/3}]

]

adatmenger=NestList[Menger, cube, 3] ;
TableForm|[Table [Graphics3D[adatmenger[[i]],
Boxed->False,ImageSize—-»{200,200}],
{i,1,Length[adatmenger]}]]
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= 6. A Koch-gorbe és a Koch-féle pehely

vonalO={Line[{{0,0},{1,0}}1};
_[Cos[Pi/3] -Sin[Pi/3]
_(Sin[Pi/B] Cos[Pi/3] )

Clear [Koch]

Koch[obj List]:=obj/.

Line[{P1l_?VectorQ,P2_ ?VectorQ}]:
Sequence[Line[{P1,P1l+ (P2-P1)/3}],

Line[{Pl+ (P2-P1)/3,P1+(P2-P1) /3+M. ((P2-P1)/3)}1,
Line[{Pl+ (P2-P1l) /3+M. ((P2-P1)/3) ,P2-(P2-P1)/3}],
Line[ {P2- (P2-P1)/3,P2}]]

GraphicsGrid[Partition[Table[Graphics
[ {RGBColor[0,0,1] ,Nest[Koch,vonalO,i]},
ImageSize->{200,70}],{i,1,6}],2]]

vonall={Line[{{1,0},{-1,0}}],Line[{{-1,0},
{0,Sqrt[3]}}],Line[{{0,Sqrt[3]},{1,0}}1,}’
Graphics[Nest[Koch,vonall, 5],
ImageSize—>{400,400}]

= 7. Fliggvény iteracidk

torgatasto 1:=((5218] Sinie])
fokusz[x ,y _,A_,w_1={{x,y},A, forgatas|w] };
kontrakcio[x_,y_,A_,w_,a_,b_]:=Point|[
(fokusz[x,y,A,w] [[3]]. (
(1-fokusz[x,y,A,w] [[2]]) *fokusz[x,y,A,w] [[1]]
+fokusz[x,y,A,w][[2]]*{a,b}
-fokusz[x,y,A,w] [[1]])

) +fokusz[x,y, A, w] [[1]]]
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Clear [kochI]

kochI[ob]j List]:=

obj/.Point[P1l_ ?VectorQ]:»

Sequence|[

kontrakcio[0,0,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]1]11],
kontrakcio[5/14,Sqrt[3]/14,1/3,n/3,P1[[1]],P1[[2]1]],
kontrakcio[9/14,Sqrt[3]/14,1/3,-n/3,P1[[1]],P1[[2]]],
kontrakcio[1,0,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]]]

]

kezdopontl={Point[{0,0}]};

adatkochI=Nest[kochI, kezdopontl, 6] ;
Graphics[adatkochI, Axes-True]

Clear[sierpinskihI]
sierpinskihI[obj_List]:=
obj/.Point[Pl_?VectorQ]:

Sequence |
kontrakcio[0,0,1/2,0,P1[[1]],P1[[2]11,
kontrakcio[1,0,1/2,0,P1[[1]],P1[[2]11,
kontrakcio[l/2,Sqrt[3]/2,1/2,0,P1[[1]],P1[[2]]]
]

kezdopont2={Point[{0,0.5}]};
adatsierpinskihI={PointSize[0.005],
Nest[sierpinskihI, kezdopont2,8]};

Graphics|[adatsierpinskihI, Axes—-True]
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Clear[sszonyegI]

sszonyegI[ob]j List]:=

obj/.Point[P1l_ ?VectorQ]:»

Sequence|[
kontrakcio[0,0,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]1]11],
kontrakcio[0,0.5,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]1],
kontrakecio[0,1,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]11,
kontrakcio[0.5,1,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]1]1],
kontrakcio[1l,1,1/3,0,P1[[1]]1,P1[[2]1]1],
kontrakcio[1,0.5,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]]1].,
kontrakcio[1,0,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]1]11],
kontrakcio[0.5,0,1/3,0,P1[[1]],P1[[2]]]
]

kezdopont4={Point[{0.5,0.5}]1};
adatsszonyegI=Nest[sszonyegI,6 kezdopont4,5];

Graphics[adatsszonyegl, Axes-True]

= 9. A doboz-dimenzid

hatvany=10;

is=2”hatvany;

vonalO={Line[{{0,0},{1,0}}1};
_(Cos[Pi/3] -Sin[Pi/3])

Sin[Pi/3] Cos[Pi/3]
Clear [Koch]
Koch[obj List]:=obj/.
Line[{P1l_?VectorQ,P2_ ?VectorQ}]:
Sequence[Line[{P1,P1l+ (P2-P1)/3}],
Line[{P1l+ (P2-P1)/3,P1+(P2-P1)/3+M. ((P2-P1)/3)}1],
Line[ {P1+ (P2-P1l) /3+M. ((P2-P1) /3) ,P2- (P2-P1) /3}],
Line[ {P2- (P2-P1)/3,P2}]]
vonall={Line[{{1,0},{-1,0}}],
Line[{{-1,0},{0,Sqrt[3]}}],
Line[{{0,Sqrt[3]},{1,0}}],};

14
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Graphics[Nest[Koch,vonall, 6],

ImageSize-»{is,is}]

img=Rasterize[%,RasterSize-is]

tureshatar=180;
data=(img[[1,1]]/.

{u_/ ;u<tureshatar,v_/;v<tureshatar,

w_/ ;w<tureshatar}-1l)/.{u_,v_,w_}-0;

racs=Table[is/ (2*k) ,{k,3,hatvany}];

pixelek[p_]l=is/p;

ijpixelosszeg[i_,]j_,p_]:=

Sum[Sum[data[[ (1i-1) *p+Vv, (j-1) *p+w] ],

{v,1,p}],{w,1,p}];

data2=
Table[Table[Table|

If[ijpixelosszeg[i,]j,racs[[z]]]>0,1,0]

+{J,1,pixelek[racs[[z]]]}],
{i,1,pixelek[racs[[z]]]}]
,{z,1,Length[racs]}];

GraphicsGrid[Partition]
Table [MatrixPlot[data2[[k]],
FrameTicks-None],

{k,1,Length[data2]}],4]]

lefedesek=Table |
Sum[Sum[data2[[z,1i,]]]
,{3,1,Length[data2[[z,1]]]}],
{i,1,Length[data2[[z,1]]]}]
,{z,1,Length[data2]}]
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hosszé=Table|
racs|[[z]]/Dimensions[data] [[1]]

,{z,1,Length[racs]}]

hanyados=Table[
Log[lefedesek[[z]]]/Log[l/hosszé[[z]]]
,{z,1,Length[racs]}]

koordinatak=Table]|
{Log[l/hosszé[[z]]] ,Log[lefedesek[[z]]]}
,{z,1,Length[racs]}]

ListPlot[koordinatak,
1
AxesLabela{"log g”,"log N(6)"},

PlotStyleaRed]

illesztettegyenes=Fit[koordinatak, {1,x},6 x]

Show[ListPlot[
1
koordinatak,AxesLabela{"log g","log N(6)"},

PlotStyleaRed],

Plot[illesztettegyenes,{x,2,7}]]
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Nyilatkozat

Alulirott Gehér Péter kijelentem, hogy a szakdolgozatban/diploma-
munkaban foglaltak a sajat munkam eredményei, és csak a hivatkozott
forrasokat (szakirodalom, eszk6zok, stb.) hasznaltam fel. Tudomasul
veszem, hogy szakdolgozatomat/diplomamunkamat a Szegedi Tudomanye-
gyetem konyvtaraban a kolcsonozhetd konyvek kozott helyezik el, és az
interneten is nyilvanossagra hozhatjak.
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