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A görbe menti párhuzamos eltolás
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Holonómia
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Példák
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Finsler sokaság, párhuzamos eltolás, holonómia

• Finsler függvény: F = F(x, y)

gy : (u, v) 7→ gij(x, y)uivj = 1
2

∂2F2(x, y + su+ tv)

∂s ∂t

∣∣∣
t=s=0

• Geodetikusok: ẍi + 2Gi(x, ẋ) = 0,

Gi(x, y) :=
1

4
gil(x, y)

(
2
∂gjl
∂xk

(x, y)− ∂gjk
∂xl

(x, y)
)
yjyk.

• A c(t) görbe mentén az X(t) egy párhuzamos vektormező, ha

∇ċX(t) =
(dXi(t)

dt
+ Γi

j(c(t), X(t))ċj(t)
) ∂

∂xi
= 0, Γi

j =
∂Gi

∂yj
.

• Párhuzamos eltolás a c : [0, 1]→M görbe mentén:

τc : Tc(0)M → Tc(1)M, X0 ⇒ X(t) ⇒ X1 := τX0 = X(1)

• Holonómia elem: zárt hurok menti párhuzamos eltolás

• Holonómia csoport: holonómia elemek által generált csoport.
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Párhuzamos eltolás: geometriai konstrukció
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Párhuzamos eltolás: geometriai konstrukció

• R ≡ 0

v

vτ(v)=

• R 6≡ 0
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A Diff∞(IxM) egy H részcsoportját érintő Lie algebra:

Def: • Az X vektormező érinti H-t, ha van olyan C1-osztályú 1-paraméteres
{φt} görbe H-ban, hogy

φ0 = Id,
∂φt
∂t

∣∣∣
t=0

= X.

• Az X∞(I)-nek egy h Lie részalgebrája érinti a H-t, ha h minden
eleme érinti H-t.

A h érinti H-t ⇒ információ H-ra

Álĺıtás: Ha h érinti a H ⊂ Diff∞(I)-beli zárt csoportot, akkor exp(h) ⊂ H.

Biz: • X∈h, az 1-paraméteres diffeomorfizmuscsaládra {φ(t)∈H}t∈R:{(
φ
(
t
n

))n
∈ H

}
t∈R

−→ {exp tX}t∈R

• H zárt ⇒ {exp tX}t∈R⊂H.
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Defińıció: Az X ∈ X∞(I) vektormező erősen érinti a H-t, ha van olyan a
k ∈ N és hozzá H-ban diffeomorfizmusoknak olyan k-paraméteres családja
{φ(t1,...,tk)}, amire

1. φ(t1,...,tk) = Id, ha tj = 0 valamilyen 1 ≤ j ≤ k-ra

2.
∂kφ(t1,...,tk)

∂t1 · · · ∂tk

∣∣∣
(t1,...,tk)=(0,...,0)

= X.

Megjegyzés: ha X∈X∞(I) erősen érinti H-t, akkor érinti is H-t.

Álĺıtás: A H-t erősen érintő vektormezők által generált Lie algebra érinti H-t.

X1∈X∞(I) erősen érintő ⇒ {φ1(t1,...,tk1)}
X2∈X∞(I) erősen érintő ⇒ {φ2(t1,...,tk2)}

⇒
[
φ1(t1,...,tk1)

, φ2(t1,...,tk2)
]

[
φ1(t1,...,tk1)

, φ2(t1,...,tk2)
]

=
(
φ1(t1,...,tk1)

)−1◦(φ2(t1,...,tk2))−1◦(φ1(t1,...,tk1))◦(φ2(t1,...,tk2))
[
φ1(t1,...,tk1)

, φ2(t1,...,tk2)
]
⇒ [X1, X2]
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Az infinitézimális holonómia algebra
hol∗(M): a görbületi vektormezők által generált legszűkebb Lie algebra, ami

invariáns a horizontális Berwald-féle kovariáns deriválásra nézve

hol∗x(M) :=
{
ξx ; ξ ∈ hol∗(M)

}
Álĺıtás: hol∗x(M) érinti a Holx(M)-t.

1. ξx = Rx(Xh
x , Y

h
x ), ahol Xx,Yx∈TxM (X(x)=Xx, Y (x)=Yx )

• {φt}, {ψs} az Xh és Y h-hoz tartozó folyam,

• θt,s=[φt, ψs] = φ−1t ◦ ψ−1s ◦ φt ◦ ψs : Ix → Ix

θ0,s(x)= Id, θt,0(x)= Id,
∂2

∂t∂s

∣∣∣
t=0,s=0

θt,s(x) = ξx

2. Ha ξ erősen érinti Hol(M)-et, akkor ∇Xξ is erősen érinti Hol(M)-et.

• ξ erősen érinti Hol(M)-t az U -n ⇒ {Φ(t1,...,tk)}ti∈(−ε,ε)
• Legyen τt az X folyama menti párhuzamos eltolás

•
[
Φ(t1,...,tk), τtk+1

]
:= Φ−1(t1,...,tk)

◦ τ−1tk+1
◦ Φ(t1,...,tk) ◦ τtk+1

⊂ Diff∞
(
IM

)
•
∂k+1[Φ(t1...tk), τ(tk+1)]

∂t1 ... ∂tk+1

∣∣∣
(0...0)

=
[
Xh, ξ

]
= v[Xh, ξ] = ∇Xξ
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Finsler felületek (dimM = 2)

Megjegyzés: • Ix ' S1,

• dimRx(M) ≤ 1,

• hol∗x(M) lehet magasabb (akár végtelen) dimenziós.

Álĺıtás: Ha hol∗x(M) tartalmaz 4, egyszerre el nem tűnő R-lineárisan független
vektormezőt, akkor Hol(M) nem lehet véges dimenziós Lie csoport.
(S. Lie: Ha egy véges dimenziós Lie csoport fixpont nélkül hat egy 1-dimenziós
sokaságon, akkor annak dimenziója maximálisan 3.)

Eredmények

1. Nemzérus konstans zászlógörbületű Finsler tér esetén hol∗(x) = Rx akkor és

csak akkor teljesül, ha a Berwald-féle középgörbület zérus. (Bjk = ∂3Gl

∂yj∂yk∂yl
)

2. Konstans zászlógörbületű Randers felületek (F=α+β), ahol hol∗(x) = Rx.

3. Konstans zászlógörbületű Randers felületek, ahol dim
(
hol∗(x)

)
=∞ :

α =

√
|y|2 − (|x|2|y|2 − 〈x, y〉2)

1− |x|2
, β =

〈x, y〉
1− |x|2

+
〈a, y〉

1− 〈a, x〉
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Konstans görbületű lokálisan śıkprojekt́ıv Finsler felületek

Tulajdonság: a geodetikusok egyenesek, Gi(x, y) = P(x, y)yi

Eredmények: végtelen dimenziós holonómia csoporttal rendelkező Finsler
felületekre példák.

Tétel. Ha van olyan x0 ∈M , amire F(x0, y) = ‖y‖ és P(x0, y) = c·‖y‖, akkor

Holx0(M) = Diff∞+ (S1).
· Ix0(M) = S1,

· hol∗0(M)⊃F(S1)=
{

cosnt ∂t, sinnt ∂t

}
n∈N
⇒ F(S1)=X(S1)⊂hol∗0(M)⊂X(S1)

· exp(X(S1)) = exp
(
hol∗0(M)

)
⊂ exp(hol∗0(M)) ⊂ Diff∞+ (S1)

·
〈
exp(X(S1))

〉
⊂
〈

exp(hol∗0(M))
〉
⊂ Hol0(M) ⊂ Diff∞+ (S1)

·
〈
exp(X(S1))

〉
konj. inv. ⇒ normális részcsoport Diff∞+ (S1)-ben

· Diff∞+ (S1) egyszerű ⇒
〈
exp(X(S1))

〉
=Diff∞+ (S1) ⇒ Hol0(M)=Diff∞+ (S1)

Következmény: A Funk metrika (konstans negat́ıv görbület) illetve Shen és
Bryant metrika (konstans pozit́ıv görbület) esetén: Hol(M) = Diff∞+ (S1).
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Tétel: Egy 2-dimenziós, konstans λ görbületű śıkprojekt́ıv tér holonómia
csoportja pontosan akkor véges dimenziós, ha

1. λ = 0,

2. λ 6= 0 és a tér Berwald t́ıpusú, azaz a kanonikus konnexió lineáris.

Tegük fel, hogy λ 6= 0.

• Ha ∇ lineáris ⇒ Hol(M) lineáris ⇒ véges dimenziós.

• Ha ∇ nem lineáris, Hol(M) véges dimenziós:

x0∈M , ξ=Rx0(X,Y )

· P(x0, y) nem lineáris az y-ban ⇒ {ξ, ∇1ξ, ∇2ξ} lineárisan független,

· {ξ, ∇1ξ, ∇2ξ, ∇i∇jξ} lineárisan függő,

·
{

Φ0=1, Φ1= ∂P
∂y1

, Φ2= ∂P
∂y2

, Φij = 2∂P
∂yi

∂P
∂yj
− λgij

}
lineárisan függő

⇒ ∃ Aij, Bij konstansok, melyekkel λgij = Aij + 2PiPj +Bm
ijPm,

· gij = ∂yiyjE ⇒ ∂igjk − ∂kgij = 0 ⇒ PDE P-re
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{
2P2P11 − 2P1P12 + b2P11 + (c2 − b1)P12 − c1P22 = 0,

2P1P22 − 2P2P12 − b3P11 + (b2 − c3)P12 + c2P22 = 0.

P(x0, y)=y2·f
(
y1
y2

)
⇒


f ′′
( 2

y2
f+

b2
y2

+(b1−c2)
y1
y22

+
c1y

2
1

y32

)
=0,

f ′′
(2y1
y22
f− b3

y2
+(c3−b2)

y1
y22

+
c2y

2
1

y32

)
=0.{

2f + b2 + (b1 − c2)t+ c1t
2 = 0,

2tf − b3 + (c3 − b2)t+ c2t
2 = 0.

b3 + (2b2 − c3)t− (2c2 − b1)t2 + c1t
3 ≡ 0,

b3 = 0, 2b2 − c3 = 0, 2c2 − b1 = 0, c1 = 0.

f(t) = −b2 − c2t, P(x0, y) = −y2b2 − c2y1

⇒ P lineáris ⇒ ∇ lineáris ⇒ Berwald tér.
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