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Ueber

’

die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.

Von
B. Riemann.

Aus dem Nachlass des Verfassers mitgetheilt durch R. Dedekind?).

Plan der Untersuchung.

Bekanntlich setzt die Geometrie sowohl den Begriff des Ranumes, als
die ersten Grundbegriffe fiir die Constructionen im Raume als etwas
Gegebenes voraus, Sie giebt von ihnen nur Nominaldefinitionen, wih-
rend die wesentlichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten.
Das Verhiiltniss dieser Voraussetzungen bleibt dabei im .Dunkeln; man »
sieht weder ein, ob und in wie weit ihre Verbindung nothwengig, noch
a priori, ob sie moglich ist.

1) Diese Abhandlung ist am 10. Juni 1854 von dem Verfasser bei dem zum
Zweck seiner Habilitation veranstalteten Colloquium mit der philosophischen Facultit
zu Gottingen vorgelesen worden. Hieraus erkkirt sich die Form der Darstellung,
in welcher die analytischen Untersuchungen nur angedeutet werden kommten; in
einem “besonderen Aufsatze gedenke ich demniichst auf dieselben zuriickzukommen.

Braunschweig, im Juli 1867. R. Dedekind.



Die Frage iiber die Giiltigkeit der Voraussetzungen der Geometrie
im Unendlichkleinen hingt zusammen mit der Frage nach dem innern
Grunde der Massverhiltnisse des Raumes. Bei dieser Frage, welche
wohl noch zur Lebre vom Raume gerechnet werden darf, kommt die
obige Bemerkung zur Anwendung, dass bei einer discreten Mannigfal-
tigkeit das Princip der Massverhiltnisse schon in dem Begriffe dieser
Mannigfaltigkeit enthalten ist, bei einer stetigen aber anders woher hin-
zukommen muss. Es muss also entweder das dem Raume zn Grunde
liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund
der Massverhiltnisse ausserhalb, in darauf wirkenden bindenden Kriiften,

gesucht werden.

A geometriai féltevések érvényességének kérdése a végtelen kicsiben a tér belsé alapjainak metrikus
viselkedésére vonatkozé kérdéssel fligg 6ssze. Ennél a kérdésnél, amelyet még mindig a tér tudomanyahoz
tartozonak lehet tekintenlink, hasznaljuk azt a korabbi észrevételt, hogy egy diszkrét sokasagnal a metrikus
tulajdonsagok elvét mar maga a fogalom tartalmazza, mig egy folytonosnal annak kivilrdl kell megjelennie.
Tehat a valésagbdl szarmazé tér fogalma vagy egy diszkrét sokasag, vagy a metrikus tulajdonsagok

alapjait kivll, a ra hat6 kété erékben kell keresnlnk.

150 B. RIEMANN, UB. DIE BYPOTHESEN u. s. w.

Die Entscheidung dieser Fragen kann nur géfunden werden, indem
man von der bisherigen durch die Erfahrung bewihrten Auffassung der
Erscheinungen, wozu Newton den Grund gelegt, ausgeht und diese ‘durch
Thatsachen, die sich aus ihr nicht erkldren lassen, getrieben allmihlich
umarbeitet; solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von
allgemeinen Begriffen ausgehen, kénnen nur dazu dienen, dass diese
Arbeit nicht durch die Beschrinktheit der Begriffe gehindert und der
Fortschritt im FErkennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch
tiberlieferte Vorurtheile gehemmt wird.

Es fiihrt dies hiniiber in das Gebiet einer andern Wissenschaft, in
das Gebiet der Physik, welches wohl die Natur der heutigen Veranlas-
sung nicht zu betreten erlaubt.
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Folytonossag és a diszkrétség egysége KVANTUMMECHANIKA

Kvantummechanika: részecske allapotait egy Hilbert tér vektoraival adjuk meg,
valdjaban azonban mindig egy bazisra vonatkoztatjuk a vektort, azaz komponenseket

(valészinlségi) amplitidokat adunk meg.
Véges dimenzidban (pl. spin) ez pontosan mikédik.

A hely (mint allapotjellemz6) esetén koordinatatérben viszont a szigoru matematikai

értelemben nem egészen mikodik. *
Ott a valoszinliségi amplitudd a hullamfliggvény \P(’L)

P(x))2 = o(x), [¥(p)]*=0o() ahol
P(x) » P(p) = FL(P(x) = (2nh)1? j\lj(x)e-fw-"hdp

Diracnal x éppen olyan vektor mint ‘¥ és W (x) = (x|'V) (x}xo)= 6(x —xo)

Ugyanigy az impulzusra is
Egy megoldds Neumann: spektraltétel: X nem korlatos operator, tisztan folytonos a spektruma,



Kvantummechanika
P(x) > XP() = x¥(x), ¥(p) » P¥(p) =p¥(p)
P¥(x) = —ih0,¥(x), e P"¥(x) = ¥(x +a)
Born-Heisenberg
XP-PX=ih — (AX)(AP), > h2 Vy e L?|
Intelligens allapotok telitik:
Win(x) = (TA2) " exp{—(x — x0)%/2A%} exp{ipox/h} ‘

X),, =x0, (P),, = Po
(AX)imn = VA2 (AP)wm = W(A42)

Neumann: Prébaljunk meg megadni X’ és P’ lineéris operatokat, amelyek
tavolsaga az X és P operatoroktdl elegendéen kicsi de azoktdl eltéréen
diszkrét és k6zds pontspekirumuk van, ezek lennének a klasszikus

koordinata és impulzus




Neumann konstrukcidé 1929, 1932

Legyen a tetszbleges valds és b = 2n/a. A

1/4
Omn(x) = ( }’L” ) e exp{—(x —na)?/2A*> m,n € 7, ‘
A2

rendszer a

L . N h _ h
Xo = na, po = mhb = mh o = my

diszkrét adatoknak megfeleld intelligens allapotok,
a teljessegiik nem nyilvanvald, de nyilvanvalo, hogy nem ortogonalisak.

Allitas Neumann: a ¢,,, allapotrendszer teljes és ortogonalizalhaté gy,

hogy a mar ortogonalis ¢,,,(x)-ekre

(X —na)p!, II< CAY2 ,és |[(P—m2rahla)e),||< Chl(A{2).
Neumann szerint ez megtehetd ugy hogy '~ 60
Ezek a ¢,,,-k olyan X' és P' folcserélhetd operatorokat jelolnének ki,

amelyek egyszerre pontosan lennének mérhetdk a ¢,,,, bazison.
Makroszkopikus és diszkrét koordinata €s impulzus.

Nem bizonyitja, mert ,nosszadalmas, és semmi Uj nincs benne”



A teljesség bizonyitasarél

A teljesség bizonyitasa: Perelomov (1970)
tetszoleges ab # 2 szorzatot tekmt. o
a rendszer pontosan akkor teljes , ha ab = 27, e | elrode entropia
. Faziscella mérete
nem teljes, ha ab > 2,

"thlteljes" overcomplete ha ab < 27 oxop = h

Megjegyzes: az xo po tetszOleges eset, (tulteljes rendszer)
701 1smert a kvantummechanikaban 1ll. a kvantumoptikaban

1971 Bargmann, Butera, Girardello, Klauder, ugyaniugy
1975 Bacry, Grossmann, Zak, "elemi” bizonyitas

Legyen a és b = 2r/a valos, és ¢o(x) € L2, akkor a

(Dmn(’c) =T mf?q)(](’c) — eimbXe—fnan)O(x) —
—inaP rmquo (’C) _ ermbxq) (‘{ —HG’) mn e 7
fliggvényrendszer teljes.

A po(x) = (TA2) M exp{x2/242} (A2 = h/mo esetén HO alapallapot)
a Neumann eset.

e




Zak reprezentacio

Tekintsiik egy tetszéleges v(x) € L? beli fiiggvény
"Zak transzformaltyat": Zy = C,,(k,q)

1/2 _
i) € L2 = Zy = Cylhg) = () " Teiy(g - a)
' leZ

T ;'r a a
a € R, ~a <k= g —5 <45

Peremfoltételek:  C,(k+b,q9) = C,(k,q)
Cy,(k,q+a) =e™*C,(kq)

-~

Operatorok Zak: })(_, iC +g P - —ih ,\L
ok oq

Ha y(x) € L? , akkor C\, (k, ¢) is négyzetesen integralhato a jelzett
intervallumon, és a leképezés Orzi a belsd szorzatot, azaz

a2 wla

[wr@xmar = [ | Cplkq)Cyk q)kdg

a2 —n/a
Inverz transzformacio:

w(x) _ (%T_a) 1/2 J"j:a Cw(k,x)dk




A teljesség bizonyitasa

A ©,n(x) = e™*@o(x — na) rendszer teljessége

A rendszer Zak transzformaltjai (Cw(k,q) = (£) Tty (q - [a))
a \1/72 ikal ,imb(g—(a
Cf,i’mn(ka Q) =. Cm}?(kﬁ q) - <22r > Zé‘ ; ‘e blgt )Q)O(q —na — [a) —
leZ,
(n+0=0 =0 =ema ()73 e go(q — la) = embaiknC,, (k,g)
leZ

Legyen g(x) tetszdleges, ¢s legyen g ortogonalis a ¢,,,(x) rendszer minden elemére.
Megmutatjuk, hogy ¢ = 0.

A belso6 szorzatot a Zak transzfomaltakkal szamitjuk:

= Ig*(x)qomn(x)dv = Hg*(k,q)apm(k,q)dkdq

_ I Ig*(k,Q)Ccpo(ka)eimbq_ﬂm”dkdq =0

Az a,,, szamok lathatéan a periodikus g*(k,q)C,, (k, q) fiiggvény Fourier egyiitthatoi.
Eszerint minden Fourier egyitthato 0, azaz g*(k,q)C,,(k,q) = 0 azaz g(k,q) = 0.



A rendszer ortogonalitasanak kérdese

(1) Teljes, de nem ortogonalis: | ortogonalizalhato|(Neumann),

Viszont az ortogonalizalt baziselemek mar nem lesznek 1lyen j0 tulajdonsaguak,
azaz nem a "j0" @, kezdo allapotbol a 7, eltolasokkal generalt baziselemeket
jol lokalizalva az x, p sikon.

(2) Kideriil, hogy mas négyzetesen integralhatd €s mind x-ben mind p-ben
veges szorassal rendelkezo fiiggvenybol sem lehet a 7, eltolasokkal ortonormalt
bazist generalni: Balian-Low tétel.

Ha nem irjuk €l0 a veges szorast, akkor vannnak ilyen fiiggvények,

pl. a szilardtestfizikaban hasznalt Wannier fliggvények, ezekre egy példa:

~ % ? ha |k| =7 W i 12 | =w ihkx SINTTX
D (k) = . o) = Fp = @m) 2 [ pf (ke k = SLIX
0, halk| >m |

A 1,07 (x) rendszer ortonormalt bazis. Ennek stirtiségfiiggvénye
az impulzustérben |@ (k)|> (k = p/h) jol lokalizalt, de a koordinataban
lpd (x)|? tal lassan tiinik el AX = oo.




Balian-Low tétel

Balian Low tétel

Ha a ¢o(x)-bdl generalt ¢,,,,(x) = 1,00 (x) fliggvények ortonormalt
bazist alkotnak L?-n, akkor  Xoo(x) = x@o(x) és Poo(x) = —ih0,@o(x)
azaz xXo(x) ¢ poo(p)
nem lehet egyszerre négyzetesen mtegralhato.

Tehat vagy az X vagy a P operator masodrendii momentuma divergens,

azaz a @o(x) allapoton a koordinatat és az impulzust nem lehet egyszerre

veges szorassal mérni.

= "J&" @ (x)-bol nem lehet ortonormalt bazist generalni az 77 racson.



Balian-Low tétel bizonyitasa Battle 1988
A foltétel szerint

8@0
Ox

e 2,

0+ Oo = Qoo € Lz, XQ)(_} = X@Qo € Lz, P(po = —ih

Ha ¢,,,, = 1,00 ortonormalt bazis, akkor

XpolPpo) = Y (X@olTmn@oXTmnolPpo) =

nin

- Z <¢JOIXTmn(00><PTmn(90|§OO>

mn

XTpn = [X, T + ToinX PTwmn = [P, Toin] + TP

(@o|[X, Tmn J@o) = nal@olLmnpo) = 0, ([P, Tmnl@ol@o) = hmb{Imn®o|po) = 0

X@olPpo)=>_ (@0l XT @)X PTmn@olpo) =

mn

D (00| T XPoX T nPP0l@0)= D _ T -m-n®0lXP0)LP0|T-n-nP0) = (PPolXe0)

mn mn

Igy (@ol(XP — PX)po) = 0, de tudjuk, hogy (XP — PX)¢o = ihgo:

0 = il@olpo) = o =0 LI




Wilson bazisok

Phase Space Wannier Functions
in Electronic Structure Calculations 1989

Wilson és munkatarsai egy olyan v ,,,,(x) ortonormalt bazist generaltak numerikusan amelyre

wil(x) = fu(x —na), meN, neZ  ahol ‘

}(k) =Ff=(0r)"? I f(x)e *dk
kétpapa, —m/2 €s m/2 nél van maximuma, azaz q?i*(k) ¢s 5‘(!{) 0-ra centralt fiiggvényekkel
k) = 3%k~ m/2) + ¢~ (ke + mi2) |

Mind a £ mind az x térben exponencialisan lecsengdek, tehat jol lokalizaltak.




Wilson bazis egyetlen indulo figgvenybdl

Daubechies, Jaffard, Journee (1991) expliciten konstrualtak Wilson bazist
egyetlen Eﬁ fliggveny segitsegevel:

Won(x) = §(x — na),

Vo (X) = ﬁCOS( %rxn’:)qg(x — n%): ham > 0, m + n paros

Won(X) = 2 sin( 27”;(:;?;)&3(;(: — n%)__} ham > 0, m + n paratlan

h-t az szabja meg, hogy a ¢ = Fl(¢p) Zak transzformaltja Cy = ZF ) teljesiti a
Co(k, I” +1Cy(k,q +ar2)|* =2
foltetelt. Egy lehetséges ¢ az intelligens allapotbol szarmaztathato




Daubechies et al. rekurzidval generaljak az ortogonalitast biztosité egyttthatdkat

This can be used to write ¢ as a combination of g,., with coefficients computed
i v " . N > ' —y';'rx:
recursively. For instance, if g is Gaussian, g (x)=(2»)""e , then we find

2 B o i ;m
2 e R
with
L & A N b
Ayn = kg <7 Umnas
e 0 T
(6.3)
b =(1~ : )b""‘— = Y, Owmmn P
e A},“I"Bl, i Ay+BuEm’_n’j;’f{m,n} TR
where

1/
O = EXP [f{m’—m)(n p iy Z LT (P (1 mf}*‘*],
2 2 B

b?ﬂﬂ B Sm DSH(} =

While this seems lengthy, it is very easy to program 01 a COmMputcr. The procedure
converges at least as fast as a geometric series in (B,—A,)/(B,+A,). For v =.5 we
find A, =1.670, B, =2.361, (B,—A,)/(B,+A,)=.1712; for p=2 "2 we have A, =
1.533, B, =2.492, (B,—A,)/(B,+A,)= 2381 Figures 1 and 2 give graphs of ¢ and
qg, for »=.5 and v=2""7 respectively.

—_ s ~



P
i i
f
/
) L
/
-1 o | !
—4 -2 0 2 4
2 — : , -
[\ é
|
1 - i
0 p—— P
7 \/ V/\
W, 3 B ; . .
—4 - 0 2 4

Fi1G. 2. Plots of ¢ and & constructed from gix)=2"" ¢~ =12 For this choice of g, the decay rates of &
and & are identical (see (4.18)). We have again used (6.2}, (6.3) to compute ¢&; & is simply obtained by
replacing g, in (6.2) by (gh,.) (y) = (=1)"" e*™"g""(p+(m/2)).



Zak féle Wilson bazis I. 2002-3

Cm'_n (k, Q)
§Y2(k,q)

D,n(k,q) =

Comoq) = e—ﬂmn[(cos %(q — j)??’l)co(k,q) - z’(sin %(q — j )n’z)Co(k,q — % ]

S(k,q) = 605 (kal2 | ia/An )03(2ngla | iAnA*/a®)

1/2 2
B —1/4 _ ' CEma)
Colk,q) = Z ((mlz) exp{—x2/2/12}> - [ > /1.76:_ 75 ] Zn CXp (zkan Y )

0s(z|t) = Zn exp(2izn + irtn*) Jacobi theta,

Cm(k,q) rendszer teljes de nem ortogonalis.

®D,.,(k,q) teljes és ortonormalt.

Con(k,q) tuggvények m = 0-ra az xo = na, po = 0 intelligens allapotok
m + 0-ra 4 mtelligens allapot linearis kombinacioi.



Zak féle Wilson bazis II.

Ezek a kovetkezo {x, p/h} racspontokon centraltak :

(o2}, {u )
(= DyonZ} (=)o)

A ©,,,(k g) hasonlo tulajdonsagu, ami a centraltsagot illet.
Emiatt ezek x-ben jol lokalizaltak, a = /27 A esetén

Xy = a(n+1/4), (AX) =

A
24T

p-ben nem, p*-ben viszont igen,
azaz |p| latszik 16 kozelitdé kvantumszamnak.

P2y =

’)

m? + —) A(P?) = — (1 +8zm?)?
S

Neumann program X' és (P?)' esetén végrehajtva



Befejezés: ,lehetséges utalasok™



