
Sokszögekre vonatkozó extremális problémákBudai Boglárka
Témavezet®: Dr. Fodor Feren

Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézet2010



Tartalomjegyzék1. Bevezetés 32. Jensen-egyenl®tlenség 43. Csillagsokszögek 54. Izoperimetrikus probléma sokszögekre 10

2



1. BevezetésEbben a dolgozatban síkbeli (nemsak konvex) sokszögekre vonatkozó né-hány híres széls®érték problémát vizsgálunk. Ezekben a problémákban az aközös vonás, hogy mindegyik esetében a szabályos (de nem feltétlenül kon-vex) n-szög lesz az egyértelm¶ megoldás. Szabályos sokszögön esetünkbenolyan sokszöget értünk, melynek oldalhosszai és szögei rendre egyenl®k. Ebbea de�níióba beleférnek például a nemkonvex szabályos sillagsokszögek is.A dolgozat els® részében a konvex függvényekre vonatkozó Jensen-egyen-l®tlenséget mondjuk ki és bizonyítjuk be. Habár a Jensen-egyenl®tlenségközismert és számos tankönyv tartalmazza pontos bizonyítását, mi úgy é-reztük, hogy mégis érdemes leírni a Fejes Tóth Lászlótól származó elegánsbizonyítást. A következ® részben két, a sillagsokszögek területére vonat-kozó egyenl®tlenséget bizonyítunk, ami azért is érdekes, mert ez kiterjesztésea konvex sokszögekre vonatkozó hasonló egyenl®tlenségeknek. Ezt annak akérdésnek a megválaszolásával folytatjuk, hogy egy �x körben lév® véges sokpontból álló halmazban a pontok mely kon�guráiója mellett minimális apontpárok távolságösszege. Itt is kimutatjuk, hogy a minimum a körbe írtszabályos esetben áll fenn. Ezt követi egy �zikai motiváiójú széls®értékprob-léma, ahol egy körbe írt pontrendszer esetén azt az optimális kon�guráiótkeressük, amikor a pontpárok távolságának reiprokösszege minimális. Végülaz utolsó fejezetben a konvex sokszögekre vonatkozó izoperimetrikus jelleg¶egyenl®tlenséget bizonyítjuk. Ennek igazolásához szükségünk van, a szoká-sos Jensen-egyenl®tlenségen kívül a Minkowski által bevezett küls® és bels®paraleltartomány fogalmára is.A dolgozatban szerepl® problémák tárgyalása alapvet®en Fejes Tóth Lász-ló [1℄ Reguläre Figuren ím¶ iskolateremt® könyvének VI. fejezetén alapszik.Az ott található elegáns gondolatmeneteket próbáltuk magyar nyelvre átül-tetni, értelmezni és a magunk megjegyzéseivel kiegészíteni.
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2. Jensen-egyenl®tlenségA szabályos sokszögek sok érdekes tulajdonságának bizonyításában felhasz-náljuk a konvex függvényekre vonatkozó Jensen-egyenl®tlenséget. Mivel dol-gozatunkban ezt a nevezetes egyenl®tlenséget többször is alkalmazni fogjuk,megmutatjuk egy Fejes Tóth Lászlótól származó elegáns bizonyítását.1. De�níió. Az I intervallumon értelmezett f(x) függvényt konvexnek ne-vezzük, ha tetsz®leges x1, x2 ∈ I és x1 < x2 esetén igaz, hogy
f(x1) + f(x2)

2
≥ f

(
x1 + x2

2

)
.2.1. Tétel (Jensen-egyenl®tlenség). Legyen az I intervallumon értelme-zett f(x) valós függvény konvex. Ekkor tetsz®leges x1, . . . , xn ∈ I-re és n-reigaz, hogy

f(x1) + ... + f(xn)

n
≥ f

(
x1 + ... + xn

2

)Továbbá egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha x1 = · · · = xn, vagy ha f(x)a [mini xi, maxi xi] intervallumon lineáris.Bizonyítás. A bizonyítást n-re vonatkozó indukióval végezzük. Azon-ban az indukió sajátos módon történik. El®szöris megjegyezzük, hogy aJensen-egyenl®tlenség az n = 2 esetben éppen az f(x) függvény konvexitá-sának de�níiója, ezért nyilvánvalóan teljesül. Ebb®l következik a Jensenegyenl®tlenség n=4-re:
f(x1)+ · · ·+ f(x4) ≥ 2f

(
x1 + x2

2

)
+2f

(
x2 + x4

2

)
≥ 4f

(
x1 + · · · + x4

4

)
,és ugyanígy n = 8-ra, 16-ra, és n = 2k-ra, ahol k tetsz®leges pozitív egészszám.Ezután nyilván elég azt megmutatni, hogy az egyenl®tlenség teljesüléséb®legy adott n-re következik annak teljesülése n − 1-re is. Ehhez az

xn =
x1 + · · ·+ xn−1

n − 1egyenletet használjuk a következ®képpen.
f(x1) + ... + f(xn−1) + f(xn) ≥ nf

(
x1 + · · ·+ xn−1 + xn

n

)
= nf(xn),4



amib®l
f(x1) + · · ·+ f(xn−1) ≥ (n − 1)f(xn) = (n − 1)f

(
x1 + · · · + xn−1

n − 1

)következik. �Azokat az I intervallumon értelmezett f(x) függvényeket konkávnak szok-tuk nevezni, amelyekre pont az ellenkez® irányú egyenl®tlenségek állnak fenta Jensen-egyenl®tlenségben.3. CsillagsokszögekSzabályosnak nevezzük azt a sokszöget, amelynek oldalai egyenl® hosszúsá-gúak és szögei egyforma nagyságúak. Elemi geometriából ismert tény, hogyegy szabályos sokszög beírt köre és körülírt köre konentrikus. Legyen egyszabályos sokszögnek n oldala és járja körül a beírt körének O középpontjátpontosan d-szer. Ekkor a sokszög egy oldala által meghatározott O súsúközépponti szög éppen 2πd
n

nagyságú. Továbbá n és d relatív prímek, és
2d < n. Egy ilyen szabályos sokszögre bevezetjük a következ® jelölést: {n

d

},a sokszög ún. Shlä�i-szimbólumát. Szokásos módon, a d számot a sokszögs¶r¶ségének nevezzük.Egyszer¶nek hívjuk azt a sokszöget, aminek az oldalai nem átmetsz®k.Vegyük észre, hogy a szabályos sokszög fenti de�níiójában a sokszög pon-tosan akkor egyszer¶, ha d = 1. Ha d > 1, akkor a sokszöget szabályossillagsokszögnek nevezzük.Egy zárt síkbeli ponthalmaz esetén nevezzük beírt körnek azt a nagyobbzárt körlemezt, amit a ponthalmaz tartalmaz és körülírt körnek a legkisebbkört, ami a halmazt tartalmazza. Egy sillagsokszög beírt köre a magjánakbeírt köreként van de�niálva.Egy konvex lemez területét A(·)-val jelöljük, Legyen Q1, Q2, Q3 egy há-romszög három súsa. Speiálisan, jelölje A(Q1Q2Q3) a Q1Q2Q3 háromszögel®jeles területét, amely pozitív, ha a Q1, Q2, Q3 súsok a háromszög pozi-tív körüljárását adják, és negatív ha negatív körüljárását. Ennek segítségévelde�niálhatjuk egy tetsz®leges Q1Q2 . . . Qn sokszög (el®jeles) területét a kö-vetkez®képpen:
A (Q1Q2 . . . Qn) =

n∑

i=1

A (OQi−1Qi) , Qo = Qn,5



1. ábra. Szabályos sillagsokszögekahol O a sík egy tetsz®leges pontja.Most bebizonyítunk egy sillagsokszögekre vonatkozó egyenl®tlenséget.3.1. Lemma. Egy n oldalú sillagszögre, aminek s¶r¶sége d és területe A,igaz a következ® egyenl®tlenség.
r2n tan

πd

n
≤ A ≤

1

2
R2n sin

2πd

n
, (1)ahol r és R a sokszög beírt és körülírt körének sugarát jelöli. Egyenl®ségsakis szabályos sillag-n-szögre áll fenn.Bizonyítás. Legyenek Q1, . . . , Qn a Q sillagsokszög egymást követ® súsaipozitív körüljárás szerint, és legyen O a beírt körének középpontja. Ekkor

A (OQi−1Qi) ≥ r2 tan
ωi

2
, Qn = Qo, ωi = ∢Qi−1OQi.Egyenl®ség akkor és sak akkor áll fenn, ha a beírt kör a Qi−1Qi szakasztéppen a felez®pontjában érinti. 6



2. ábra.Továbbá 0 < ωi < π, ∑n

i=1 ωi = 2πd és a tanx konvexitása miatt a
0 < x < π

2
-n a Jensen-egyenl®tlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

A ≥ r2
n∑

i=1

tan
ωi

2
≥ r2n tan

πd

n
.A lemmában szerepl® második egyenl®tlenség bizonyításához el®szöris ve-títsük a Q súsait az O pontból a körülírt körre. Mivel ezzel Q területe nemsökken, feltehetjük, hogy Q bele van írva a körülírt körébe.Ha O′ a körülírt kör középpontja, akkor

A =
1

2
R2

n∑

i=1

sin ϕi, ϕi = ∢Qi−1O
′Qi.Ha ϕi > π, akkor ϕi+1 < π, és a ϕi + ϕi+1 < 2π egyenl®tlenségb®lkövetkezik, hogy

sin ϕi + sin ϕi+1 < 2 sin
ϕi + ϕi+1

2
.Ez utóbbit az alábbi módon lehet igazolni.

sin
ϕi

2
cos

ϕi

2
+ sin

ϕi+1

2
cos

ϕi+1

2
< sin

ϕi

2
cos

ϕi+1

2
+ cos

ϕi

2
sin

ϕi+1

2
,

sin
ϕi

2

(
cos

ϕi

2
− cos

ϕi+1

2

)
< sin

ϕi+1

2

(
cos

ϕi

2
− cos

ϕi+1

2

)
,7



sin
ϕi

2
> sin

ϕi+1

2
.Így tehát, ha ϕi-t és ϕi+1-t helyettesítjük a számtani közepükkel, akkora ∑n

i=1 sin ϕi összeg n®. Ezzel a módszerrel lépésenként eltüntetjük a π-nélnagyobb szögeket, majd alkalmazzuk a Jensen-egyenl®tlenséget a ∑n

i=1 ϕi =
2πd segítségével és végül megkapjuk a kívánt egyenl®tlenséget. �Ha kombináljuk az (1)-ben lév® két egyenl®tlenséget, akkor azt kapjuk,hogy

R

r
≥ sec

πd

n
.Könnyen megmutatható, hogy egy tetsz®leges egyszer¶ n-szögre igaz,hogy

r2n tan
π

n
≤ A ≤

1

2
R2n sin

2π

n
.Ez belátható például úgy, ha az (1) egyenl®tlenségeket a sokszög konvexburkára alkalmazzuk.A fenti egyenl®tlenségek azt a jól ismert tényt bizonyítják, hogy a körttartalmazó illetve körben lév® egyszer¶ n-szögek közül azoknak van a legki-sebb illetve legnagyobb területük, amelyek szabályosak és a kör köré illetveabba vannak írva.Jelölje P a kerületet. Tetsz®leges sillag n-szögre:

P ≥ 2rn tan
πd

n
.Azonban az P ≤ 2Rn sin πd

n
egyenl®tlenség sak �konvex sillagsokszögekre�áll fenn, azaz olyan sillagsokszögekre, amelyekben minden bels® szög kisebbmint π.Most tekinteni fogunk egy másik kérdést, amire a megoldást szabályossokszögek adják.Tekintsünk a síkon n ≥ 2 pontot, amik lefedhet®k egy R sugarú kör-lemezzel. Tegyük fel azt is, hogy R minimális, azaz a megfelel® R sugarúkör a ponthalmaz körülírt köre. Jelölje S a halmazbeli pontpárok távolsá-gainak összegét. Arra a kérdésre keressük a választ, hogy a pontok milyenelhelyezkedése mellett lesz S minimális. A választ a következ® lemma adjameg.3.2. Lemma.

S ≤ Rn cot
π

2n
. (2)8



Továbbá az is igaz, hogy a fenti egyenl®tlenségben egyenl®ség pontosan akkoráll fenn, ha a pontok az R sugarú körülírt körbe írt szabályos n-szög súsai.Bizonyítás. Legyen az O egy tetsz®leges rögzített pont a síkon. Ekkor nemnehéz belátni, hogy a QO távolság Q-nak konvex fügvénye. Ez abból is jóllátszik, hogy
|
−→
OQ | + |

−−→
OQ′ |≥|

−→
OQ +

−−→
OQ′ | .Ezért

S =
∑

1≤i<j≤n

QiQj ,mint a konvex függvények összege, maga is egy konvex függvénye az egyes
Qi pontoknak.Mivel egy konvex függvény egy szakaszon a maximumát mindig a szakaszegyik végpontjában veszi fel, ezért feltehetjük, hogy mindenQi pont a körülírtkör határán, a C körvonalon fekszik.Legyenek a Qi pontok iklikusan indexelve a C körön; továbbá legyen
R = 1.Tekintsük a következ® összeget:

sk =

n∑

i=1

QiQi+k = 2

n∑

i=1

sin
1

2
Q̂iQi+k, (Qn+j = Qj) ,ahol 1 ≤ k ≤ n − 1 és Q̂iQi+k jelöli a C körön a Qi és Qi+k pontok általmeghatározott ívet.A 0 ≤ 1

2
Q̂iQi+k ≤ π egyenl®tlenségb®l és a sin x függvény konkávitásábóla 0 ≤ x ≤ π intervallumon következik, hogy

sk = 2n sin

(
1

2n

n∑

i=1

Q̂iQi+k

)
= 2n sin

πk

n
.Most pedig vegyük észre, hogy egyrészt sk = sn−k, és páros n-re az sn

2összeg minden QiQi+ n

2
távolságot kétszer tartalmaz, így

2S =
n−1∑

k=1

sk.

9



Következésképpen
S ≤ n

n−1∑

k=1

sin
πk

n
= n cot

π

2n
,ami bizonyítja állításunkat. �3.3. Lemma. Legyenek a Q1, . . . , Qn, n ≥ 3 pontok a C körvonalon. Ekkoraz összeg

T =
∑

1≤i<j≤n

1

QiQj

(3)pontosan akkor éri el a minimumát, ha Q1, . . . , Qn egy szabályos n-szög sú-sai.Bizonyítás. Legyen aQi pontok iklikus sorrendje a C körvonalon Q1, . . . , Qn,és legyen a C kör sugara 1. A koszekáns (a szinusz függvény reiproka) függ-vény konvexitása miatt a (0, π) intervallumon kapjuk, hogy
2T =

n−1∑

k=1

n∑

i=1

1

QiQi+k

=
1

2

n−1∑

k=1

n∑

i=1

csc
1

2
Q̂iQi+k ≥

n

2

n−1∑

k=1

csc
πk

n
.Egyenl®ség akkor és sak akkor áll fenn, ha Q̂iQi+k = πk

n
(minden i, k-ra),azaz a szabályos esetben. �A fenti lemma geometriai jelentését jobban megvilágítja a következ®. Te-gyük fel, hogy a C körön szabadon mozgatható n pont között egy, a távol-ság négyzetével fordítottan arányos taszító er® hat, mint például az azonosnagyságú egyforma töltések között ható elektrosztatikus taszító er®. A pont-rendszer pontosan akkor van �zikai egyensúlyban, ha T minimális. A lem-mában megállapítottuk, hogy ez az egyensúlyi állapot a pontok szabályoselhelyezekedésekor következik be.4. Izoperimetrikus probléma sokszögekreVégül egy sokszögekre vonatkozó klasszikus izoperimetrikus problémát tár-gyalunk: Rögzített n esetén keressük meg azokat az n-oldalú sokszögeket,amelyekre az ún. izoperimetrikus hányados P 2

A
minimális. Ez egy nagyon10



régi gyökerekkel rendelkez® probléma, és sok különböz® bizonyítás létezikarra a tényre, hogy az izoperimetrikus hányados a konvex szabályos n-szögreminimális. Korábbi megegyezésünk szerint, a szabályos konvex n-szöget a
{n} szimbólum jelöli.4.1. Tétel. Legyen n ≥ 3 rögzített pozitív egész szám. Az n oldalú sokszögekközött a P 2

A
izoperimetrikus hányados pontosan a konvex szabályos n-szögekreminimális.A következ®kben Fejes Tóth László [1℄ könyvében megjelent elegáns bi-zonyítást írjuk le.

3. ábra. ParaleltartományBizonyítás. Egy sokszög konvex burkán azt a legsz¶kebb konvex sokszögetértjük, ami tartalmazza az eredeti sokszöget. Nyilvánvalóan, egy Q tetsz®le-11



ges sokszög konvex burkának izoperimetrikus hányadosa nem nagyobb, mintaz eredeti sokszögé. Ezért elég állításunkat konvex sokszögekre bebizonyítani.Legyen r a Q konvex sokszög beírt körének sugara és legyen 0 < ̺ < regy valós szám. Jelölje U̺ a Q pontjai mint középpontok köré írt ̺ sugárúkörlemezek unióját. Most tekintsük a Q̺ = Q ∪ U̺ és Q−̺ = Q \ U̺ (̺ > 0)ponthalmazokat. A Q̺ halmazt a Q sokszög ̺ sugarú küls® paraleltarto-mányának, a Q−̺ halmazt pedig a Q ̺ sugarú bels® paraleltartományánaknevezzük. Vegyük észre, hogy Q−̺ egy szokásos sokszög, míg Q̺ egy egyfajtalekerekített sokszög.Jelöljük a Q̺ területét és kerületét A̺-val és P̺-val. Így ̺ > 0-ra nyil-vánvalóan igazak a következ®k:
A̺ = A + P̺ + π̺2,

P̺ = P + 2π̺.Most bevezetünk egy q segédsokszöget. Legyen q az a konvex sokszög, amiaz egységsugarú kör köré van írva és amelynek oldalai rendre párhuzamosak
Q megfelel® oldalaival. Ezt a q sokszöget a Q indikátrixának is szoktáknevezni.Jelöljük a Q−̺ indikátrixát q−̺-val és legyen A (q−̺) = a−̺, illetve A (q) =
a. Vegyük észre, hogy ha ̺ elegend®en kisi, akkor a Q-nak és Q−̺-nakegyforma számú oldala van, így ebben az esetben a = a−̺. Továbbá, olyankis ̺-ra, amelyre Q és Q̺ oldalainak száma meggyezik, érvényes, hogy

A = A−̺ + P−̺̺ + a−̺̺
2és

P = P−̺ + 2a−̺̺.Innen adódik
A−̺ = A − P̺ + a̺2és

P−̺ = P − 2a̺.Figyelembe véve, hogy ̺1 > 0, ̺2 > 0, ̺1 + ̺2 ≤ r, esetén igaz a
(Q−̺1

)
−̺2

= Q−(̺1+̺2)összefüggés, meghatározhatjuk A−̺-t és P−̺-t minden ̺ ≤ r értékre.12



Most tekintsük a következ® függvényt:
g (̺) = −A−̺ + P−̺r−̺ − a−̺r

2
−̺.Vegyük észre, hogy r−̺ = r − ̺. A ̺ olyan értékeire, melyre a−̺ = a, a fentiformulák alapján következik, hogy a g(̺) függvény konstans:

g (̺) = −A + Pr − ar2.Ebb®l következik, hogy a g(̺) függvény minden olyan intervallumon kons-tans, ahol Q̺ odalainak száma nem valtozik.Másrészt A−̺, P−̺ és r−̺ ̺ folytonos függvényei, és a−̺ nem sökken®függvénye ̺-nak, amib®l következik, hogy g (̺) a ̺-nak nemnövekv® függ-vénye. Ezért:
g (0) = −A + Pr − ar2 ≥ g (r) = 0.Ezzel ekvivalens:

P 2 − 4aA ≥ (P − 2ar)2 ,amib®l
P 2

A
≥ 4akövetkezik.Az utolsó egyenl®tlenségben sak P = 2ar esetben van egyenl®ség, azazpontosan akkor, ha Q a beírt köre köré van írva. Ez azt jelenti hogy adottirányú oldalakkal rendelkez® konvex sokszögek között annak az izoperimet-rikus hányadosa a legkisebb, ami egy kör köré van írva. Ebb®l következik,hogy minden n-szögre

P 2

A
≥ 4n tan

π

n
,és egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha az n-szög szabályos. Tehát az azo-nos kerület¶ n-szögek között a konvex szabályos n-szögnek ({n}) van a lehet®legnagyobb területe. Innen származik az izoperimetrikus egyenl®tlenség el-nevezés. �

13
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