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1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban sikbeli (nemcsak konvex) sokszogekre vonatkozo né-
hany hires szélsGérték probléméat vizsgalunk. Ezekben a problémakban az a
koz0s vonas, hogy mindegyik esetében a szabalyos (de nem feltétleniil kon-
vex) n-szog lesz az egyértelmii megoldas. Szabélyos sokszogon esetiinkben
olyan sokszoget értiink, melynek oldalhosszai és szogei rendre egyenlGk. Ebbe
a definicioba beleférnek példaul a nemkonvex szabalyos csillagsokszogek is.

A dolgozat elsé részében a konvex fiiggvényekre vonatkozo Jensen-egyen-
16tlenséget mondjuk ki és bizonyitjuk be. Habar a Jensen-egyenlGtlenség
kozismert és szdmos tankonyv tartalmazza pontos bizonyitasat, mi ugy é-
reztiik, hogy mégis érdemes leirni a Fejes Toth Laszlotol szarmazo elegéns
bizonyitast. A kovetkezd részben két, a csillagsokszogek teriiletére vonat-
koz6 egyenlGtlenséget bizonyitunk, ami azért is érdekes, mert ez kiterjesztése
a konvex sokszogekre vonatkoz6 hasonld egyenlGtlenségeknek. Ezt annak a
kérdésnek a megvalaszolasaval folytatjuk, hogy egy fix korben 1évG véges sok
pontbol 4ll6 halmazban a pontok mely konfiguracioja mellett minimélis a
pontparok tavolsagdsszege. Itt is kimutatjuk, hogy a minimum a korbe irt
szabalyos esetben all fenn. Ezt koveti egy fizikai motivacioji szélsGértékprob-
léma, ahol egy korbe irt pontrendszer esetén azt az optimalis konfiguraciot
keressiik, amikor a pontparok tavolsaganak reciprokdsszege minimaélis. Végiil
az utolso fejezetben a konvex sokszogekre vonatkozo izoperimetrikus jellegti
egyenlGtlenséget bizonyitjuk. Ennek igazolasiahoz sziikségiink van, a szoké-
sos Jensen-egyenlGtlenségen kiviil a Minkowski altal bevezett kiils§ és belsG
paraleltartomany fogalmaéra is.

A dolgozatban szerepls probléméak targyalasa alapvetGen Fejes Toth Lasz-
16 [1] Regulire Figuren cimi iskolateremtd konyvének VI. fejezetén alapszik.
Az ott taldlhato elegans gondolatmeneteket probaltuk magyar nyelvre atiil-
tetni, értelmezni és a magunk megjegyzéseivel kiegésziteni.



2. Jensen-egyenl6tlenség

A szabalyos sokszogek sok érdekes tulajdonsiaganak bizonyitasaban felhasz-
naljuk a konvex fiiggvényekre vonatkozéd Jensen-egyenlGtlenséget. Mivel dol-
gozatunkban ezt a nevezetes egyenlGtlenséget tobbszor is alkalmazni fogjuk,
megmutatjuk egy Fejes Toth Laszlotol szarmazo elegans bizonyitasat.

1. Definici6. Az I intervallumon értelmezett f(x) figgvényt konvexnek ne-
vezziik, ha tetszdleges x1,xo € I €s x1 < xo esetén igaz, hogy

f(ﬂfl);rf(f@) Zf(#).

2.1. Tétel (Jensen-egyenlStlenség). Legyen az I intervallumon értelme-

zett f(x) valds fiigguény konver. FEkkor tetszdleges xq,...,x, € I-re és n-re
19az, hogy
flxy) + ...+ f(xn) S/ (xl - xn)
n - 2
Tovibbd egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha z; = - -+ = x,, vagy ha f(z)

a [min; x;, max; z;| intervallumon linedris.

Bizonyitas. A bizonyitast n-re vonatkozé indukcidval végezziik. Azon-
ban az indukci6 sajatos moédon torténik. ElGszoris megjegyezziik, hogy a
Jensen-egyenlGtlenség az n = 2 esetben éppen az f(x) fiiggvény konvexita-
sanak definicioja, ezért nyilvanvaldan teljesiil. Ebbdl kovetkezik a Jensen
egyenlGtlenség n=4-re:

flaa) 4+ flea) = 2f (xl ;m) +2f (xﬁ%) > 4f (W) :

2

és ugyanigy n = 8-ra, 16-ra, és n = 2F-ra, ahol k tetszdleges pozitiv egész
szam.

Ezutan nyilvan elég azt megmutatni, hogy az egyenlGtlenség teljesiilésébsl
egy adott n-re kdvetkezik annak teljesiilése n — 1-re is. Ehhez az

1+ -+ Tp

n

n—1

egyenletet hasznaljuk a kovetkezGképpen.

=nf(z,),

f(l’l) + ... +f(;pn_1) +f(xn) > Tlf (.Tl N +.Tn)

n
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amibdl

o)+ fan) = (= 1) f () = (n— 1)f (

kovetkezik. O

Azokat az [ intervallumon értelmezett f(z) fliggvényeket konkdvnak szok-
tuk nevezni, amelyekre pont az ellenkez§ irdanyu egyenlGtlenségek allnak fent
a Jensen-egyenlGtlenségben.

3. Csillagsokszogek

Szabalyosnak nevezziik azt a sokszoget, amelynek oldalai egyenlé hossziisa-
giak és szogei egyforma nagysagiak. Elemi geometridbol ismert tény, hogy
egy szabélyos sokszog beirt kore és koriilirt kore koncentrikus. Legyen egy
szabélyos sokszognek n oldala és jarja koriil a beirt korének O kozéppontjat
pontosan d-szer. Ekkor a sokszog egy oldala éltal meghatarozott O csicsi
kozépponti szog éppen % nagysagi. Tovabba n és d relativ primek, és
2d < n. Egy ilyen szabalyos sokszogre bevezetjiik a kovetkezd jelolést: {%},
a sokszog tn. Schlifli-szimbolumat. Szokasos modon, a d szdmot a sokszog
siirtiségének nevezziik.

Egyszeriinek hivjuk azt a sokszoget, aminek az oldalai nem &tmetszdk.
tosan akkor egyszerdi, ha d = 1. Ha d > 1, akkor a sokszoget szabélyos
csillagsokszognek nevezziik.

Egy zéart sikbeli ponthalmaz esetén nevezziik beirt kérnek azt a nagyobb
zart korlemezt, amit a ponthalmaz tartalmaz és koriilirt kornek a legkisebb
kort, ami a halmazt tartalmazza. Egy csillagsokszog beirt kore a magjanak
beirt koreként van definialva.

Egy konvex lemez teriiletét A(-)-val jeloljiik, Legyen @1, Q2, Q3 egy hé-
romszog harom csiicsa. Specialisan, jelolje A(Q1(Q2Q3) a Q1Q2Q)3 haromszog
elGjeles teriiletét, amely pozitiv, ha a @1, Q2, Q3 csticsok a haromszog pozi-
tiv koriiljarasat adjak, és negativ ha negativ koriiljarasat. Ennek segitségével
definidlhatjuk egy tetszdleges Q1Qs ... R, sokszog (elGjeles) teriiletét a ko-
vetkezGképpen:

A (QlQQ ce . Qn) = Z A (OQz—le) ) Qo = Qna
=1
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1. dbra. Szabalyos csillagsokszogek

ahol O a sik egy tetszéleges pontja.
Most bebizonyitunk egy csillagsokszdgekre vonatkozo egyenlétlenséget.

3.1. Lemma. Egy n oldali csillagszogre, aminek sirisége d és teriilete A,
1gaz o kovetkezd eqyenldtlenség.

d 1 2md
r2ntan7r— < A< =R’nsin L, (1)
n 2 n

ahol v és R a sokszdg beirt és korilirt korének sugardt jeloli. Egyenldség
csakis szabdalyos csillag-n-szégre dll fenn.

Bizonyitas. Legyenek (), ...,Q, a @ csillagsokszog egymast kovetd csiicsai
pozitiv koriiljaras szerint, és legyen O a beirt korének koézéppontja. Ekkor

A(0QaQ) 2 tan T Qu=Qo wi=<Qi10Q:.

EgyenlGség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a beirt kor a QQ;_1Q); szakaszt
éppen a felezGpontjaban érinti.



2. 4bra.

Tovabba 0 < w; < 7, Y. w; = 2md és a tanx konvexitasa miatt a
0 < x < §-n a Jensen-egyenl6tlenséget alkalmazva kapjuk, hogy

n
w; wd
A > r? E tam;Z > r2ptan —.
n
i=1

A lemmaban szereplé masodik egyenlGtlenség bizonyitasahoz elGszoris ve-
titsiik a @ csticsait az O pontbol a koriilirt korre. Mivel ezzel () teriilete nem
csokken, feltehetjiik, hogy () bele van irva a koriilirt korébe.

Ha O’ a koriilirt kor kozéppontja, akkor

1 n
A= 532 ;sin ©i, P = <1Qi10'Q;.

Ha ¢; > m, akkor ;11 < 7, és a ¢; + p;11 < 27 egyenl&tlenséghdl
kovetkezik, hogy

sin ; + sin ;41 < 2sin %
Ez utobbit az alabbi médon lehet igazolni.
sin % CoS % + sin %;1 CoS %;1 < sin % CoS %;1 + cos % sin %;1 ,
. Y ( Wi S0i+1> . Pit1 ( 2 S0i+1)
sin — ( cos — — cos < sin COS — — COS ,
2 2 2 2 2 2



. P . Pitl
sin 5 > sin 5
gy tehat, ha -t és o, 1-t helyettesitjiik a szamtani kozepiikkel, akkor
a y . sing; osszeg nd. Ezzel a modszerrel lépésenként eltiintetjitk a m-nél
nagyobb szogeket, majd alkalmazzuk a Jensen-egyenl6tlenséget a > . | ¢; =
2md segitségével és végiil megkapjuk a kivant egyenlGtlenséget. O

Ha kombinéljuk az (1)-ben 1év6 két egyenlStlenséget, akkor azt kapjuk,

hogy
R 7d
— > sec—.
T n

Konnyen megmutathato, hogy egy tetszéleges egyszerii n-szogre igaz,

hogy
7“2ntzmz <AL 1R2nsin 2—7T
n 2 n

Ez belathato példaul ugy, ha az (1) egyenl6tlenségeket a sokszog konvex
burkara alkalmazzuk.

A fenti egyenlGtlenségek azt a jol ismert tényt bizonyitjak, hogy a kort
tartalmazo illetve korben 1évs egyszerii n-szdgek koziil azoknak van a legki-
sebb illetve legnagyobb teriiletiik, amelyek szabalyosak és a kor koré illetve
abba vannak irva.

Jelolje P a keriiletet. Tetsz6leges csillag n-szogre:

P > 2rntan ﬂ
n
Azonban az P < 2Rnsin %l egyenlGtlenség csak ,konvex csillagsokszogekre”
all fenn, azaz olyan csillagsokszogekre, amelyekben minden bels szog kisebb
mint 7.

Most tekinteni fogunk egy méasik kérdést, amire a megoldast szabalyos
sokszogek adjék.

Tekintsiink a sitkon n > 2 pontot, amik lefedheték egy R sugaru kor-
lemezzel. Tegyiik fel azt is, hogy R minimaélis, azaz a megfelel§ R sugari
kor a ponthalmaz koriilirt kore. Jel6lje S a halmazbeli pontparok tavolsé-
gainak Osszegét. Arra a kérdésre keressiik a vélaszt, hogy a pontok milyen
elhelyezkedése mellett lesz S minimalis. A valaszt a kovetkezd lemma adja
meg.

3.2- Lemma-
S < Ii ot — 2



Tovabbd az is igaz, hogy a fenti eqyenldtlenségben eqyenldség pontosan akkor
all fenn, ha a pontok az R sugarid korilirt kérbe irt szabdlyos n-szog csicsai.

Bizonyitas. Legyen az O egy tetszéleges régzitett pont a sikon. Ekkor nem
nehéz belatni, hogy a QO tavolsag ()-nak konvex fiigvénye. Ez abbdl is jol
latszik, hogy
N —_ N —
10Q | +10Q" 2] 0Q +0Q"| .
Ezért
S= > Qi
1<i<j<n

mint a konvex fiiggvények Osszege, maga is egy konvex fliggvénye az egyes
(; pontoknak.

Mivel egy konvex fliggvény egy szakaszon a maximumaéat mindig a szakasz
egyik végpontjaban veszi fel, ezért feltehetjiik, hogy minden @); pont a koriilirt
kor hataran, a C' korvonalon fekszik.

Legyenek a @; pontok ciklikusan indexelve a C' koron; tovabba legyen
R=1.

Tekintsiik a kovetkezs Gsszeget:

Sk = Z QiQivr = 2 ZSin %@Hka (Qnij = Q5),
=1 i=1

—

ahol 1 <k < n —1és Q;Q;, jeloli a C korén a Q; és Q4 pontok altal
meghatarozott ivet.

A0<L %Q,Qi 41 < egyenlStlenséghdl és a sin x fiiggvény konkéavitasabol
a 0 < x < 7 intervallumon kovetkezik, hogy

1~~~ k
Sk = 2nsin <% ;QZQZ+k> = 2nsin %

Most pedig vegyiik észre, hogy egyrészt sp = s,_k, €8 paros n-re az sz
Osszeg minden (;();1z tavolsagot kétszer tartalmaz, igy

n—1



Kovetkezésképpen

< . 7k T
S < n;smz :ncot%,

ami bizonyitja allitasunkat. 0

3.3. Lemma. Legyenek a Q1,...,Q,, n > 3 pontok a C kiérvonalon. Ekkor

az 08szeq
1
> ®
1<i<j<n QiQ;
pontosan akkor éri el a minimumdt, ha Q1,...,Q, eqy szabdlyos n-szoq csi-
csai.

Bizonyitas. Legyen a (); pontok ciklikus sorrendje a C' kérvonalon )1, ..., Q,,
és legyen a C' kor sugara 1. A koszekans (a szinusz fiiggvény reciproka) fiigg-
vény konvexitasa miatt a (0, 7) intervallumon kapjuk, hogy

n—1 n n—1 n n—1
1 1 1 — n wk
2T:Z = - ZCSC—QiQi+kZ—ZCSC—.
oD QiQue 27T 2 24 n
EgyenlGség akkor és csak akkor all fenn, ha @Z k= %’“ (minden i, k-ra),
azaz a szabalyos esetben. O

A fenti lemma geometriai jelentését jobban megvilagitja a kovetkezd. Te-
gyiik fel, hogy a C' koron szabadon mozgathato n pont kozott egy, a tavol-
sdg négyzetével forditottan aranyos taszité erd hat, mint példaul az azonos
nagysagu egyforma toltések kozott hato elektrosztatikus taszito ers. A pont-
rendszer pontosan akkor van fizikai egyenstlyban, ha 7" minimalis. A lem-
méaban megallapitottuk, hogy ez az egyensiilyi dllapot a pontok szabélyos
elhelyezekedésekor kovetkezik be.

4. Izoperimetrikus probléma sokszogekre

Végiil egy sokszogekre vonatkozd klasszikus izoperimetrikus problémat tar-
gyalunk: Rogzitett n esetén keressiik meg azokat az n-oldali sokszogeket,
. . . 2 .. .
amelyekre az Un. izoperimetrikus hényados % miniméalis. Ez egy nagyon
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régi gyokerekkel rendelkez6 probléma, és sok kiilonb6z6 bizonyitas létezik
arra a tényre, hogy az izoperimetrikus hanyados a konvex szabélyos n-szogre
minimalis. Korabbi megegyezésiink szerint, a szabalyos konvex n-szoget a
{n} szimbo6lum jeloli.

4.1. Tétel. Legyen n > 3 rigzitett pozitiv egész szam. Az n oldali sokszogek
kozott a %2 1zoperimetrikus hanyados pontosan a konvex szabdlyos n-szégekre
minimalis.

A kovetkezGkben Fejes Toth Laszlo [1] konyvében megjelent elegéns bi-
zonyitéast irjuk le.

3. abra. Paraleltartoméany

Bizonyitas. Egy sokszog konvex burkan azt a legsziikebb konvex sokszoget
értjiik, ami tartalmazza az eredeti sokszoget. Nyilvanvaloan, egy @) tetszGle-
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ges sokszog konvex burkanak izoperimetrikus hanyadosa nem nagyobb, mint
az eredeti sokszogé. Ezért elég allitdsunkat konvex sokszogekre bebizonyitani.

Legyen r a () konvex sokszog beirt korének sugara és legyen 0 < o < r
egy valos szam. Jelolje U, a () pontjai mint kozéppontok koré irt o sugart
korlemezek uniojat. Most tekintsitk a Q, = QU U, és Q_, = Q \ U, (0 > 0)
ponthalmazokat. A @, halmazt a () sokszog o sugart kiils6 paraleltarto-
méanyanak, a ()_, halmazt pedig a () g sugari bels paraleltartomanyanak
nevezziik. Vegyiik észre, hogy ()_, egy szokasos sokszog, mig (), egy egyfajta
lekerekitett sokszog.

Jeloljiik a @, teriiletét és keriiletét A,-val és P,-val. Igy ¢ > O-ra nyil-
vanvaldan igazak a kovetkezGk:

A, = A+ P, + 0%

P, =P + 2mop.

Most bevezetiink egy q segédsokszoget. Legyen ¢ az a konvex sokszog, ami
az egységsugaru kor koré van irva és amelynek oldalai rendre parhuzamosak
@ megfelel6 oldalaival. Ezt a ¢ sokszoget a () indikdtrixanak is szoktik
nevezni.

Jeloljiik a @), indikatrixat ¢_,-val és legyen A (q_,) = a_,, illetve A (q) =
a.

Vegyiik észre, hogy ha p elegendGen kicsi, akkor a (-nak és ()_,-nak
egyforma szamu oldala van, igy ebben az esetben a = a_,. Tovabba, olyan
kis o-ra, amelyre () és (), oldalainak szdma meggyezik, érvényes, hogy

A=A ,+P ,0+a ,0
és
P=P_,+2a_,0.

Innen adodik
A ,=A—Po+ag’
és
P_, =P —2ap.
Figyelembe véve, hogy 01 > 0, g2 > 0, 01 + 02 < 1, esetén igaz a

(Q*Ql >_g2 = Q*(91+Q2)

Osszefiiggés, meghatarozhatjuk A_,-t és P_,-t minden p < r értékre.
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Most tekintsiik a kovetkezd fiiggvényt:

2

g(0)=—A g+ P yrp—a_,r,.

Vegyiik észre, hogy r_, = r — 0. A p olyan értékeire, melyre a_, = a, a fenti
formulak alapjan kovetkezik, hogy a g(p) fiiggvény konstans:

g(o) = —A+ Pr—ar’.

Ebbdl kovetkezik, hogy a g(o) fiiggvény minden olyan intervallumon kons-
tans, ahol (), odalainak szdma nem valtozik.

Masrészt A_,, P_, és r_, o folytonos fiiggvényei, és a_, nem csokkend
fiiggvénye o-nak, amibdl kovetkezik, hogy ¢ (9) a g-nak nemndvekvs fiigg-
vénye. Ezért:

g(0)=—A+Pr—ar*>g(r)=0.

Ezzel ekvivalens:
P? —4aA > (P — 2ar)?,

amibdl
> 4a

P2
A

kovetkezik.

Az utolséd egyenlGtlenségben csak P = 2ar esetben van egyenlGség, azaz
pontosan akkor, ha () a beirt kore koré van irva. Ez azt jelenti hogy adott
irdnya oldalakkal rendelkez6 konvex sokszogek kozott annak az izoperimet-
rikus hanyadosa a legkisebb, ami egy kor koré van irva. Ebbdl kovetkezik,

hogy minden n-szogre
2

L
— T tan —
A n’

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha az n-szog szabalyos. Tehat az azo-
nos keriiletii n-szogek kozott a konvex szabélyos n-szognek ({n}) van a lehetd
legnagyobb teriilete. Innen szarmazik az izoperimetrikus egyenl6tlenség el-
nevezés. 0
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