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BEVEZETS

Példatdrunkban a klasszikus geometridkkal (euklideszi

 geomey ria, rdca "ge"cmet'ri’a’; —affin geomet ria; kor "ésk_ga“b’ T

 “éeometria, elliptikus géometria, hiperbolikus geonetria)

illet8leg ezek transzformdcids csoportjaival kapcsolatos
feladafokat gy(jtottik Sssze. Mindeﬁ fejezet elején be-
vezetd talélhaté,'aniben az illei8 geometridirs vonatﬁbzé
elméleti eredményeket és fogalmakat ismertetjilk. Ezek a -
bevezetdk "felépiteétek" abban az értelemben, hogy egy i
lehetséges eldadds vézlatainak is tekinthetSk. Minde-
mellett 6nqagu§?g§m§§_tgqulményozhaték, mivel nem tételez-
nek fel eldismereteket. |

A% elméleti ismeretek elmélyitéséhez,f8ként az irodalom-

jegvzékben felsorolt példatdrakbél, mintegy 500 feladatot

gyijtdttiink Sssze. Ezeknél a feladatokndl a pontos hivat-

kozést is megadtuk, hogy az olvasd a megfelell k¥nyvben

szerepld Utmutatdsokat is felhasznélhassaf
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1.5. Az euklideszi geometria axi éméi

Az euklideszi sfk axiomatikus feldpitésénél az alap-
elemek a pontok és az egyenesek (a pontok bizonyos régz-

haluaza;), amikre a k6vetkezo illeszkedesi es rendezesi

axiémék érvényekek:
Iq Tétezik legaldbb két kiilonbdz8 egyenes és birmely
egyenesre legaldbb két killtnbozd pont illeszkedike.

I, Két killosnbBz8 pontre egy és csak egy egyenes?illesz-
kedik.{A glés ) egyeneseket pérhuzamosnak mond juk,

(jelben glil 52) ha g, = g, Vvagy gl n &= )] teljesﬁl.
A t5bbi esetben az egyeneseket metszlknek mondjuk.

13 Minden g egyeneshez és P ponthoz pontosan egy a P
pontra illeszkedS és a g egyenessel pérhuzemos egye-
_ nes létezik. |

1.1. Igazoljuk az eddigi axiémfkbél, hogy két egyenes
vagy parhuzamos vagy pedig egy és casak egy pontban met-
szik egymdst. |

1.24 Bizonyitsuk be, hogy a parhuzamossag, mint relécié

ekvivalencia reldcid. A pédrhuzamossdgl osztalyokat ne-

vernziik irdnyoknake

" 1l.3. Nevezzlik pontoknak az A4,B,C,D betuket, egyeneseknek
pedig sz [4,B} {A,c] [a,D} {B,C} fe,p] {B,D} két elem{
részhalmazokat. Bizony{tand$, hogy ez fgy dfinidlt pont

egyenes rendszer kieldégfiti az illeazkedési axidmdkat.
Rl Barmely egyeneaen adott két egjméssal inverz teljes :

rendezes.
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R, Ha valamely g egyenes az ABC hdromszbg egyik =
catdcgdra gem illeszkedik, de az egyik oldaldt

metszi, akkor pontosan még egy misik oldalt is

metsz. ' i

A fenti rendezésl axidmik segitségével vezessiik be |

——
__ P

a félagik fogalmét a kovetkezs m.Odei;””Avpﬁﬁtfdkw A

halmazdbdl vegylik el egy g egyenes pontjait, és az
{gy nyert Il \ g halmazon vezesallk be a kbvetkez§
¢ reldeidt: . | '

Ppa@ {=> DPqng-g, ahol T aP,Qq€ T\ g

pontok d4ltal meghatdrozott aszakaszt jeldli.

Bizonyitandd, hogy a g reldcid ekvivalencisa relécid,‘ .

amelynek legfeljebb két ekvivalencia osztilya létezik. ,’

Ezeket az ekvivalencia osztdlyokal nevegzilk £éla{kok=

nak. A két félafk létezése csak egy tovdbbi feltétel

' mellett igazolhatd.

Bizonyitsuk be, hogy ha bdrmely egyenesen bdrmely
pont el8tt is és.utdn létezik pont, akkor bdrmely egye-
neshez pontosan két félsfk létezik..

A kSvetkez8 metrikus axidmikban azt tesszik fél,hogy
bdrmely két P,Q ponthoz egy |PQ[jellel.Jjeltlt valds
szdn (tdvolsdg) adott a kivetkezld tulajdonsdgokkal:

Ml IPQl 2 0 és |PQ| =0 <{=> P=Q,
My Iral = ezl , .
M, lPQ| + [QRI2|PR| és az egyenlBeég pontosan

akkor teljestil, ha Q € PR, -

1.
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M4 Minden (g £ ) rendezett egyeneshez, P € g

ponthoz és A 2 0  valds gzdmhoz 1étezik

Q € g pont, amelyre P £ Q és |PQ/=2]
teljestil. |

1 Lo Bizonyitandé hogy az M4 axiémaban szereplo Q pont

egyértelnien meghatarozott. -

A pontok valamely o : T—>1T Jeképezéeét izometridnak

nevezzﬁk. ha megorzi e pontok tdvolsdgit.

.1 1.6, Igazolandd, hogy az izometridk bijekciék, amelyek—

aw kagzt szekaszra, félegyenest félegyenesre, egyenest

egyeresbe -transzformdlnak,

A afk axidmdi kozbtt az utolsdt, az u.n. tengelyes tilkrdzések

axidmdjit vezetjuk be, -

I1 Minden g egyeneshez létezik olyan 'Tg involutiv izometria,
amelyik a g egyenest pontonként fixen hagyja, a hozzd tar-'
tozé xét félsfkot pedig felcseréli.

1.7. Igamolandé, hogy minden g egyeneshez a (fj tikrdzés
égyértelmﬁen meghatérozoft. | |
A h egyenes merlleges a g egyenesre (jelben Hlg),
ha h g és 7%(h)=h érvényes. ’

1.8. Bizonyitandé a hl g => gl h szinmefria, valamint

az, hogy tetszlleges g egyenesre tetazblegea P ponton

kereaztill pontosan egy mer61eges bocadthat .

Egy szakasz felezSpontjdban a azakaszra £11fitott merdleges

g _felez8 merdleges.
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1.9 Igazolandd, hogj a felezd merlleges azon pohtok
haelmaze, emelyek a két végponttdl azonos. tdvoladgra
lhelyezkednek el. "

A tér axiéméit hasonl dan: csoportositjuk, mint a sfk

,' axiéméif. Ttt az slapelemek a pontok T nelmaza, a sikok

zZ halmaaa és az egyenesek e halmaza. Ezekkel az axidé= 7

mikkal hosszadalmagsdguk miatt nenm foglalkozunk. A tovébbi

réazleteket 1d. [52] 1. fejezeteben. ‘
Vegezetﬁl—az—axiémék gyakorlésahoz Sylveszter hlres fela=-

datdt emlitjuk:A o

l;lgL He a sik B pbntja nem fekszik egy egyénesen,.akkor

1étezik olyan egyenes, amelyik a pontok_kﬁzﬁl-pontosgn kett6t7( 

tartalmaz.

Bizonyitdm: A pfoblémét Sylvester 1893-ban vetette fel, de

ssak jéval késdbb Gallai Tibornsk sikertlt igazolnia. Ma
mir egy negyon egyszerd biionYités is isﬁéretes:
Tekintslk a (Py, Py P, ) pont-egyenes pérokat, ahol

Py Q P Pk‘ Ezek kSzill legyen a (Pl’ 2 P3) pédr olysan,
hogy & Pq pont [PlQ] tdvolsdga a P,P, egyenestSl ez
adott pdrokra a.legkisebbe. ‘Ekkor aP2P3 e,_,yeneq ndr mds

j pontot nem tartalmazhat.

Valdban, ha & P2P3 egyenes még egy tovabbi P4 pontot
tartalmazna, akkor a 3 pont kbazil kett8, ple. & Pa’PB
pontok a Q pontnsk ugyanarra az oldaldra esne.ﬁgy, hogy

Q ¢ P2££P3 ig teljeslil. (Bz dtjeltléssel elérhetd).




®, |
Ekkor viszont a P, pont
kdzelebb lenne a P1P3'egye-
neshez, mint a Py pont a .
A , P,Py egyeﬁéshéz, aqi ellent-
1. 4bra rmondds., '

i Gallal Tibor bizonyitésa ag R2 Pasch—fele axiémin ala-

pul'
A PlPZ...P pontokat jeldljlik be vgy, hogy afﬁfPZ’PB

pontok ne legyenek kollinedrisok. A Pl pontot = tﬁbbivel

CswekotS egyenesek a P2P3 egyenest véges sok ponfbﬁn metazik,
és legyen Q ezen az egyenesen ezekt8l a ﬁetszéspon&oktél
kiilBnboz8 pont. A Pin egyenesgek. a P1Q egyenest véges

sok pontban metszik, amik az egyeneat szakaszokra bontjék.

Legyen P,A egy ilyen szakasz ( amit mdr a P;P; egyenesek

nemr metszenek), tovdbb4d ez A pontot a P4 5 egienes messe
ki, Ha a P4P5 mir mds P; pontot nem tartalmaz, gkkbr a
bizonyitds kész. Ha ezen van még egy Pé pont is akkor ezek
gzdmozaadt dgy végezzilk el, hogy a PSA a P4-et tartalmazza,
8. P6 nontot pedig ne tartalmazza. )

*1 5 egyeneg mdr nem tartalmazhat tObb ﬁq?tot a Pi

pontok kozlil,

Valéban, ha P, € P Py teljestilne, akkor vagy Pq € PiBg

vegy padig P7'¢ ?E?S érvényes.
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Az elsd egetben Pasch axidmdjdt a Pg A Py hiromszdgre
és =a P7P6 egyenesre aIkalnazva a P7P6 netazenéd a Pl
oldalt, a mdsodik esetben pedig a’ P7 4 agyenea netazend
a PlA oldalt. Ez pedig ellentmondés, vaoyls a Pl 5 mar
tov4bbl pontot nem tartalnmaz, ami ag allltast igazolja.

2.5, Izometridk

A sfk izometridi k8z8tt a tengelyes tilkrdzéseket axioma-

tikusan vezettiik be., Nyilvdnvald, hogy tengalyeS»tﬁkrﬁ-

zések szorzatival ujabb izometridkhoz jutunk. Az iibmet—
ridk lef{risdinil fontoca tétel, hogy minden sikizometfia
tongelyes tikrozések gzorzataként fejezhetd ki, a8t rinden

sikizometria legfeljebb 3 tengelyes tikrozés szorzataként

itheatd fel. Amikor egy izometriét'tengelyes tikrozések szor= -

wataként fejezink ki, akkor a tengelyek ill. ezek gzdna
nen egyértelmd, viszont a téngelyek gzdninak paritésa
egyértelmien meghatdrozott, P4ros szdmid tengelyesbtﬁkrﬁ-

zés szorzataként felf{rhatd izometridkat mozedsoknsk, mig a

a Tobblf 1rany1tast fordits izometridnsk nevevzuk.

A tengelyes tiikrdzésekkel specialls 1zometr1ak defi-

nidilhatdke.

3_0 dbra
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Két, metazd tengelyekre'vonatkozé tikrdzések szorzatdt
forgdanak nevezzilke A tengclyek metszésﬁontja afa forgés
cenfruma. Megnmutathatd, hogy k8zos éentrumn forgdsok Abel
féle. transzormdcids csoportot alkbtnak,‘valémint a tenge-

lyeket a centrum kdriil tetszllezesen (egylitt) elforgatva

-~ az uj tengelyekre vonatkozd tengeiyes tiikrozések gzorzata

az eredetli forgdst adja. Merfleges tengelyek eaetén a

forgdst centrilis tilkrozéanek nevezziik,

A piarhuzamos eltoldsoksat pdrhuzamos tenegglyekreivonat-

Koz$ tlkrozések srorzataként definifljuk. Fzek a transz-

formdciodk is Abel féle transzformdclds csoportot alkotnak,

valamintta tengelyeket egylttesen tetsiSlegesen-pérh&zamo-

gan eltolva az dltaluk meghatdrozott eltolds nem vdltosmike.
Az eddig elmondottakbsl kdnnyen 14thatd, hogy hérom

kBizts pontra ilieszked6 vagy egymdssal pirhuzamos tengelyre

vonatkozd tikrtzés szorzate ismét tengelyes tlikrozée. Az

s

igs megmutathatd, ho dros szédmi centrdlis tiikpdzéa szor-
b .

 zata parhuzemos eltolds, mig pdratlan szdmi szorzata ismét

centrdlias tlikrdzés. .
Ha hdrom, T, , Te )'tc tengelyes tﬁkrﬁzéghél alv’
és a,bl c teljesiil, akkdf 8 Ta rtﬁ-’tc azorzatot

csvgztatva tikrdzéanek nevezziik,

TetgzBleges izometridra megmutathatd, hogy vagy tehgelyes_

tiikrozés vegy forgds vagy pirhuzamos eltolds vagy pedig

calsztatva tilkrdzés.
A tenpelyes tlkrizések -felcserélhetfségére vonatkozdan

még megjegyezailk a
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felcserélési szabdlyt, amibdl kbnnyen adddik, hogy

oy (Y — 7 ,
La be = tht“. = ha a=b vagy a Ll b teljesiil.
A térizometridk tdrgyaldsa hasonlden tOrténhet.

" Exkor axiduatikusan & sikre vonatkozd tlkrizéseket vezet= .

 14.%T 2. fejezetében.

 is nyomon kivetkets, és itt csek az irdnyitds, szbg és teril-

tott azBpeket az elemi szdgeknek mozgdgokra vonatkozé

hetJiik be ds ezek segitaégével definiilhatdk a_tBbbi spe- |
cidlis izometridk. Pl. Két metszd sikra vonetkozd tukrazés
azorzatdt tengely korlli forgasnak nevezzuk, mlg ha a ket
51k pirhuzamog, akkor a szorzatot parhuzamos : eltolaanak

neverzzitk. A térizometridkra vonetkozd részletes tdrgyaldst

A geometria fogalmi rendgzerének kiépitémséhen az izometridk

e lehetd legalapvet5bb szerepet jdtezdk. Ez a késSbblekben

1et fobalnakat emlitjlik.

A gikot irényitottnak nevezziik, ha minden rendezett ( g ) o

egyenesenek kitiintetjiik az egylk §:3 félaikjat (jobbpartjdt) i
tgy, hogy ha valahdnyszor egy LF mozgds & ( 3 éz)_egyenest g
g (b £ ) rendezett egyenesbe transzPormdlja, mindannylszor !
a jobb part jobb partba keriil. - N

A teret Ugy irdnyitjuk, hogy az irdnyitott sikok jobb part ;

rendszerét tintetjlik ki mozgdsinveridnsg nédon. A térnek is

pontosan két irdnyitdsa létezik.

l
|
Bleml azdgnek az (a,y b.) alaku pirokat nevezzik, ahol ‘

a, és b, kUzds kezd8pontld félegyenesek., A sikban az irényfi-

egybevégledzl osztdlyeiként definifljuk. Ezek kizbtt, a
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reprezentdnsok amegitsdgével definidlt Ai<(a+b+) + £

(b+c+) = <§ (g+c+) Csgzeadds Abel csoportot definiél;
A reprezentdnsok segitségével termdazetes rendezés is

bevezethetS, és bebizonyithetda gzdgmérésre vonatkozs.

pontesan &gy

kovetkezd tétel:-Legyen - X >C>valés szim. Ekkor létezik

olyénrr¢ hozzarendeles, amelylk az iranyltott éiogekhez o

a [gx)intervallumbaveSG gzémot rendel Ygy, hogy (1)

§ (xep) = ($e0+ ) mod X ; (1) () £ $() ha X <f

~ tovabb4:(3) a ¢ a derékszoghoz a X/ 4 értéket rendeli.

A ¢ fiaggvényt mod ¥ mzbgrérésnek nevezzﬁk

Az elemi szognknek izometriékra vonatkozo egybevégésagi\

ogztdlyait skaldris vagy iranyltatlan szbgeknek nevezzlik.

A térbenTcsak'ezek a gzbgek definidlhatdk, az irdnyitott

gzbgek nem. A gzbgekre a Kiilsnréle szdgfiiggvényeket a szo-

kdzos mddon értelmazzﬁk.

Valamely ponthalmazt konvexnek nevezzlik, ha bdrmely

két pontjdval egylitt az ezeket YBsszekdtd szakaszt is

.tartalmazaa. A konvex halmazok metszete is konvex, éa

egy ponthalmasz lkonvex burkin a ponthalmazt tart&lmazé

konvex ponthalmerok metszetét értjilks A konvex burok az

a minimdlis konvex ponthalmaz, amelyik az adott ponthal-

mazt tartslmazza.

Ttt & terlilet és a “Erfogat mérdsdt csak ezekre a

a konvex ponthalmazokra vezetjiik be.

Bebizonyithatd a ktvetkezS tétel:
. Létezik egy és csak egy V hozzdrendelés, amelyik a Slk

ill. tér konvex K ponthalmazaihoz V(K) valds szimot rendel

a kovetkezd tulajdonsdgokkal
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(1) W) =2 0.
(2) Ha K =K1VK2 éa}Kllﬁ Ky = #, akkor
V(K) = V (K 4V (Ky) (edditivitds).

(3) Bdrmely Y dizometridra

(4) AV a sikban az egységnégyzethez ill. & térben

az egyaégkockdhoz az 1 értéket rendeli..

A V hozzdrendelést a sikban tertilet-mérésnek a térbéﬁj
pedig térfogat-mérésnek nevezzilk. A kbvetkezdkben iémert-
nek tételezziik fel a killénféle geémetria alakzatok (hdrom-
gzﬁgek, tetradderek, parallelepipednnok) térﬁlet-ill.
térfogat-képleteit is.

FPeladatok pdrhuzamos eltoldsokrs (M;lo-lé.o.- Ve66=-T1,
144~151.0.)

L | 2.1 Adottak az S, S, kOrok és az 1 egyenes. Huzzunk l-el

pirhuzamosan olyan 1® egyenest, amelynek az Sq1» 52

.....

kortikkel valé metszéapontjal adott a tdvolsdgra
vannak egymisgtdl. :
2,2/a, Hovd kell épiteni egy folydra az MN hidat, he azt

akarjuk, hogy az A és B falvak kozotti ut a legrovis
debb'legyen_(4./a. ébra).

4\$\\¢v o ii\\\w

/4
—

7 4 /a=b dbra

B ' -v ) ( *LF*(*K*)*)*V '=**'*V*(*K")"*’7Tf’(’i*nv'&’1‘1:&’nci*&)i" e
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" Peltételek: Az A és B falvak a foly$ killonbdz§ pontjain

helyezkedhek el, a folydét pedig két pdrhuzamos egyenes
41tal meghatdrozott sdvnak tekintjik,a hid irdnya merSle-
ges a folyd irdnydra. | '

~b) 0ldjuk meg a feladatot ugy is, hogy a. ?ét falut

t5bb folyd is elvdlaszthatja, amelyek mindegyikén hidat
akarunk-épiteni (A feltételek az elézdek (4/b abrai}

2.3/a. Hatérozzuk meg- azokndcaz M pontoknak a halmazét,
amelyeknek az adott 1, én 1? egyenesekt61 mért tévolsag-
Ysozege egy ellre adott szakasz 8 hosszaval egyezik meg.

b) Hatdrozzuk meg azoknak az M pontoknak a halnazét,
amelyeknek az adott 14 éz 1, egyenesektSl mért tdvolsdguk
kiiltinhaég ismert & hosszuéég.

2.4, Bizonyitsuk be, hogy ha egy ABCD négyazdg MN k8zép=-

‘vonalnak s hossza mezegyeszik az AB és a CD oldaluk szém-

tani kdzepével, akkor a négyszﬁg trapéz. (M az AD, N
pedig a BC oldal felezéal pontja.) “

2450 Ismefjﬁkjegy kdr AB
éa CD hﬁrjait; Keressiik a
 kbrbén olyan X pontot, hogy
- az AX és a BX hurok a CD
hurbél adott a hozszisdgu
EF szakaszt vdgjanak ki

—_— . (5. ébr&).
5 dbra - ,. __élﬂ; Az Sl és 82 korok

metszéspontjalt Jelvljik
A-val és B-vel. Huzzunk
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S, kdrok belsejébe esb része adott g nagysdgu gzakasz
lesz.

g) Szerkessgziink adott hdromszbggel egyﬁevégé hfdrom=-
szoget, amelynek az oldalai hdrom adott ponton haladnak

2.7+ Agott kér kor az Sy éas az 32;9Sierkesszunk olyan

. Gaszege ( vagy & klilsnbsége) adott g nagysdgu szekagszal

B.to

1 egyenest amely: R ’
a) pirhuzamos egy edott 1, egyenessel, és ag Sléés‘sz |
K5 r6KDb 61 egyean hirokat metsz ki. 3‘ ;
b) pirhuzamoz az adott 1, egyenegsel és az Sy ¢ és S, |

k5r8k olyan hurokat metszenek ki beldle, amelyeknek ag

egyezik meg.

c) dthalad egy A ponton, és az S; és az S, kortk egyen16
hurokat metszenek ki belSle.
2.8+ Adott a g égaz 1 metaz8 egyenes meg egy ABC A .
Sgerkesszilnk -az . adottal egybevdgd hdrdmszdget gy, hogy
annak egylk oldﬂla'a g, szenkdzti csicsa pedig az 1l egyenesen
legyen! i |
2.9, Adott az ABC A\ és az 1 irdny. Szerkesszﬁk meg az i
irdnnyal parhuzamos e egyenest Ugy, hogy az AB oldalt olyan ”
X, a BC-t pedig olyan Y pontban messe, amelyekre te;jesﬂl \
ay AX:BY=m:n adott ardny!
3;19; Adott az a; meg az a, egyenes é3 az Ty, hyy Tps h2\
szakaszok, valamint az i irdny. Szerkesssziink olyan két k9
amelyek kdziil az rlaugarﬁ az a1-b61 hys 8% T sugari ag
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32-b61 h, hosszisdgi hirt metaz ki, és olyan pontban érintik
egyméat, qme}yhgz_tgffgzdfkazas érint6jilk i-vel pérhuzamos!
2.11. Adott é—i iér,‘édP.pont és a ¢ szakasz. Irjunk az
adott korbe olyan ABC /\ -et, amelynek c oldala nagységra

s irédnyra az adott c szakasazal egyezl, a y 8706g felezﬁjewvv*W¥7

pedig az adott P ponton mégy at!

2.12. Adott & k k8r és benme az AB,CD hirok, tovébbd a=z
FG szakasz. Szerkessziink a k8ron olyan X pontot._amelybﬁl

AB-t CD-re vetitve, a vetlilet hossza FG!

2.13. Adott az ABC A éa egy t szakasz. Keressiuk az AB
oldalon olyan X, a BC oldalon pedig olyan ¥ pontot,‘amelyek-
re érvényes ar XY=t egyenlSség, és az AX:CY=n:n ardny adott!

g;lg; Adott két kor (Ol,rl), (05yr5), az i irény meg a t
gzakasz. Szerkesaziink i-vel pirhuzamosan olyan egyenest,
amelyb8l az adott kSrik blyan hirokat metszenek ki, hogy
azok hosgzainak bsszege ag adott +t szakasy hosszdval egyen-
161 | |

2,15, Egy adott P ponton 4t azerkesszlink olyaé egyenest,
amelyb3l két adott kor egyenl8 hosssi nérokat metsz kil

2,16, Két adott (Olrl), <02r2) k8rben olyan pédrhuzamos
sugarakat kell szerkeszteniink, am8lyek egy adotf P pontbél
egyenl$ azdg alatt ldtszansk. |

2.17. Szerkessziink olyan trapézt, amelynek adott a két
4t16ja, a k8zépvonala 6és egy szbge! -
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2,18, Szerkessaziink olyan négyazdget, amelynél adott az
8y by ¢, d oldalak hossza és az ac szbg!

2.19. Szerkesaziink olyan négysziget, amelynél adva van
az e é3 az £ &t16k hossza, az ef szbg(= ? ), tovdbbd a

négyszdg két szenkdztl szbge (x'ésﬁ) !

2.20. Szerkesswiik meg azt a trapézt, amélynél’adg%t_é;”

‘e é3 az £ &t16k hossza, az ef sz8g (= ? ), valamint két

gzomgzdédos oldal Ysszege (a+b)!

2.21. Szerkesaziink olyan hirnégyszdget, . amelyben adott

‘az e és az f 4t16k hossza, ezek ¢ hajldsszdge, t ovébbé

sz egyik £tlénak az egyik oldallal bezdrt sibgel

2,22, Adott a négyszig e és £ 4t16j4nak hossza, azeknek ' . |

tghmjlésszdge, az o és a b oldalak ardnya ( atb=piq)

és a misik két oldalnak (c,d)y hajlédssztge. Szerkessziik
meg a négysziget!

2,23.Ad0tt az ABCTD négyszégben két szemkdsti (AB, CD)
oldalénak hossza, tovédbbd a kSvetkezd hérom‘szﬁngACA£)
ACDAi BDA 4..8¢erkessziik meg a négysziget!

2.24. Szerkeaszik meg a négyszbget két szemkbzti olda-
14b61 (AB, CD) éa négy szBgébbl! :

2425, Szerkesszilk meg 8 trapézt két atléjébél(e,f),ezek
azbgéb8l (£ ) és az egylk 0lddAbdl (AB)! ’

2426, Sze:ggggzgk_ggg az ABCD négysziget BC, CD, DA
oldaléibél_neg oc és,@ szbgeibSl! | _

2.27. Adott az ABCD négysztgnek két szemkﬁzti‘oldalé
(AD és BC), ezek ¥ hajldaszbge, valamint a két £t16

( @ és £). Szerkesszliik meg a négysziget!
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2.28, Szerkesszﬁnk uvapézt, ha adott m magasaiga, & DPar-
huzarmos oldalainak d kiiltnbaége és r, & kSrilirt kdr sugara!
2.29. Adott az ABCD trapézban az e és az £ 4t16, a pdrhuza-
‘mos oldalak felezési pontjait Baszektts k azakasz, meg azr
4118k felezéai pontjelt Bagzekts t szakasz. SzerkesszﬁkA

-meg a trapéztl— — — e e

2,30, Adott a kbr éa azon a D, E, F pontok. Irjunk a kirbe .
olyan ABC /\ ~et, hogy az ehhez tartozd hirom {v felezési
pontja D, E, F legyen! | v
2.31. Tikrdzzik az A pontot egymés utdn a Pl,Pz,P3,P4
paralelogramnma négy osidcsdral Bizonyitsuk be, hogy ha
eltériink a ciklikus sorrendtfl, akkor a négy tukrdzes
ereddje olyan transzldcié, amelynek mértéke valamelyik ol-
dal hosszdnak négyszerese!
2,32, Adott az A pont éa az egy egyenesen fekv& PysPy
- éa P3 pontok. Szerkeasziik meg @t ag 0 pontot, amelyre
vald tiikrézéagel helyettesithetl az A pontjak ax adott
pontokra ( az adott gorrendben) valé egymds utdni tikrt-
zége! | -
2.33. HelyettesfthetS-e a Py és a P, centrumokra vald egy-
nds utdni tikrdzés egyetlen pontra vald tﬁkrﬁzéssel?
2,34, Adva venvégy pérhuzemos 81k.(sl\lszl183\ls4).
Mikrdzsiink egy tetszlleges P pontot a négy sfkra egymds
uténs Pl’PIZSPIZB,P1234,I Hol lesz P1234f
2.35. A szebdlyos oktaddes hirom csicstengelyének vég-
pontjai legyeneks: 1 éa 4,2 éa 5,3 és 6. Tukrbzzunk egy
tetsleeges A pontot az 1,2,3,4,5,6 sorrendben e hogy
az ela8 tikdrkép Ay ennek. tiikkdrképe A12, A123’.."A1_6
legyen! A végeredmény mivel helyetteaithet§?




- 16 -

2,36,  Valamely kocka egy catcadbSl kiinduld hdrom élének

végpontjai 1egyenek 1 3 éa 5. E eaticsokkal dtellenes cal-
csok legjenek 4,u és 2. Tﬁkrﬁzzﬂnk egy tetszoleges A pontot

' a kSvetkezd sorrendbens 1,2,3,4,5,6 1&gy, hogy 8z elsG tUkSr-

kép Ays ennek tikdrképe A12 ennek tukﬁrképe A123,l$.,

Aq ¢ legyen! Mivel helyetteaithetl a végeredmény?
__21; Adve ven egy ponton dtmenS hédrom afks Sl, 52,83
és egy ABC A . Adjunk meg egy i vektort dgy, hogy a hérom-
szbget avval eltolva, & hérom pont a hédrom gikra illeszked-
Jék!

g_;gg Adva ven hérom kitérS egyenea: €11€21@39 Szerkeaszﬁk
meg azt a téglalapot, amelynek két csicsa az egyik egyeme-
gen van, a misik ké% caticga pedig a mdsik két egyenesen van!
2.39, Adva van hdrom olyan xitér8 egyenes, amelyek ugyan-
azon S s{kkal pirhuzamosak. Olyan deltoidot kell gzerkesz-
tend, aﬁelynél az egyik 4116 merSleges eq-Te ig mag e,-re
ia éa végpontjal e két égyenesen vannak. A harmadik cavcs
az eq-on van és e cadeshoz tartozd £t16 hossza adott 4

téVOlSégo

Forgdsok, centrdlis tﬁkrﬁiések (M.15-28, V 66é71, 144-151.0.)‘

2.4C. Adott egy S kbr, egy 1 egyenes és egy A pont. Huz-
gunk az A ponton keresztill olyan egyenest, melynek az 1
egyenessel és az S kdrrel vald metszéspontjdnak tévolségét
az A pont felezi.

g_ilL Huzzunk az Sy én S2 k8rbk kBzbs A pontjdn &% olyan '’
1 egyenest, melyre teljeslil hogys

. O R
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8) Az S, és8 S, 676k az 1-b8l egyenld hurokat met-

gzenek ki.
b) Az 5, éa S, kbrdk £1tal kimetszett hurok kill¥nbsége

adott & hosszusdgi szakasz legyen. o w

2,42, Adottak egy S kir AB és

GD hurjai, tovébbd a CD huron ‘
egy J pont. Szerkegszlink a kdrin '
olyan X pontot, hogy az AX és BX

hurok a CD hurbél olyan EF sza-

kaszt vdgjanak ki, mglynek ad

6e ébra_vw- ~ pont a felezésl pontje (6.4bra) T
2.43. Két pdrhugzamos egyenes |
d1tal meghatdrozott sdvnak nyil-f?
vénvaléan végtelen sok szimmetria-
kbzéppontja van, Iétezik-e olyan :
alakzat, melynek 1-nél t6bb, de .
véges sok szimmetriacentruma van?
(Pl.olyan alakzat, melynek kettd
és casak kettd szinmetriacent-

ruma van.)

2.44. Tekintsilk a sfk 01 02,..,0 péros szénu pontjét

és @ AB szakaszt. Az AB szakasz 0y pontra vonatkozé tUkSr-
képét Jeldljlk ‘




7/a-b ébra

A{B,-gyel, 8z AB, szakasgz 0, pontrae vonatkozd tﬁkéﬁképét
Asz-vel, stb.-végﬁl az An—l Bn—l gzakasy On pon%ra _
vonatkozd tilkdrképdt Aan—nel. Bizonyitsuk be, hogy'AA =
BB« Helyes marad-e az §11{t4e, ha n pdratlan? (A T./a. "
sbra az u=4 esetet dbrdzolja).

2.44(b. Ax 01,02”"’0n pontok a sik pontjai. Tegylk fel,
hogy @ n piratlan. Tikrbzzik a gfk egy tetaz8lges A pont-
jét 35«01’02""0n pontokra, majd folytatSlagosan ismétel-

 ten tlikrdzziik a kapott tiik8rképet az 01,02',_...0n pontokra. .

A 2n darab tukrﬁzés utdn kapott pontot jeldljlik A2 -nel.
Bizonyitsuk be, hogy Ay, = A, ( A 7/b. dbrdn az n=3 egetet
1$thatjuk.) Igaz marad-e az 411{tés, ha n péros?

- 2.45, Adott a 31kon piratlan szdmu pont. Legyenek ezitk

a pontok egy n-oldalu sokszbg oldalfelezd pontjai. Szer-
kesgziik meg az n-oldalu sokszdg oldalaite. Vizsgéljuk neg

azt az esetet is, amikor n paros!




., 8/a«b dbra

2.,46/8. Bizonyitsuk bve, hogy bédrmely négyszog oldal-

fele8 pontjai paralelogrammit hatéroznak meg! (8/5 dbra). ‘
2.46/b. Bgy hatszdg oldalfelezési pontjeit Jelsljitk Ny,Mpseees |
M¢-tal. Bizdnyitsuk be, hogy 1létezik olyan T, hiromszbg,
melynek oldalai pdrhuzamosak és egyenllk az Mle,'MSMS éza—
kaszokkal, és létezik olyan T, hiromszdg, melynek oldalei
padrhuzamoask éa egyenl6k ay M2M3, M4M5 SZakaszpkkal (8/bv
dbra). , -

247, Adott az 11és az 1, egyenes, az A pont ég egy
8z8g. Szerkessziink olyan A kBzéppontd kirt, é@élyben ag 11
 éa 1, egyenesek dltal kimetszett kBrivherz tarszé ktzépponti .
8z8g K | o o
giig. Szerkesaziink olyan szabdlyos héromsngeé; melynek a i
csucsai hdrom pirhuzamoa egyenesen, vagy pedig hdrom kon- !
centrikus kdron helyezkednek el. |

- 2.49. Adott az S kbr, az A és B pontok valamint egy o szdge. |

Sgerkessziink az S kdrdn olyan C és D pontokat, amelyekre

igaz, hogy CA || DB éas a CD ivhez tartozd k8zépponti szbg o .
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2.50. Adottak az Sy és S, kordk, az A pont éa egy X mzdg.
az

Szerkesarlink A ponton 4t olyan X nagysé4gi azdget bezdrd

1, és 1, gzellket, amelyekbdl az S1 éa 82 korck egyenl$

nagyadgi hurokat metszenek ki.

2,51, Szerkessziink n-gzbget, ha ismerjik azt az n darab |

pontot, melyek az® n sg8g oldalaira mint alapra szerkesz-
tett, adott o<, <, ..., K, szdrazbgd, égyenlSszdri hi-

romgzdgek csucsai (9. dbra n=6).

9. dbra \

2,52, Egy ABC hédromazdg olda- \
laira kifelé szahdlyos hdrom- '

' szbgeket azerkesztiink. Bizonyit-

suk be, hogy ezeknek & hiromszt-
geknek az Oy, O, O3 ktzéppont jai i
iamét mzabdlyos hdromsztget ha-
tdroznak meg (lO.4bra). Vdltozik-e | 10. £bra
a feladat 411{tdsa, ha a szabdlye- |

hévomszdgeket nem kifelé, hanen
befelé szerkegztijiik? "~ =




2.54. Egy ABCD paralelogramma
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b) Egy ABC hdromszdg oldalaira gzarkesssziink kifelé
egyenlé szdrd hdromszdgeket. A BCAy, ACB,, ABCy
egenlSszdrd hdromszdgek szdrszdgelt, azaz as Al,Bl,Cl
.caucsoknil levd szdgeket jelﬁljﬁk X, ﬂ és ¥ =-val. |
Bizonyitsuk be, hogy ha F Y =360°,'akkor az
7A1Blcl niromszdg szbgel -?F-,-—g—esﬁig-l.Tehét

- az AlBl 1 hiromszbg szbgel fiiggetlenek az ABC hdromszog
megvédlasztisdtdl. Vdltozik-e a feladat allitésa, ha az

egyenldgzdari haromszogeket befele szerkesztjﬁk?

2,53, ' Szerkesazlink egy ABC héromszag oldalaira ézabélyos
BCAq, AGBI, ABCl_héromszﬁgeket. Az Ay és A pontdk_avBC
oldel, a

By és B pontok pedig az

AC oldal kHl¥nb8zd pontjein
helyezkednek el, a Cy éa C
pontokat viszont ne vélassza

el az AB oldal.'Jelﬁljﬁk M-

mel az ABCy | haromszog kdzép—

_ pontjét. Bizonyitsuk be, hogyl
11, dbra az AlBIM haronszbg olyan egyen~

18gzdri héromazdg, nmelynek
az M-csucandl levs aszge 120
(11. dbra).

oldalal £61é szerkesmziink kife-
1é-négyzeteket. Bilzonyltsuk be,
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hogy ezeknek a négyzeteknek

az Ml' N[Z’ MB’ M4 kBZép“‘

pontjai négyzetet hatdroznak
meg (12 ébra). Megvédltozik-e

a feladat 41litdsa, ha minden

négyzetet befeléd rajzolunk?

2,55, Adott egy ABCD Xonvex | :
négyszdg. Bizonyitsuk be, hogy 12.ébrg‘_-7m“—“"
he az ABO1 és. a CDO, egyenl 8= o ' 3

gzdru deréksztglil hdromszdgek

O1 ég 03 csucsal egybeesnek,

- akkor a BCO, és a DAO4 egyenl8azdru derékszﬁgﬁ haromszd— '
gek 0, ée O4 csuceai is egybeesnek (13.4bra). Az dbrén

mind a négy hiromazdg a négyszbg belsejében van.

7C

2,56, Adva van az AB mrsakasy meg a vele egyenlg'hosszﬁ
AyB, szakasz dgy, hogy AB,H’AlBl. (Ismeretes, hogy ekkor
~ van egy olyan 0, pont, amely kbriili forgatdssal a kéi
szakesz megfelels pontjal fedésbe hozhatdk). Toljuk el




az AlBl szakaszt egy tetazlleges irényﬁan az Asz,
ABBB"" helyzetekbe! Mi lesz az eredeti . AB szakaszi
az Uj helyzetekbe dtviv8 forgatdsok 02;03... forgdadi
< k6;éppontjainak mértani helye?

2.57. Adve van az AB grakasz meg a vele egyen16 hosszd

'AlBl szakesz ULy, hogy ABJrAlBl. Forgassuk el az AyBy
szakaszt egy tetzzlleges K. pont kirill az AgBosAgByyess
helyzetekbe! Mi lesz az eredeti AB szakaszi az ﬁj hely-
zetekbe atvivo forgatdsok 02,03,... forgata31 centrue
mainak halmaza? |

2.,58. Adva van az AB szakasz meg a vele egyehlS hossz
ég pédrhuzanmos Al'B1 gzakasz., Forgeasuk el egy tetezlleges
Klpont koril az AlB1 szakaszt az'Azﬁz,OA3B3,... helyze-
tekbe! Mi lesz az eredeti AB-t ezekbe a helyzetekbe
vivd 053055000 forgatdsi centrumok halmaza? |

§9. Adott az ABCD negyszbg négy cslcsa, & negyszbg i

gzbgel d,ﬂ,xq .FPorgeasuk a sfk tetsz61eges‘P pont jat- -
a négy cslca k8riil rendre egymds utdn K fY éa &
gzbggel! a) Mi a négy forgatds eredéje? b) .Mikor leaz

ez azonosmsig?

2,604 Az ABC A ~ben adott « )b+c,-£bvébbé a BD+CD4

Baszeg, ahol D az m, magassdg talppontja. Szerkesszitk

meg a hdromszdget! | | | '
2,61, Adottek az(0q,7y), (05,7,) kBrtk és az A pont. Szer-

keasziink olyan egyenld oldald héromsztget, amelynek egyik

csucsa A, a méaik kettS pedig egy-egy adott kdrtn van!

—




2462, Adott két pdrhuzamos egyenes és az egylken egy
A pont, tovébbd egy tetszbleges P pont. Szerkessziink

az A é3 a P pontokon 4t olyan két pdrhuzamos egyenest,

amelyek az adott két egyenessel egylitt rombuszt hatdrol-

2 63. Adott egy kdrazelet és gy héromszag. Szerkesszﬁnk .
az adott hdromszdggel egybevdgd hdromszbget ugy, hogy an-
nak csdcsai a kdrazslet hirJdn, illetve ivén legyenek!

' 2.64. Adott egy kUr és egy P pont. Szerkesszilnk a korbe
olyan ABC A -et, amelynek adott az a oldala, azféa gily-
vonala 4 a gilyvonalnak a P ponfon kell éthaladﬁialw.
2,65, Adott hirom koncentrikus kbr. Szerkessziink olyar

egyenld szdrd derékszigl hédrmmszdget, amelynek minden

ceicsa egy-egy kirdn, a derékszbg csitcsa pedlg a legnagyobb L

. sugaru kdrén van!

_ 24 66 Adott egy paralelogramnsa és az ABRC egyenlo agérd

haromszog, melynek f6csicsa C. Szerkessziink a paralelog-

rammiba az adotthoz hasonld héromszBget- gy, hogy C csicse.

a paralelogramma egylk cavicsdban legyen, mésik két caticsa

pedig egy-egy oldalédn!

2.67. Adott a paralelogremma és 8z w szog¢ Irjunk e

paralelogrammiba olyan téglalapot, amelyben az 4t18k azbge
Wi

2,68. Adottak az (Ol,rl), (02,r2 (03,r3) k6rdk. Keressink

a kbrokdn egy-egy (Al, Agy AB).pontot dgy, hogy az A1A2A3

AN 010203 D -gel egybevdgd legyen!
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2.69. Adva van négy olyan slk (81,82,8 ) amelyek egy t
egyenesre illesgkednek, TikrSzziink egy P pontot a négy
sikra egymis utdn! Hol lesxz P1234 .
2.70. Adva van négy siks Sl\\sz,es S \lS4, de z*r S3e Mivel |
halyettes1thet6 a négy sik vald egymds utdni tUkrbzés?
2.11. Adva van négy sik: Sl' Sy S3, S4 gy, hogy~azok ugyan-

'fazon~t~egyenesael—pérhuzamosakt~Mimleszfafnégymegymésﬁuténi~7i~wwws
tikrozéds ereddje? |
2.72, Adva van négy afk dgy, hogy Sl’ 82 1lleazkedik ugyan-
azon t egyenesre, S4 viszont a t&bbihex kepest altalanos
helyzetd, Mi lesz a négy egyméa_nténi_tﬁkrﬁzéa eredGJe?
2.73. Mi az Baszefiiggés = S PRt

szabilyos tetradder lapszige és = szabélyos oktaéd9r lapszige

- 2.74. Adva Vanjavézabélyos tetradder négy lapjdnak sikja: ]

S1s Sps S5 é8 54, he Sys Sps$y8ikok kbzba pontjdn &t vegylink '
egy‘ﬁj gikot (Ss),mely pirhuzamos S4-gyell Allapftsuk meg,

hogy az. egy ponton dtmend négy sik mit alkot!

2475 Adva ven egy szabdlyos tetraédér négy hatdrold sikja:

Sq» Sg, S35 5y o A négy dltaldnos sikra vald tlkPBzdsnél

tanult mddon végemzitk el hdrom forgatist ﬁgy,lhogy véglil is

S3 meg S4 és 32 neg S1 i1s merdlegesek legyenek egymésral.
Mutagsuk. meg-a% eredményt rajzban és szémitésban egyﬁft!

2476+ Adva van a szabdlyos oktaéderbll egy csﬁcsﬁan Yo~

futd héromsziglap: 815 825 S 35 5, Forgassuk el metgzés-~
ﬁpnaluk kdrlil Sy~et s S,~t, majd Sq-at én Sy~-et dgy, hogy
S, és 83 azonos legyen mint 4t16a aik! Keresailk meg ez S,

és az S4 metézéavonalét!
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2.77. Az ABC mzabidlyos héromszdg alapli gila alapéle 2 (E;

0ldaléle (51 Mit 4llapfthatunk meg agila D fdlcsvicsdban

BsszefutS hirom lap vetiileti héromélérsl?

2,78+ Adve van egy szabdlyos tetraéddernek egy cslcsban

Bggzefutd hdrom lapjae. Hatérozzuk neg a vetilleti héromél

elszogein“k ossiéget' |

2:79e Adva van a térben egy O ponton &tmend négy egyenes:
81y 85 84 a4 .41taldnos helyzetben. ( Ez terméazetesen aszt

is Jelenti, hogy legfeljebb két egyenea van egy sikban). k=

rézzink egy tetazbleges P pontot, majd annak tukbrképét a négy

egyenesre egymis utdn! Mi lesz a négy tilkrtzés eredmenye, ég

hbgyan érhet jik azt el? '

2,80. Legyen a szabdlyos oktadder egyik (0) cslcsdban Ossze-

futd négy 1 a;, 8y 83y 8y . Alkelmazzuk . rajzban az eldzS

feladatot erre az egsetre! |
2.8le Adva van egy ponton étmen6 hédrom egyenes agy, hogy

azok paronkent merSlegesek egymdsra ( egy'kocka élei).
Mikrozzlink egy P pintot, majd annak tikdrképét sorban mind

a hdrom egyenesre! Ml lesz az eredd elmdzdulés?'

2.82, Adva van egy O ponton dtmend 8t afk &1ltaldnos helyzetbens

- ( B= térmészetesen azt is jelenti, hogy egy metszésvonalra

t6bb 87k nem 1llesskedik), Tikrbzziink egy P pontot, majd
tiikdrképét sorban s négy egyenesre egymds utdn! Mi lesz az
ered§ mozgds? |

2.83. gy kocka k8zéppoptjdra illeszkedik a négy csicsten-
gely: dl’ d2, d,, d4. Tikrbzziink egy tetézGleges P pontot,
majd annak tukdrkepét sorban a négy egyenesre egymas utédn!

irjuk le, hogy mivel helyettesithets a végeredmeny'
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Irdnyitist fordito izometriék (M 29 52, V.66-7l 144-151.0)

2.84. Vegylink fel az MN egyenes egylk partjan egy A ég o
egy B pontot. Szerkessziink az MN egyermesen olyasn X pontot, ‘
hogy az AX és s BX egyeunesek az MN egyenessel egyenl$ szb-
geket zdrjanak be. | | o

‘az AX egyenes ketszer akkor sziget zarjon be az MN egyenessel,

‘mint a BX egyenes, azaz AXM 4. =2BIN 4. (14.4bra). L

az egyeneseket 1; , 1, és 1,-

Ay pontot. Szerkessgziink olyan | ‘ "

D) Vegyﬁnkgféi az MN egyenes egyik oldaldn egy 5,83 ggiffi
SQVkBrt. Szerekessrzink az MN egyenesen olyan X pontot,
melybSl a k6rhoz huzott érintSk egyenld azbgeket zé:nék be
az MN egyenessel. ' . ;

c_ ) Vegylink fel az MN egyenes egyik partjén egy A és egy
B pontot. Szerkesszﬁnk az MN egyenesen olyan X pontot hogy

2485, Adott egy ponton dthaledd hirom egyenea, Jeldljiik
ezeket az ngenesek ll, 1, éa 13-mal. Vegylink fel az egyi-
ken egy A pontot. Szerkeaszdnk olyan ABC haromezoget, mely-
nek az 11, 12 éag az 13 egyenesek a szogfelez6i! o ‘

“l Adott egy S k¥r éa a kdr k3zéppontjdn dtheladd 11 12 és
13 egyenag, Irjunk a kbr k8ré olyan héromszoget, melynek

csucgal az adott egyeneseken vanmak.

c) Adott egy ponton dthaladd |
|
hérom egyenes, Jeldljiik ezeket

§

mal. Az egylken vegylink fel egy

ABC hérbmszﬁget, hogy ez Ay pont
a BC oldal felezbpontja, az 11, ;4’ dbra
1, és IBegyenesek pedig a hérom- - . T

szdg oldalfelez§ merdlegesei legyenek.




24§§{' Szerkesszlik meg az ABC héromsnget, ha ismerjﬁk az
AB = a hosszusdgu oldaldt, ehhez az oldaléhoz tartozsé m;
magasadgit és az oldslon fekvd szgek kiiltnbségét, a 'J’-ta

b) Szerkessziink hiromsz¥get, ha ismerjlk két.oldalénak a

hosszdt és a harmadik oldalon fekvd szbgek killtnbeégét!

ISQébra »

2.87. Adott egy MON szbg és két pont, az A ég a B. Szer-
\keSSZUnk az OM egyenesen olyan X pontot, hogy az XYZ héron-
87dg egyéanszérﬁ hiromsztg legyen (15.8bra).

2.88, Ismerjiik az ABCD négyszdg minden oldaldnak a hosszét.
Szerkessazlik meg a négyszdget ha tudjuk, hogy az AC &t16ja
felezi az A csucsnéi levs szdget!

b) Sierkesszﬁk meg az ABCD érint6négysz6ggt, ha ismerjilk
az AB és az AD oldalak hosszdt, valamint a B és:D csucsokndl
levd azdgek nagysdgdt. )

._'gggg. Tadjuk, hogy s bilifrdgolyd egy egyenes falrél ugyan-
akkors azdg alatt verfdik viagza, mint amekkorérszagben neki-

Utkozott. ,
Adott & sfkban n egyenes és a két pont. Jeldljilk az egye-

neseket 1,, lyyeee, 1 -nel a két pontot pedig A-val és B-vels

1
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Milyen szdg alatt kell ellkni
a golydt az A pontbbl, hogy egy-

misutdn mindegyik egyenesrSl valéd '
visagzaverddés utdn a B pontba
jusson a .golyé (16. 4bra nns).
b) Vizsgéljuk meg ennek a feladat-

SR + --w———— mgk agt a specidlis esetét, amikor

16, dbra az A pont megegyezik a B ponttal,

n=4 és az 11, 12, 13, 14 egyenegek téglalapot hatéroznak neg f

Bizonyitsuk be, hogy ebben az esetben a biliérdgoi&é dltal
megtett ut a téglalap 4tl6jdnak a kétszeresével egyezik
meg ( azaz a megtett ut nagysdga fliggetlen az Afﬁont*neg-

vélasrt4sddl.) Bizony{tsuk be azt is, hogy ha a golyé az ‘

A pontbha t¥rténd visszatérése utdn tovébb‘mozog, akkor

ujabb négy visamzaver8dds utdn iamét visszatér az A pontha.

2,90 Adott az 1 egyenes killonb8zS partjain egy A és egy
B pont. Szerkessziink az egyenesen olyan X pontot, hogy

az AX és BX szakaszok Usszege adott g hossrusdgu szakesz- '

szalvegyezzen nege. | S ‘_

b) Adott az 1 egyenes xl18nb628 partjain eéy A és‘egy‘

B pont._Szerkesszunk az egyenegen olyan X pontot, hogy

az AX és a BX szakaszok hosszkiilénbsége adott g hosszusdg
‘legyen. ‘ "

2.91. Bizony{tsuk be, hogy ha égy tetsz8legea ABC hérmm-

8288 magagsdgpontjidt tiikrozziilk az oldalakra, akkor a
tikdrképek a hiromszdg k8ré irt kSrdn 1eszhek.

!

i




' hiromszdgnek, az A, pont az
2

~ pont pedig az_A1A2A4 hérom-~

. =30~

b) Szerkesszilk meg az ABC ndromszbget, ha ismerjik a
magasségpontjénak az oldalakra vonatkozé tukﬁrképeit! |
2,92, Vegylk fel a gikban az Al’ A2, AB’ A4 pontokat gy,

‘hogy as A4 pont az A1A2A3héromsz6g magagsdgpontja 1egyen.

 Jeldljilk azm Ay A2 3 A1A2A4, A1A3 4 éa az A2A3 4 hérom

sz8gek koré Lrt Koroket 5y, S45 S, 68 S -gyel, a kozep-”mw .
4* P30 P2 7% (Ll

pontjaikat pedig Oys 03, 0, éa 04-gyel.
Bizonyitsuk be, hogy! '
a) Az Ay pqnﬁAaz AjAsh,

A1A3 A4 haroms;dgnek, az A3

gzdgnek a magassdgpontjae
b)Az Sqs 32’,83 éas oz S4

x8r8k sugaral megegyeznek.
Cc)Az 01020304 négyazsg

 valamilyen O pontja vonat-

kozdan az‘A1A2A3A4A négyazig
tliktrképe (17.4bra). ( A fe-

ladat c) réazét ugy is megﬁo-
galmazhatjul, hogy az 404 ( 1=1,2, 3,4) szakaszok fele=
z8pontjal egybeesnek.)

2,93, Adott a sikban négy pont. Jeldljﬁk ezeket a
pontokat A, Aps Aqy Ay -gel. Jeltljlk asz AjAjAq, A1A2A4’

A1A3A4, A2A3A4 hiromggdgek maggsségpontjait rendre




Bl ez ARGy, A AN, AYAMH, Apksl N,

| A2A4M1M3 ' A3A4M1M2 és MiM2M3M4 pontnégyesek egy-egy korsn
2494, Birony{itsuk be, hogy ha egy gokszbgnek kettdnédl t8bdb

."egymast!

- nal hossza minimdlis legyen.
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- suk be, hogy ha asz A1A2A3A4 pontok |
egy kbrtn helyezkednek el, akkor:
a)Ax M, M Mo M, négyézﬁg az

AjApAsh, négyszignek valamilyen |

‘M pontra vonatkozd tUkbrképe less

(18, dbra). (Azt ia mondhatjuk, hogy - |
| az A M, (i=1,2,3,4) szakaggok féleQ-' i
18. ébfa | ’ zéspontjal megegyesznek, e? lesz az

i

M, pont).

helyezkednek el, 4= ezeknek a kYrtknek a sugaral egyenlék.

gzimmetrliatengelye van, akkor azok mind egy ponthan metszik

2+95. Adott axz 1 egyenes egyik oldaldnr két ponf, az A és
a B, valamint egy a hosszusdgu szakasz., Keressiluk az 1

egyenesen olyan g hosszusdgu XY szakaszt, hogy az AXYB t8r8ttvo=

2,96, Srerkesasziik meg ez ABCD négysiﬁget, ha tudjuk, hogy a
C és a D caucandl levs asdgek egyenllk, tovdbbd iamerjik az -
AB és a CD oldalak hosazdt, valamint & BC éa ax AD oldalsk
osszegét és az A pontnek a CD oldaltdl vald a tévolségét.
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2.27. A fénysugdr a s{ktikdrrdl ugy verddik visgza, hogy
a beesdal gztg és a visszaver8dési szig megeg&ezik. He-
lyezziink el .a afkon két egymissal « szbget bezdrs skk—

o S
92 y 8hol n

-tﬁkrﬁt.,Bizonyitsuk be,'hogyha?azv¢=
egéuz mszdmp akkor bdrmely olyan fénysugdr, amely bejut

ebbe a tartominyba, bizonyos szdmu visszaverddée utdn
a bejovs irdmnysl ellentétes irdnyban jut ki ebbdl a

tartoménybél.

1?/a-b dbra

2}98. Adoftak a afk 11’12""’1n egyenesel. Szerkessziink

olyan AlAZ"’An sdksz&get, amelynek ezek az egyenesek

a) az oldalfelexd ner61egesei (19/a dbra),
b) a csucsokndl levs kille§ vegy belsd szigfelezdi
(29/b dbra). .
Vizsgdljuk meg kiilsn agt az esetet, amikof n piros; és
azt az esetet, amikor n pdratlan! Milen esetekbeh nem
lesz a feladatnak megolddsa, és milyen esetekben leaz a |

feladat hatdrozat lan?




" sokszidget, amelynél

“b-c klilonbség. Szerkesszilk meg a hiromsudget!
- gzoget!

- 2,105. Adott az ABCD négyszbg négy oldala, és tudjuh; hogy
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2.99. Adott a sikon n - 1 dareb egyenes az 1y, ljyeesly
és egy M poni., Szerkessziink olyan AlAz“‘An n oldalu | ’

a)az AjAjoldal felezdpontja M, a t5bbi oldal felezd-
mer6iegeséi pedig az adott egyenesek. |

:n_) ;i.szlf csucandl levs szBg nagysiga o< €ém ennek a
ézagnek a szdgfelezdje haladjon 4t ar M ponton,
az Ay 5 Aq seseshy caucsokndl levd szdgek szdg-
felezdi pedig az adott 12‘,...1# egyeneqek,legyenek;

2,100.Szerkeassink egy adott sugaru kirbe beibt n;dldalu
sokszdget, amelynek az oldalai parhuzamosak a gik eisre
megadott n darab egyenesévell |

2.101. Adott az ABC A b oldala « szdge és az a-c kilinbség.
Srerkesszilk meg a hdromszdget!

2.102.Adott az ABC A -ben az s oldel, az X 8zdg és a

2,103. Adott az ABC A -2en arx my magessdg, a (- ) kildnb-

ség és r, & koriilirt k8r sugara. Szerkessgilk meg a hirom- —

a magasadga, valamint a
. . |
/3—'X kiil8nbség, Szerkesazilk meg a hédromsziget!

2.104. Adott az ABC A a oldala m

az AC 4316 az K gz8g felezdje. Szerkesarilk meg a négy- .

gzdget!
2,106, Képzeljlink el egy hdromsztg alakd bilidrdasztalt és

azoh két pontagerd golydt. Milyen irdnyban kell az egyik
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golyét elldkni, hogy as asztal mindhdrom oldalén vigz-
gzaverddve, eltaldlja a misik golydt? |

2.107. Adott ax ABCD négyszdg oldalainak négy felesd
merdlegese ( helyzetilket tekintve). Szerkessziik meg a
negyszoget! N

2,108, Adott a ki meg a k, kbr és egy g egyenes. Sger-
kesszlink a két kirhds egy-egy olyan ty, 1lletve t,
érintdt, hogy azok metszéspontja g-n legyen, tovébbal
a tlg szog a gﬁg azdggel egyenls legyenI
2,109. Adott egy hegyessxdg két szdra ( a éa b), tovébba
a szdgtartominyon bellil a P és a Q pontoks Szerkesggﬂnk
_olYan ABC egyenld szérd héromszdget, melyheklfécsﬁcsa,
Aabd egyenesen van, alapja (BC) az a egyenesen,.tovébbé.
egy-egy szdra a P és a Q pontokon halad 4t! |
2,110, Adott az A éa . a B pont s a B-re illeszked6 b egye-
nes. Keressﬁnk 5 b-n olyan X és Y pontot, amelyek B-t61
‘egyenld tdvol vannak, 8 az XY szakasz az A pontbdSl édott'
A gzog alatt iétazik! |
2,111, Adott a két metazd kBr. Az egylk metazégpontonj
| (P) 8t olyan szellt szerkesszunk; ameij a kbroket még
egy-egy olyan pontban metszi, hogy a,velﬁk‘meghatérozott
szakassznak P a felezési pontja 1egyén!;’
2,112, Adott ABCD négyszrdgbe irjunk paralelbgrammét 4gY,
hogy csldcapontjal a négyszdg oldalain, £t16inak metszés-
pontjai pedig egy adott P pontban legyen! - | :




Wiwhbgj‘kordljarésuk ellentétes.
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2,113, Adott egy ABC A a oldala, 8y gdlyvonala és az
8,b 4 = )\ 8zbg. Szerkessziik meg a héromszdget!
2,114, Adott am ABC A < szbge, s, silyvonala és as ”

as 4 = & szdg. Szerkesszllk meg a héromszsget!

2,115, Adva van ké{ egybevdgd ABC A és ‘A‘l 1() -A ugy, :

I. Szerkesszilk meg art az eq tﬁkrdzesi tenge,yt,
amelyhez tartozd csvszd t8krdzsssel a két hdromezdg
 fedésbe hozhat ! -
II1. Worgassuk el egy tetszbleges K pont kxsriil az
A4B,Cq A -et az A;B,yCs A3B3 3reee helyzetekpe!,{i
Az eradeti ABC /\ -nek ezen \j helyeetekbe vald transz-
formidldsa csuszd tiikrbzéssel kiilonbszd €os Cgseee B

 tengelyek mellett lehetaséges. Nit mondhatunk ezekrsl |
& tengelyekrSl?

368 Hasonléségok

A hasonldadgok vizsgdlatdndl afﬁektorokat'is és a
pérhuzamos szellk tételét is hasnnéljuk. igy mindenek -
eldtt az 1detartozd fogalmakat tekintjdk t. '
A (P,Q) rendezett pontpdrokat elemi vektoroknak vagy

a P pontban k¥t8tt vektoroknak neveszsiik, de hagzndljuk
a Q pon%uéﬁlﬁ“?¥r§”V6nétkozé helyvektora elnevezést is.
Két elemi vektort ekvivalensnek tekinmtiink, ha pdrhuzamos
eltoldssal egymisba transzformdlhatdk.Az gy nyert

ekvivalencia osztdlyokat nevezzilk vektoroknak.
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A (P,Q) 4ltal reprezentdlt vektort PQ jellel jelolJilk.
A reprezentdsok segitadgével definidlhatd a

PQ + QR = PR

“——— Psszeadds mivelate, amelyre nézve a vektorok Abel cso= -

portot alkotnak. Ha 2 valés szdm, akkor & - J) PQ-
- vektor definicid szerint a ;}2g:=2§, ghol R a (PQ, £ ),
P < Q, rendezett egyenesen az a pont, amelyre |PR| =
NPalés ) > 0 esetén, R = P ill. O ¢ O esetén
R 4 P, teljeslil. Megmutathat Sk a kbvetkez8 miveleti
siabélyok: , ; .
| 0

I
e

1 X =

X

o ( +/G') g‘z < X + /? X

(o<(3> X zd»(f‘ X)»

1 A (X+Y) = o« X +X Yy

Az utolsd disstributiv tulajdonsdg a kdvetkezd u.n.

pérhuzamos szeldk tételéb8l igazolhatd. Legyen 11'&8 i, )
a sk két killonbdzd irdnyas. Ekkor a afk bdrmely x

~ vektora asz i, irdnybdl

1

20, ébra
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az 1, irdnyba levetithet§ (1d. az dbrdt). Jeldljiik
ezt a vetilleti vektort a /11112 (x) Jellel. Ekkor

- a pdrhuzamos azellk tétele dgy is megfogalmazhété,

hogy a /Ailiz (

x) flggvény homogén és additiv, vagyis
poaatr 92 s

/uilié(f +3) = /u 111p(x) + Jagip '_(_a;)_l

teljesﬁlJﬁN;s _ : , _
Tekintsﬁnk most egy O pontot éz } +0 valds séémot,
és minden O pontban k&t8tt helyvektort nyujtsuk meg -
2 -szorogdra. Ekkor a sikban vagy térben olyan O,
ponttranszforméciét.kapunk, amelyrGi aApérhqzamOa szellk |
tételéﬁek t6bbaedrds alkalmazdaival megmutathatd, hogy |

minden swakaszt || -ggorosdra nydijt meg. Ezeket a

ponttranszforméciékat centrdlis hasonléségoknak.nevezzﬁk¢ '
Ezek azzal a tulajdonsdggal is rendelkeznek, hogy minden
egyenest Gnmagénak pédrhuzamos egyenesbe traszformdlnak.

f1taldnosan a hasonldésdgokat olyan P —> P! pont-l

trangzformdcidként definidljuk, amelyeknédl bdrmely P Q

pontra | P2Q" | / 12al= 2> 0 (konstEMS)e A LI
hagonldsdg paramétere, és a hasonlésdgot H, Jellel

Jels1]itk,

5 = « leképezés igometria, ezért

‘minden hagonldsdg H,y = 0, X alakban egy izometridnsk

Mivel az O§ o  H




_ irdnyitds tertd 111. irdnyftds fordftd. =
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éa egy centrdlis hagonldmdgnak a azorzata. EbbSl adddik,
‘hogy a hasonlégdgok egyenes- és azbg-tartdek. Egy H,

hasonldsdgot irdnyftds tartdének 11l. irdnyftds fordftdnsk

neveziink, ha a H, = 0, %»elédllitdsban az o« izbmetria

A hesonldésdgokra érvényes a kdvetkez§ fixpont tétels

' Ha egy hasonlésdg mem izométria, akkor egy éa csak egy
fixpontja léteszik. . .

Ha Hy = 0,5«--@l0411itdns és a fenti £lxpont tétel médot
nyijt arra, hogy az izoﬁetfiékra adott os#télyozée gegit-

gégével a hagonldsdgokat is osztdlyozzuk. E szerint a

a{kban a nem izometrilkus hagonl dgdgok yagy tlikrbzve nyij-
tdasok vagyu forgatva nyijtdsok. A tér hasonlolgdgaira ism

ilyen osztdlyozds adbatd, de & kérdés ekkor terméswzetesen -

.bsazetettebb,

- 3.1. Adott kétve'g;yenes.nll és 1,, valamint e A pont. Az
A ponton 4% huzzunk olyan 1 egyenest, ameiyb6l 1, és lé

. olyan BC szakaszt metsz ki, hogy AB: AC ='m:n;

Q;gL Adott egy S kor és rajta egy A pont. Haté50zzuk meg
gz.A ponfonbétmen6 hurok k8zéppontjainak halmdzét.' |

b) Adétt egy S kbr és rajta hdrom pont A, B és C.
Szerkeészﬂk meg aznt az AX hurt,'amelyef a BC hur felez.
3.3. Adott két koncentrikus kdr S, és.Szr Srerkess riink
olyan 1 egyenesat, mely ezekét a kdrtket az egymééutén.kﬁvet4
kezd A,,B, ¢Céas D pontokban metszi ugy, hbgy AB=BC=CD
( 21/a 4bra). | | -
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21/a~b-c. dbra

b) Adott hdrom koncentrikus k&r Sl; Sy és SB; Szer-
kesaziink olyan, egyenest, meiy az Sl’ Sé 58'83 k8rdket
az egymigutdn k¥vetkezd A, B és C pontokban metszi és

AB=BC ( 21/b. £bra).

) Adott négy-ketcentrilus kbr S1s Sps S3 é8 S,. Swer-
keseziink olysn 1 egyenest, amely a kbrtket rendre ‘asz

Ay By, C és D pontokban metszi ugy, hogy AB=CD (21/c.dbra).

- 3eds Irjunk az adott ABC hdromszdgbe négyzetet ugy, hogy

két csucsa az AB olklra, a misik kettd pedig az AC éa
BC olalakra eagsen, '

b)Irjunk az ABC hiromszbgbe olyan hiromazbget, mely-

nek oldalai pdrhugzamosak az 11 ,12 ég 13 egyenésekkel.
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3s0s Adott az 14 éa 1, egyenes: 1)-en az A pont, 1,-n
g B pont. Mgrjlink fel axm l1 és 12 egyenegekre az A
illetve B pontbdl kiindulve olyan A, és BlM, szakagzo-

AMl ,
kat, hogy az

: = m ariny eldre adott legyen. My
és Mo, pontokonBMZ. 4t hugzunk az adott 13 illetve 14
egyenessel pdrhuzamost (22.4bra). Hatdrozzuk meg a

- kii186nb8z8 m értdkekndl kapott egyenesek metgzéspontjai-

nak halmazdt.

e e - 224 £bTa

b) Az AyAsAq...A sokszSget vdltoztassuk meg ugy;
hogy oldalai adott irédnyokkal pérhuzamosak’maradjanak
A 1°? A2,000An_1 cgucs&i pedig az &dottlllg.laooc’lnpl
agyeneseken causszeniak. Hatdrozzuk meg ax A, csucsok
halmazdt. | ' -

¢) Irjunk adott sokszdgbe olyan sokszbget, melynek
oldalai adott egyanesekkel pérhuzamosakll

1/ Adott sokszbgbe irt sokazdg alatt azt értjik, melymek
ninden csucga az adott sokszdg oldslaira (minden oldalon
egy csucg) vagy azok meghosszabbltasara esgik.
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3.6. Szerkessalink olyan S kért, amely

a) Két adott 14 és 1, egyenest érint és Atmegy

az adott A pontons
b) dtmegy két adott ponton, A-n és B-n, és az adott

1 egyenegt érintis e
c) két adott 11 és 12 egyenest éa egy S kort érint.

3.7. Bizonyitsuk be, hogy az ABC hdromszdg sulyvonalginak

S k8zdg pontja,a kdriilirt k&r O xszéppontja és az M ma-

 gasadgpont egy egyenesen van és MS 2 23 /a dbra)e
‘ S 2 (23/a dox

S

- ( Ezt az egyenest a hdrcmgz8g Euler egyenesének nevezzilk), |

23/a~b dbra.




b) Bizonyitsuk be, hogy & héromszbg oldalfeleszd
pontjain 4dtmend és a sremk8zti szbgfelezdvel pérhu-
zamos egyenesek egy pontban metszik egymést;

¢) Bizonyftsuk be, hogy az ABC hiromszSg csucsalt

h34§5§mbe§,13X5;91d&lthzzéirt”kﬁréngk,é;inﬁésiwpgnie e ]

Jéval Osszekttd egyenesek egy J pohﬁbaﬁ metszik egy-

mdst. Ez a pont a ﬁulyvonalak S metamzéspontjdval és

a beirt kdr Z k8zéppontjdval egy egynesen van és‘

"%%— = %T (23/b.dbra).
3.8. Iegyen M az ABC hd rom-
gz8g magagsdgpontja, 3 pedig
a sulypontja; Bizony{tsuk be,
hogy az a K kdr, wmelyet a K
kSriilirt k5rb8l M k8zéppontu,
%' arﬁnyu hasonl Sgdgzal ka- ,
punk, szérmaztathatd K~bSl S |
kozéppontu, - % arényd hason-
16sdggal ig. Ez a kor dtmegy

. a% A’, B', (' oldalfelezd

pontokon, magassdgok talppont-‘,g

jain, és az MA, MB, MC szaka-

azok felezlpontjain (24/a dbra).

vagy kilenc pont kBrének is nevezziik.)

24/8."‘b é.bl'&o
(A K kbrt a hiromsz8g Euler k8rének, Feuerbach k8rének

b) Legyen J az ABC hdromezdg csucgait a szemben levd

oldalak és a hoszzdfrt kdrdk 6rintési.pontjaival Ssazeklt s
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egyenesek kozds pontja ém S a héromszdg sulypontja. Bizo-
nyitsuk be, hogy az a K kér, mely kbzéppontogan hasonld
a'k beirt kﬁrhﬁz a J hasnnléségi ktzéppontra vonaﬁkozéan

5 arédnnyal, szdrmaztathatd k-bdl S széppontu, -'% arényu
- ——~77ﬁWWhasonlésaggal i9. Bz a k8r érinti awm A’B*, B’C) C’A’ ko-
zepvonalakat és a JA, JB, JC szakaszok felezéspontjalt (D,
F, B) taszekdtd egyeneseket ( 24/b gbra).
QLQL Az ABC héromsszigbe
| irjunk olyan PXY héromszd-
 get (P az AB oldal adott
pontja);.mely egy adott
IMN héromgzbghiz hason15._

b) Az ABCD paralelog-
rannméba irjunk egy adott

KIMN parslelogrammihoz ha~

gonld paralelogrammdt.

25, dbra

3410, Az Sl és 82 kdr egyik k8zos pontjén, A-n huzzunk
egy tetaz8leges egyenest. Emmek a kbrtkkel valé mésodik
metszéspontjait Jeldljuk Ml-gyel és Mo~vels Ezutdn a
korok O és 0, kszéppontjaibdél huzzunk az My illetve
M2 pontokba huzott M;N éa M,N érintSkkel pédr-ruramos
egyeneseket (OlJ 8 OZJ)’ (25, ébra). Bizonyitsuk be,
hogy a JN egyenesek egy ponton mennek 4t, és a JN sza-
kagz hossza dllandé ( az M;AlM, egyenes negvélas zt4sdt Sl
| filggetlen). ‘
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_vgéil& Szerkeggziink ol&an ABCD hurnég&sz&gef, melynek ol-
dalai adottak: AB=a, BC=b, CD=c, és DA=d. |

-b) SzerkesztendS ABCD négyszbg, ha adott & B éa D cau=
caaingl levl szbgeinek Ysszege és oldalainsk hosszg: AB=ga,
BC=b, CD=c, 68 DA=d. o

Az a) feladat & b)-mpecidlism esete@e oo o

3.12, Szerkessslink olyan S kirt, mely két egyenest 1,-et
ég 15-t érint, és az adott § kort o ang_alatt metszi,
( Két metszd k¥r hajldagzdgén, a-metszéspontjukban huiott
érinto;k altal bezdrt szdget értjﬁk). |

3.13. A sfkon adott négy | G 4,
olyan egyenes =11 155 14 ' '
"\, ‘v./_-/"‘"'ﬁ_\ \\ . .
én 14 melyekb8l bdrmely ﬁT( \1/*/ ,\\
: 4 ; ]
hirom nem megy 4t egy pon- i ! | A/ﬁzﬂgt\_v/ 1
ton, és birmely ketts nem | & ( _E'C %z _ //
. . i ‘ Nl \\\\ ,\ \ /
pérhuzamos. Bizonyltsuk be, _ f;F:\'Q,a
~hogy az dltaluk meghatdro- ’\ « // \\ o~
SN \
gott négy hiromszig kiriil- 1 o S -
{rt kSrei egy ponton menmek 26, dbra

it ( 26. abr&). _
3.14. Legyen Sles Sy két, egymést az A pontban metsvo O gg 05

kBzéppontd kBr. Tekintsﬁk egy
tetazbleges K szbget, melymek

csucsa az A pontban vane.legyen
.M]_és_Mza grdg szdrainek Slés
S, korrel vald metazéspontja.

J pedig az 0, és O, M egye~
nesek metszéspontja (27 dbra).

' 27 P é.bI‘B.




'Wpontok halmazdte

- 45 -

a) Bizonyitsuk be, hogy ha a szbget az A pont kbridl

forgatjuk az MyM,J hiromszdg kérilirt kore mindig dtmegy

egy rog51tett 0 ponton,
b) Kevressilk meg a killbnbdzd o szdgekhez tartozé 0

3.15. Rajzoljunk egy n-grig oldéhi f61é eldre adott hirom-

szdgekhez hagonld haromszﬁgexet. Ezek csucsal legyenek

v rendre Mys Mo, fe.Mn. My Moy o0 oll, és 8z adott haromszﬁ-

gek ismeretében szarkesaszilk meg az eredeti n-gzdget. Mikor

nines megoldds, éa a feladat mikor nem meghatdrozott?

3.16. Adott az 1 egyenes, rajta az A pont és éz Sl,'sz*

kdrbk. Szerkessziink olyan ABC héromszdget, melyben agz 1

egyenes az A caucandl levl szbget felezi, a B és c csucsgak .

as 54 illetve S k8rdn vannak, és az AB, AC oldalak ardnya

ay adott M értsk.

3elTe Szerkesszﬁnk olyan ABCD nebyszoget, amelynek AC

dt16ja az A caucsnil levo gzdg szbgfelezbje, ha

a) sdott az AB éa CD oldal, az AC atlo éa a B éa C
cgucsokndl levd szogek kiilonbaége;

1) adott a BC és CD oldal, valamint az AB ég AD olalak

ardnys és s B és D csucsokndl levl szbgek kulonbsega. N

o) adott sz AB éa AD oldal, AC &t16 valsmint aBC és
CD oldalak arinya. | | |
3.18. Oldjuk meg & 3.17. feladatot - az AC £t16 az A
czucandl levd azﬁg'szﬁgfelez63e~ faltétel helyett“azzal

..az d1ltaldnosabb kikbtémsel, hogy a BAC és DAC szigek adott

Y - val klilonbBzzenek. .




. 3.19. A sikon adott két egyenes
1, és 1, A afk minden M pontjd-

nek feleltegsﬁnk meg egy uj M’
ﬁontot a kﬁvétkezﬁképpenz Iegyenf
m az M-en dtmend olyan egyenéé, | |
:*né»melynek!llﬁésIé,kﬁzé,es6PQﬁﬁVi_}

[

azekaszdt az M pont felewl, P’

.

és Q° pedig P és Q ly-Te, illetl .

S \ve . 1ly-re valé merélegeé vetiilet
B

|

28.4bra

'és M’P*Q’ szakasz feleslpontja
 (28.4bra). Mozgassuk az M pontot egy kdrdn. Mi lesz ekkor . !
~ag M* pontok halmaza? (M. 53=77.0) | | |

4.8, Kristdly-csoportok, ricg-geometrias | - N
:,
|

Valamely ponthalmazi invaridnsan hagyd izometriék nyil-

vanval dan csoportot alkotnak, amit a ponthalmagz gzimmetria .’7H
.
|

csoport jinak neverziink, A szgimmetria csoportkan a mozgdgok .

réazcsoportot alkdtnak. Az egyazeriség kedvéért a tovibblake
. ban a mozgisokra vonatkozd szimmetria csoportokat vizggdl~ !
Juke | | |
A gfkban vagy férben;egu bonthalmazt digzkrétnek neﬁez— ‘

giik, ha zdrt és & halmaz minden pontja a t6bbit61 gonb- X

kdrnyezettel elvdlagzthatd. Legyen most G & mozgdsok

valamely részcsoportje. Ekkor egy x pontunak a G-re vombkozd

| G(x) gélzé.én a

a(x)i= {gx) | gea] :
ponthalmazt értjuk, vagyls amibe a G eleml azx pontot

" kimozditjdke - ) - : Lo
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A ¢ részcsoportot diszkréinek momdjuk; ha minden x

pontra a G(x) pdlya disgzkrét ponthalmaz.
 Ha ¢ a sfk mozgdsainak diszkrét részcsoportja, akkor
pirhuzamos eltoldsokat éa forgdsokat tartelmas csupin.

7 Igy durvan Go, Gl’ G2 caoportokat kiilombtztethettnk,

ahol az index amnyit jelent, hogy hany fﬁggetlen iranyban SRR

tolhatunk el parhuzamosan a csoport elemei altal.

(1) A Gy caoportok cgak forgésokat tartalmannax én
lmegmuta*ha+6 hogy csak agonos centrumi forgisokat.
Pontosabban, grerepel benne egy 2T]/n szbggel forgato
u.n. minimdlis ¢ forgés, és a csoport ennek a h@tvanyai-‘

b6l 4113 G, = {xy -1d,z{) q, f }

(2) Bgy Gl csoportban & pérhugamos eltolasok egy Pl
réazcgoportot alkotnak. APy cgoportban szerepel
SEY Uele mimirilis eitolés, ég a ?1 t8bbi eleme

ennek & hatvényaiként £11fthaté el8: Py= { ¢ id,
%*% - }, Ha egy G tartalmaz forgast is, akkor 8%
caak centrilis tﬁkrbzés lehet. Ekkor, ha a minimalis .
eltolas egységnyi, akkor a centrumok sorban egY, az
eltolds irdnydba fekvs egyenesen,llz-tavolsagra he-
lyezkednek els | |

(35 Lgy e csoportban a parhuzamos eltolaaok egy P2
jellel 3e¢ul reszcsoportot alkotnaek. A Py tartal-
maz két figgetlen irdnyd ¢,y ‘minimdlis eltolast,
és a P, ezek hatvinyainak szorzataibél 411s
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Py =19"y" | muew},

Valamely-O- pontask By (0).pdlydja rdcsot alkot, abban ‘
az értelemben, hogy a pontok ar x=0 \f (0), y= 0 X (0) |

figgetlen, O-re vonatkozd hely-

/ / / 7 vektorok egéaz egylitthatds line-
. - 4rie kombindeidjeként £1llnak
ﬁ . /. P |
| X
/ | / / /
' | o forgdat, skkor Barlow fétele

29, dbra szerint esek cgak /3, /2,

elds P2(0)= {mgc_ + n;_y'} m,n = !

= 0,+1,i2,.0.3.

He egy G, cmoport tartalmayz

2 W /3 vagy T sszbglek lehetnek és T/2 ardgd torgds gosem
grerepel egylitt TT/B vagy 2 T /3 szdgli forgdssal, - l
Ez a tétel mddot ad a G, csoporiok teljes ogztdlyozdsdira,. ; ]
0t emet iéhetséges: 4 | | - i

(3)y GpuPo= {C{JM b’_w ] m,nzo,-_}-_l,_-‘i_-_z,.... } , ' !‘

('3)2 Pekintaiink egy sza’ba’.lyoé LfrongztgekbSl felépild
rdcsot. Ekkor a P, € G, csoport a fent leirt cmoport,
a forgdsok pedig a kbvetkezlk: |

Ll ‘- N

e Lad

x

!
%

30, 4bra : l
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Minden rdcapontban vesszik & T /3, zTT/3 és T
szﬁgﬁ-rorgésokat. Minden azébélyos hérorgzdg kbzéppont— .
A jébaﬁ~vesszﬁk a 2?7]3 gadg forgdst éaz a héromszﬁgek
oldalain a felezd pontban pedig a T azdgd torgdat.

(3)3 A rdcs és a P, ugganas, mint fent, Tovdbbd minden
,mww”_,””acsnon%bam és a hdromazdgek kdzeppontjéban 2M/3

azogd forgasokat tekiniﬂﬂk

'(3)4 Tekintsiink egy négyzetréeso% éz az dltela definidlt
P, caoportdti.A G, caoport forgésai a récagpontokban
elhelyesett '“72 és T gz8gd forgdaok, valamint ag
olﬁalak felezSpontjéban i lszﬁgﬁ,forgésckat:tekintﬂnk.

(3)5 Egy tetazSleges récsfminden rédcapontjdban centrilis

tilkriindaeket tekintiiike A P P

a (3)y-ben definidlt csoport.

C Gy csoport természetesen

Az itt leirt csoportokat 2-dimengids kristdly-csoporioknak

is nevezikﬁJMost pedig rdtérink a racsok geonmetriijdnak

vizsgﬂlatara.

A récsban egy paralelogramedt lUres-vagy alappaﬂalelogramméo

nax nevez wiik, ha caidcsal rdcspontck, de sen a hataran sem & .
belselyeben mir mds rdcepontot nem tartalmaz. Valanely récsba
kilonféle, egymizsgal nem egybevdgd alapparalelogrammak 1rha-
t8k, Viszont igaz az a tétel, hogy ezeknek az alapparalelog—
rammiknek a teriilete megegyezik, és igy a rdcsra jellemz§
d1landd, |
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Winkowski a kBvetkezl tételét nevezetes szé@elmélefi
vizsgileteindl alkalmastas |

Iegyan X egy‘sikrécqban olyan konvex ponthalmas, ame-
1yik egy récspoﬁtra nézve centrilezimmetrikus tovdbbd

tertilete nagjobb, mint négy alapparalelogrﬁmma terillete.,

_ Ekkor & K & centrumon kfvill tovdbbi rdcspontot is tartal-

mag.

. A fenti tételek magmzabb dimenzids esetekre is kiter-

jeasthet ok, Azonban'a dlazkrét mozgéscsoportok sgdna ﬁér

3-dimenzidban is igen megnl. BEzeket = csoporiokat hasz=

04144k & kristdlyok osstdlyozdsira, de esekh a caoportok

fontos szerepet Jdtszanak a modern kvantumelméletben is.
(ld.pl. VWiegner Jenfs; Szimmetridk a kvantumelmeletoen

- oimd runhujat). |

Meg $ovdbbi néhdny fontos fogalmat vezetﬂnk be.

A térben s poliddersket véges mok zdrt féltér netszete-

_Lénﬁ, a politopockat pedig véges sok pont konvex burkakent

definidljuk. MNegmutathatd, hogy =& politopok nem maaok
mint a korldtos polidderek, Valamely poliéderre termé=
azetes nddon definidinatdk a lapok, élek és a csdcsok.
ﬁa ezek szﬁmét rendre a2 lye,c Jelekkel Jelbljilk, akkor-

konvex politopokra érvényes ax

T me+ 8 =2

‘Uelie Huler £éle formula.

Egy konvex pclitopot_sgabdlyosnelk vagy'Platon féle

tesfnek.nevezﬁnk, ha lapjai egybevdgd szabilyos sokazdgek

és minden celcsdba aronos szdmi 61 fut be. Az Euler formula

!
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alkalkalmazdsdval megmqtathaté, hogy pontosan 5 féle
gzabilyos test létezik, a tetradder, a kocka, az oktadder,
& dodeksdder é8 az ikozadder. .

 Platon ezeket a testeket filozdfidjdban & kilsnféle

alapelemekkel ( £6ld, vig, levegd, tiz és a vildgmindenw

gég burka) asoncsitotia. Innen ered elnevezéasiiks
4.1, Keresglik meg a kbvetkezd§ sormintik ssaimmetria
cacportjait
‘..‘b b b b oo
eesl B b D eee
oaobd b d 'ZX

"aceb(]bflcoc
otobdpq'deQW;¢

A2, Adjunk nmeg a sikben olyan szsbdlyosan ismétl6ad
mintdkat, amelyek mozghs-szimmetria csoportjai a G,
csoportet 5 tipusdhoz tartoznak, '

443, Melyik cmoport a ciklois ill. a szinyegbrbe
szginmetria csoportja. |

4,4, Bizonyitsuk be Pick tételéts
- Vylamely rdcsban tetardleges olyan egyazeril récé-
| sdkazﬁg teriiletét, amelynek csitcsai récapbntok 8%

%~b + ¢ -1 .
képlet adja meg, @ahol b a hatérvonalonvléVG rédcspontok
gzdma, ¢ pedig a belsd ricspontok mzdma ( ez alapparale=-

-logremmik teriilete egységnyi)

I L n e




=524

4,5, Bizonyitendd, hogy minden konvex négyszdgnek van két
gmonasédos oldals, amelyeket paralelogrammivd egészitve ki

& négyazdg tarta¢mazza a paralelogrammit.

4464 Bizorg;tandé hogy egy rdmsban egy ires konvex racsidom

vegy hiromszdg, vagy paralelogramma.

':4 7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy racsparalelogranma paratlan -

azdmi récspontot tartasimaz, akkor a kdzéppont ja rdcspont.
4.8, Bizonyitsuk bé;-hogy ha egy ricshiromszig, hatdrdn.

- nineg s cstcsokon kiviil rdcspont, 2 belsejében pedig csak
eoy van, ekkor_ &z & hiromgzdg silypontja. |

4.9 Bizonyltando, hogy mnnden récaban van olyan ﬁres racs-
hiromszdg, amelyik ner tompaszdgd, és egy rics bewes ilyen
hircmygzbgel sgybevigdke

iigg.Bizonyitsuk be, hogy sikbeli.paralelogrammarécshan nen
1ehét egyidejlleg olyan négyzet is és olyan.szabélydé hérom-
azog ig, amelyilknek a cavcaal rdcspontok.

4e11. Bizonylt&uk be, hogy ha egy sikbeli paralébgrammaracs-\
ban van ricsnégyzet, askkor minden racsegyeneahez van T4 me-
r8leges récmegyencs.

Igaz merad-e az £11{i4s, ha csek amylt teezlink fel, hogy
ven két egymisrTa merdleges rdcsegyenes? o
4 12, Bigonyitsuk be, hogy ha egy egyenesen van két racspont,
"akkor végtelen gok van. .
4,124 EBgy récssokszdget liregnek nevesziink, ha sem a hatdirdn,
sem & belsej]ében ninca & caticsokon kivui récspoht.

'Bizonyitsuk be, hogy ninden tires konvex rdcsnégyszig para-
lelogramma. |
4,14,Bigonyitsuk be, hogy négyretrdcaban nines = négyzeteh

kiviil szabdlyos réissaokszdge
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4415, Egy paralelogramma A,B,C,D, cgdicoalt rendre kdsslk
saaze a BC, CD, DA, AB oldslak felezd§ pontjeival. Igy ko=
gzépan egy kis paﬂalelo;ramm4t kapunk Ennek terﬁlete az'
ABCD teriiletének egybtdde. Ha sz A,B,;0,D cstesokat rendre |
_a CD, DA, 4B, BC oldalsk felezdpontjaival kbtjuk Usszes
akkor s ﬁésik ilyen paraielogrammévéLkﬁzﬁs réaze-olyan
kBzéppontosan szimmetrikus nyoleszdg, amelynek terlilete
&g ABCD tertiletének egyhatode, |

- 4,16, Aw ANM, BLN, CML, IMN hiromszigek terulete kbzﬁl
csak akkor lehet az utolsd teriilete a legklaebb, ha L M,
N a BC, CA, AB cldalek felezopontjai.

£.17. Altaldnositeuk Minkowski tételét nizgasebb dimenszidra.

4,18, Ha egy poliédermek van kBritlirt gimbje, kizépgbumbje
és bairt gbubje, tovdbbd e hércm gbmb koncentrikua, akkor
a polidder szabdlyos (c.l66.04) |

4.1, Melyik testnek van 8% cedesa a Het hiromszdg alaki
lapia? (GelSQQO.)'

4420 20 i 1yven alakzatban metsz (a) egy szabélyos tet“aedert
2gy olyan 51k, amely két szemkdzti éllel.parnuzamos, ég .
'azoktél agyean tdvolsdgra halad (b) egy kockdt a két
szemKOZtl csucsa élbal maghatarozott arakagz merGIeges
felezosmkja:( ) ééy dedekaédert két grenkiztl lapjanak
felenbaikja? (0.159.0.)

4,21, Hatolyan egybevdgé romburzhdl, amelynek mzdgeil 60
és 120° uas&k, romboedert (torz kockat) készithetiink. A
kapott test két “hegyes" sarkibdl le lehet végni kéit




gzabdlyos tetraddert 1gy, hogy a visszaﬁaradt teat
oktadder legyen. Méasképp ssdlva, egy okiamédert éa két
alkalmas méretd tetraédert Csazellleszive romboédert
kspunk. Mutessuk reg, hogy az ilyen tetradder és az

ok aéder lapszﬁgei kiegéazitl szdgek, éz hogy a két

* test végtelen sok Peldaﬂyéval & tér hezagmentesen ri-

t81thet 8. (2s 159.04) ‘ .

4,22, Tekintgitlk egy olyan tefszﬁlﬁgés poliédert,
amely;@L nen minden tagja ugyanolyan oldalszsmﬁ p-a28g,
‘s nem minden cgtcsdban taldlkosik ugyanannyi qQ el. Erre

s polidderrs axm alabbi egyenletek érvényesek:

fqu 2., |
shol az elsd osszegezés ar Ssszea cadcsra, 2 masodik ay
Baszes lapre vonatkorzik, THutassuk meg, hogy minden poli-
édernek van vagy p-=3 alakdi lapja, vagy q=3}tipusﬁ céﬁcsa
( esa%leg mindketﬁ6).(ﬁtmutatéz: Ha nem igy volna, akkor
T q24c és Zp24f teljesiiine)s (co 163.0.)

4,23, Ha mind a lapok, mind az élek, mind a csfcack ia
egjformék, akkor a lapdk szabilyossk. Mutassunk példdt
arra, hogy ez a poliéderekre vonatkozd eredmény nozai-

kokra nem érvényes. (c. 163:0.)

4424, rekin#sﬁnk egy olyan, egységnyl oldald kockdt, amely—

nekx egyik caticaa & derédkszigd koordindtarendsgzer origd-
jéban van, ég hdron éle egy-egy tengelyrs 11leaszkedik,

B kocha nyolc'csﬁoaa ag a nyolcl(x,y,z) pont, amelynek

koordindidi a O éa 1 értékeket az Gsszes lehetadges |

médon felveszik.(c.167 2).




4s27. Annak o 2 élhosswizdgd kookének, amelynek kbuép-
pontje a derékendgld kao*dinatarendsa@r origdia, élei
redig pdrhuzanosel a'koordin&ﬁatengelyﬁkkel, a nyolec

csicge as 2 nynle pont, amelynek koordindtdi a +1 dg

_ =1 erteket vegzlk feol az Ssgzes lahetsdpes médon.~»w~'55-wv'W'w

i.26 Hol van annak a nyijtdsrak a kSzéppontja, amely

az elz8 feladatokban lefrt két kockdt egvmaaban transg-

Tom
(3&16?000)

ﬂ!\

? ( & nyujtdeok definicidjdt 1d. a 6. .t).

427+ VAlasszunk ki egy kocka nyolc csdoma koslil — az
élak mentén heladve 88 minden mdgodik csdosot elhegyva-
‘négy olyan salcsot, amelyek egy szabdlyos tetraddert
alkotnek, irjuk fel ezeknek a koordindtdit, to.dbbd

a tetradder-lapok efkjfnak egyanle%ét.'Szémitsuk ki a
lapok szdgét. (c. 16?‘0.) | R

478, AL2Y felaudatban sszerepld kocka lspkbzéppontjainek
'kijelﬁlesevel hatdrozgzuk meg ezy oktsdder ceﬁcéainak.
koorflnmvaid. Trjuk £21 a lapok sikiainak egyenlut“t da

812

L3

émi teuls ki két-kiz¥s €1lel rendelkezs - lap sxbgst.
( cu 167004)

z 16z feladatban azeepld okitadder teat (x,y,2)

i,a.

Fe22s A

nontjaira fenndll aswm

|| +|y| +|=| ¢
Buzmefligzése (5+167404)
4+30,Bgy szebdlyos tetradder éleit kivet{tjlik a k8ré vt

g ub funoreinas iveire, Mllyen szbgben metszik egymdst

ezek ag ivek? Irjuk fel & hat fokor gikjinak egyenletét.
(90167.00)
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(St./ / Jml3 0a)

A tovdbblakban ez egyszerd polidderekkel kapesclatban

hagondlnd fogiuk a kbvetkeznd jeldlégeket:

[

| a lapok azdia,

,mwmwquw;liﬁmf,az i oldalu lapok. szama.(i=3.4o...),mv

c & cs ucsmk gzins,
Cy az 1 €14 csuceok szdnma (1 = 3,4,e08),
& 8y €lek gxndma,

4o3he Léterik-e olven nem szer’ polidder, amely:
L - — ) . ’ . ,

2a = 313 + 414 + 5&5+a.. = 383 -+ 404 + 5b5+5..
4o33. Igazoljuk, hogy 31 < 2s éag 3¢ & 20,
4e34s Bironyftsuk be a.kﬁvetkeza egyenléﬁlenségekets
8) 60 - 12 2 > 38 2 e+6, :
b) 6a « 122 2¢ 2 3¢ 2 e+b,
c) {4 £ 2c,
: > '
a) 1, + ¢3 2 8

4e35 iaauyi*aak be, hogy nincs olyan agysueru poliéder,
amalyne k hét $1s volnal

P

1,38, Igazoljuk, hozy &z egyszer( polidéderek esetében

{‘\
»

&) mindegyik lep 6tsztgnél nagyobdb oldalszdmu goksszig
. nemn lehets -
1) nem futhat mindegyik csucsbe bt 61nél t8bb &l.
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4,37, Mutassuk meg, hogy ha egy egyszerd poliéder minde-

gylk csucadba hdrom 1 fuk Yssze da minden lapja Btazdg
vagy hatszdg, akkor 15 = 12 -

i )

4233, Lganoljuk, hogy ha 1q = 1y = 0, alkor 152 12 é3

€3 =

2 20

439 Va?amely egyszerd poliedert m oléalu sokazbgek

hatéroljsk, testitldinak szdma d. Hiny esucsa. 'ég hiny
éle van? Hatdrvomsuk meg 4 és m kUzbtt olyen Gsswmefiiggé-
geket, hogy o caucsokra és élekre egész szdmu megoldigt

nyesrjlink

4440, ﬂegezzuk ﬁiﬂéé:égyszerﬁ peliéddert hatdrold éokszagek

gzdgainek Sszzegdt
8) arn e; -1 segitedgével,

b} s ¢ gegitaécévels

4.4). Egy kooka éle e

ad ieskorén an atloi?

3) Szdwmitsuk ¥i két new pirhuzamos és nonm egy csuss-

Y

ben Ysezefutd éle felezSpontjdnak rdvolsdgds!

4042, Szémitguk ki agz a élﬁ kooka

-

e) 641 ésnetareteinsl,
b) ar egyik 1&9 k¥zéppont¥n és & azemkdzti lap egyik
£14n dtwend sikmetmzeténel,

) végll az epy csucsban dssuefutc ha“om él masik

&

S2pon ﬁ »i 41tal meghatdrozott sikmetezetének a seriiletét!
oA3. Szémiteuk ki az & 614 kocka egylk élének és ezt az

s

5

1% nem metszd tastatlonaka:taVOISagat!
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4odA.Egy kovka élének homsze 8

a) Mekkora tdvolegdgra vaunek az egyes csucgok az
egylk tegbdtlstdiR ' '

h) Hogvan oswtjdk fel a estdildt o caucsok merd-
leges vetliletel? ' ‘

e g A5, Metazhetd~e egy kocka szabdlyos hatszighben? e

4418s Metszhetl-a & azabilyos tetraéder négyzetbén?
447, Wekkore szige’ 2dr be egymdssal a szebilycs tetradder
két gremkiztl éle?

4448, Az ABCD szabdlyos tetraéder. A csucsibSl a BCD sfkra

bocadsott mazassdg feleazdpontje legyen 0. Bizonyitzuk be,

hogy a BC, CO, DO egvenesek pdronként merflegesek egymisra.

i,49. Hilyen tévol van egymdgidl az a é1( szabdlyos oktaéder
két kitdérd élének felezdpontjal

4,50, Szebdlyos okisdder metszhetl-e szabdlyos hatzzdgben?

5.5e Vektorok, miveletek vekborokkal

& vektorokat mdr a 3.5=~ban bevezottiik s kSutilk definidld
Heovesdde éz valldy szrinmal vald szorndssal egylitt. Most

Loviht miveleteket definidlunk.

Balgl-zzorzat

Enél & azorzaindl kés g,g vekiorhoz az
{Zegre= | El ¥ cos
valds szimot rendeljik, shol « a két vektor szbge. A

pérauzamog gzeldk tétele gegitsdgdvel megmutathebd, hogy

a»<,‘>

u‘

slgd-gnorzat szimmetrilus ( ( 3,_3) = { y,_:g) ).




4o44.Tgy kovka élének hosaza & | R
a) lekkora tivolzdgra vaLnak az ngms caucqok az
egylk teabddl St61%

h) Hogvan ocsatisik fel a testdtldét = cmuczok merd-
leges vetliletel? '

ﬁ

&.45. . Metazhetd-2 egy kKocka szebdlycs ﬁacsz;gb u?

A, TS MetgzhetS~2 a gzabdlyos tetradder negyzetben?

447, Wekkore sudget sdr be e gynrdssal a szabalycs tetraeder
két gremkiztl €le?

4448, Az ABCD szabalyos tetraéder. A csuczdbdil a BCD sikra
bocadiott magassig felemopgntja legyen O, Bizonyltsuk be,
hogy s BG, 00, DO egyencmek paronként mérSlegesek egymisra. -
4e49e Hilyen tdvol van egyméstél'az a é1d 8zabﬁiyoa oktaéder
6t kitdrd élének felezdpontja?

4,50. Szebdlyos okiaéder metszhetS-e szebilyos hatszbgben?

5.8, Vektorok, miiveletek vekitorokkal

A vektorokat ndr o 3.§=-ban bevezohtik = kaztﬁkkdefiniélt‘

Runvasdds és veldy szdmmal vald szorndzasl egylitt. Most

Lordbbl miveleteket definidlunk.

a@l&OwaLcrz&b

| Ennél & smor xavnal k6% m,y vektorhoz az
{Zeyyi= |El(¥] cos X
valés gzimot rendeljitk, shol « a két vektor gzbge. A

P

parhuzemcg srellk tétele megitmdgével megmutathad,; hogy

& | < ).> Ba&!

-4

s8-gzorzet szimmetrikus ( (X.y) = {¥ox> )
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) h)
alaichsn irhatés ahol ay (x%xg.s.xa) szdinok az x vekior-

.‘

nak az adott hdszizra vonskord u,n. koordiaitiie

Bay véces dimenzida vekioriswvet euklidessinek mondunk,

ha, egy.(< , > Jellel gsldln) ozitiv definit, grimmetrikus

bilinedrig forma definiflt benne, A vektorokat a D-ra TOw

-,

natkosd h 1yvext0foxhént ponﬁnax tekinive kéi L ¥ po t

fﬁrﬁié;gai a

foh

Nz yl7 = {E-T EYD
képlettel definidljuke. Az za,42,...xk . bizist ortonor-
o o milinek nmondjuk ha <x§_, J> Jij ( Kronecker féle

Pilgevény) 6“VLMJ68¢ A mdvonatkozd koor dindts revdsger az

Holle veZoaTtug sle ¥oordindta rendszer, Ebben a belgdszor-

zay

a_La'ir}\a?’] i, frvhat Os
- - Altaldnog koordindta ko rnyezetekben 2 d—uimenz1oa

alterek k~a egpnleteb tartalmaz¢ linedris egyenletrendszerrel

{rhat ok 1e, Bzek réggletesebb lairdsdt 1d. a k Vetkezﬁ-é-ban.-.

Ag ivdnyitott sik két x,y vektorirs as

ko d

F (%y) = |z]|y| #ine

képlet a kéi vaktor 4ltal kifegzitelt paralelogramms alfjeles

teriiletét adja. Itt < az x é8 y vektorok irdnyftott szdgét
jelsli. : . - T
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Az ® (x. y) formérél megmutathetd, hogy antigzimmetrikus

(P (x5} =~ E*‘C;y‘,,_g))bil;i.neéris. feman, €2 hs X Ep orto=

Az ivényitott tér < alamelv xl, 72' X5 bazi 4% Jobb

godriminak mondjuk ha &z Xy 83 “1, % o vektorok irﬂnyi-.

., 8% xl jobb paﬁ%j {ve mubatl) a jobb

tott alfkiduak ( &z
'?ﬂ?fjiba'muté%:iﬁwﬁ

ha  jobbiodrded Ss -l -nek, ha balgodrdst. Igy a.terfoa

sis £ elfislét +l-nek definidljuk,

gatforma
( Zys Zpr 3 ) 3= &V (), Zps Z3)

deifinicidisban a ?nrma & vekiorok qlta_ k&f&ﬁthevt parao‘

A

Jel - térfogatdd jwienbl. Brrol & form¢rol

O
t3
}u.a

lelepiped

+

e1ld
ia megruisthatd, hogy antissimmetrikus. ( vagyis két elem

cmerdidue eléjelet vélyd) tovdbid mind gg i K ko.ponenseben o "'

obbsod.ro.:u

‘homegdn b &d&l ive Ha  &4,85y @3 & +ér “ortonormdlt ,'

bizliag axkor

= z* = ; f |
(Zs Yo &) = det ylyyB .
zl 2 z3 ;
i fenti formdt térfogat-~forminak vagy Veayes atnak

5 nevesike.

'—.h

- . e . . ,
TaKEor-gmorast

Brt a miveletet as irdnyitott tér vekiorai kﬁﬁﬁtt'defihiéljuko
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Beldthatd, hogy poﬁtosan egy olyan X x ¥ miivelet 1létexik,
amelyre minden z vektorra | | |

| (zxgred = @@Lzl - -
érvényesa Az x X ¥ vekiorrdl megnutathetd, hogy line-

Srigan g geﬁlen—x,—z—vektorokﬁeseten ag X X y ag a% egyér-

~ telmlen meghatdrozott vektor, amelyik meroleg,es ag X, ¥

““lhe

vektorokra, az X, Is X XL vektor-rendszer 3obbgodrasu, S —

vasmint |z xy| =|zllz| =in (x,4)érvényess
Pov4bbi tulajdonségok: = R

ExyL=-¥L*Z

xx (£y+ [.tz)ao(xxx-!‘ (3 xg

(axb) = b =-/be kifejtési
IYOPTRICOES =

G“(a zb) x¢ = ( a x b):z.c + (bxc) xa + (¢ X a)xb= O

A G oiklikus Bsgrzeget Jjeldl,az utolsd azonossagot pedig

Jacobi suonoggignak navesyiik., Descartes téle koordinatak

segitségevel a vektorazorgzis
g &2 &3
x x y = det x x>

sf_l__yzy—"‘

alakban nirhatué.

. Felaeﬁatolc saasesdisra, kivondara, koord’natakra (R 1—66)

5.le EgyA n oldelu sokaztg oldalalt valsmilyen kbrﬁljéras
grerint irdnyitjuk, mis sorrendben egymishoz flzve ijabb

. sokszbget kaphatunk. Legfeljebb hény kULbnbbz6 sokssdg
nyerhetd ily médon? o -
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'gaga,B'zonyi*suk be, hogy véges mok zdrt tﬁrﬁttvonal
~gzakearalt egymishoy lehet (gy fdzni, hogy egyetlen zirt

tdrottvcaalat alkosganakes

_5e3e ivonyltsux be, hogy tetamoleges st torﬁttvonal

‘azaksarsi eltolhatdk gy, hogy konvex sokezﬁget hatdrol-

Jjanak,.

544, Bizonyitsuk be, hogy egy kocka. éleit lehet irényitanig ]

Y2y, hogy az élvekiorok 8sszege 9 legyen.

545, Mutagssuk meg, hogy egy konvex 8tszbg éleit ém étléit
lahet ugy ﬁranyltani, hogy az élvektorok és étlévektorok
Ysasege O legyeﬂo - B

5466 Az ai, 32 cooly egys{kd vektorok olyanok, ﬂogy'w
valamep yillk kezdSpontja kGzds, éa valsmennyl az 8y és '
gn'élta¢ meghatirozott tompasztgl szdgtartoményban.he;yez-
kednek el. Bizmony{tauk be, hogy SszegUk nem lehet Q.

=

' B.Ts AZ 24 By & egyenl$ hosazu vekiorok, és tssszeglk O.
Mekkore szlget zdr be az & és b?

548s  Au &y Dy 8 d egyenls hossgzu, egysikid vektorok, éa
 Basgeglit Q. Blzonyissuk be, hogy van koz8ttiik ketts,
smelyek egymdsnak ellentettjeik.

5.9. Bizonyitauk be, hogy egy nézyszdg sulypontja meg-

kaphatd, a kovetkesd kti18nb8z8 médokon: ( Valamely 8p,ecely

vektorok sﬁlypontja az A= 2ii‘.ﬂ'/n pont. Sokszagek aﬁlyb
pontja & csdcsok milypontja). |

8) két ggenkdztl oldal felezopontjait daszekdt5 szakasz
kbzéppodtjag
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b) a két 4116 felezlbpontjals ﬁsézek6%6 gzakagy kizép-
pontjey " ' |
¢) tetazdleges hirom cmics meghatdrozza hiromaszbg suly-
pontjdit o negyédik calocmal baszekttl srakaszhek a sdlye
ponthoz lagkdzelebbi negyedelpontja. |

5,10, Bigonyitsuk be, hogy a tetradder sulypontja azonos

gz alibbi mddon definidlt pontokkals R
a) két tetszleges szemkbzti é1 felaz6pontjét bsszekbt&
srakags felezopon*ja:
b) teﬁszoleges lapsulypontot a szemkozti csuccsal Usgze-
. k8t8 gzaksswmak & laphoz ktzelebbi negyedd Spontja.-
Belle Az b szdmu pontbél 4116 pontrendszer gulyvonalainak

nevesyilk aszokat a ssakeaxokat, amelyek a pontrendszer tetsz6y' :
legea pontjdt & t6bbi n-l pont suiypontjéval k8tik Sewme. )
Bigony{tsuk be, hogy a sulyvonalak & pontban metszik, és
1 3 (n-1) ardnyban. ossztldk egyméa%. -
5,12, Bizmonyitsuk be, hogy egy tetazfleges pontrendszer
sulyvonélait eltolhatjuk ﬁgy; hozy zdrt sokszbget hatirole-

Janakes
Bal3e Hagyjud el egy n pontbSl 4116 pontrendszer egy pontjidt,
és jel8ljilk meg a meradék pontrendszexr gulypontjédt. Ismételjilk
ezt meg a pontrendszer valamennyl pontjévals. Bizonyitauk be,
hogy az igy nyert n pont az eredetihez hasonlé pohtrandszert_.

alkote : '
5414, Mutasguk meg, hogy egy n ponthol 4116 pontrendszer

gulypontja a k¥vetkerd mdédon is e18411{thatds a pontokat '
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két halmazba ozztjulk, az egylk nq, a mésik n, pontot
tartalmabv az els6 ponthalmaz gulypontja Sy, & ndaiké Spe
Az egésxz p0ut er su]ypc 1tje az az S pont, amely ay

51 8, szakaszt n,ing ardnyban osztiae

Sel5e Egy—hurnégyszﬁg,magaéségkﬁzéppontjénak nevezzilk 4

koré irt kore kSzéppont jének a sulypontra vonatkozd tlkdr-

képét. Bigonyitsuk be, hogy
o) a magessigkdzéppontokat tetsnbleges oldal fele-
zSpontjaval ossgekdtﬁ egyenes merfleges & szemkozti oldalra;
h) a magassigkbzéppontot az egyik 4t16 felezdpontji-
val Usszekdtd eyenes merdleges a mdsik dtléra.

5e16. Egy tetraéder magaséégkﬁzéppontjénak'(vagy MONGE-£éle

pontjdnak) nevezzik & k¥ré irt gomb kszéppont jdnak a suly-

pontra vonatkozo tﬁkorkepet. Bizonyitauk be, hogy a. magaasagr :

| kozeppenﬁot egy tetsz&;e es &1 felezbpontjdval bsazekttd

| egyenes meroleges a szenkdzti éire. ( A tetraéder k8ré {rt
gomb k$zéppontjdt, sulypontjdt és magassdgkdzéppont jdt
?a178z8 egyenest a tetradder EULER-egyenesének nevezik.)
vgallLiEgy nurnégyazdyg egyik magagsigvonalinak nevezziik agz

agyik cevicsot a mdsik hironm mghatdirozta hiromgzdg megassdg-
pontaavaﬁ baapekttd szakasst. Bizonyitsuk be,hogy a nagasasi g
vonalak a magassdgkozéppontban nmetasik egymast.

5,18, Bigonyitsuk be, hogy he egy tetradderben két-két
gremkBztes élpir merfleges egymdsra, akkor ézﬂa harmadik
azenksztes élpirra is 411,
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5,19, Bizonyitmuk be, hogy ha egy tetraéderben 2 szemkﬁzfi

§lek merSlegesek egymisra, akkor a tetradder nmagassdigal a

———————— —magasaigkﬁﬁé_p,p_ontbgn_ metazik egymist., (Ebben az egetben a

magassigkdnzéppontot megzagssdgpontnak, nmagdit a tetraédert

vigzont ortocentrikus%nak nevezziike.)

5,20, Bizonyitsuk be, hogy orthoentErkus tetraéderben &

*‘é’zemk‘dztii—élekﬁfi' sz8pentjait ' 8sgzekdtl szakaszok egyenldks

5e21e Bizouyiteuk be, hogy he egy_ tetmader lapjail egybe-
véigdak, aulypontje és kvré Irt gbubjének kBzéppontja eybe-
esik. -

54224 Bigonyitsuk be, hogy ha & tetradder lapjai e'gybe-
vigbak, & snemkiztl deck felesdpontjalt Baszekdts eg‘énesv ne-
ff)’leges ay élekre. o |

5___}_ Aw AIAZ...An aokszdg ( lehetd térbeli sokaztg im)
oldalait, egy meghatarezott k¥riiljérdst tartva, osszuk fel
ugyanolyan arinybane Bizony{tsuk be, hogy az eredeti sok=~
azdg éa 8z oszt dpontok. meghatdrozta sokazbg sulypontja egy=

5,24, A kor AB éz CD hurjal nerGlegesei coymbsra. Hatdromzuk
meg & hurezyenesek metgzéapontjdnak helyvektordt, ha lsmer-
jﬁk s kv kBzéppontjdbsl a hirok végpont jaihor mikatd
helyvaktorckate -

56254 Bizonyitsuk be, hogy & haronaszbg magasaagpontjénak
tetznlleges olds.lra vonatkozd tilkbrképe a hiromszndg kdré

{rt k6ron van. ‘
_5_,_;@_._,' I&"izbnyitsuk be, hogy a hiromssdg magasségpontjénak
tetazlleged oldalfelezSpontdara vonatkozs tiiktrképe & hiromszdg

xoré irt k8rdn van
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527+ . A hiromszbg EULER-egyenesén jeltljiik ki a magagsd g-

pont &8 a kir kbré Irt kér kBzéppontis k¥zstti sgekasz F

.felez6pontjét, és mutassuk meg,'hdgy ez egyenld tdvol van

minden oldsl felezSpont jit6l, a magasasgdk talppontjaltdl

és a magassigpontot a csucsokkal taagektts szekasgok felexl-

-

pontjaitél. (E kilenc pont tehdt egy KoT6n van, ez & hirom=

—aedg NaNe- FEURRBACH~kBTe. ).

5.28. Legyen Ay By Cy D négy nem egysiku ponts AB felezl-

pontja E, & ¢D~é P. Bizonyitsuk be, hogy EF {1/2 (AD+BC) .
5,29, Legyen A, B, Cy D négy nem egysikd pont. Fussa’be X

 az 4B (zéri) szakasz; Y pedig a CD szakass minden pontjét.

Mit i{r le az XY szekass P felezlponija? |
54300 Az ABCD négyszgben ( lehet térbeli iam) AB=CD. Biszo-
nyitsuk be, hogy a BC és AB oldalak felem8pontjalt Yeszekdts
kozépvonal parhugzamos az AB és CD egyenesek egyik szbgfele-
szevel.

Be31. Bizony{tsuk be, hogy minden négyoldald gila oldallapjai
elmetszhetlk egy s{kkal ugy, hogy a slkmetszet paralelogramma

legyen.,
5,32, Bigonyitsuk be, hogy ha négy, pédronként k1tér6 egyenes

clysn, hogy van kBz8ttilk hdrom, mely nem parhuzamos egy gik-
kel, skkor metszhetSk egy sikkal tigy, hogy a metszéaspontgk

egy paralelogramme négy csucsit alkosadk.

5e23s Jeltljuk ki a térben (vagy sikon) valamilyen sorrendben'

p scdmi pontot, majd egy tetez8leges pontot tUkrdsziink ax
els8 pontra; a tlkbrképet a mésodiP gtb, végll ax utolsé

pontra.
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a) Bizanyitsuk be, hogy ha n piros, a tlikrésések
egymisutinje egy elioldssal helyettes{thets, ey az eltolis
nen fligg & tikrSzttt pont vdlaawtdsdtdl. - | j

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n piratlan, a tﬁkrdzesek
egymisutinja egy kdméppontos tiikrozéasel helyettesithetl; a

6*6pponﬁ‘?ﬁgzefiéﬁ—é‘fﬂkfazﬁtt’pnntfvélasztésétél.
N e) Blzonjltsuk be, hogy ha n pératlan, egy tetazoleges

~ pontot kétszer egynda utin az adott,pontokra végigtukrozve.
majd ezt még egysger megismétglve, ay eredati;}ontbgfjutunk
‘-vissza. ‘ | | |
5.34. Bizonyitaﬁk'be. hogyfha egy pontot sorrendben végighik-
régiink egy pdros oldélﬁzémﬁ soksztg oldalfelesnd pontjaifa,
;akkcr vimsajutunk az eredeti pontba.
5435, Bironyitsuk be, hogy havegy pontot sarendben végig-
tiikrdglink =gy pérétlan oldelardmi soksedg oldalfelezd pont-
-jaira, akior & ponﬁ és mz utolsd tikErkép meghatdrozta aze-
kesz félev5p5n+ja & sokszﬁg egyik daucsa.
54360  Iegyen O az AAl és BBl egyenesek k¥z8s pontja. Vdlasy-
gzuk 0=t origdnak, és legenek ag ? Ay+B, Bl pontok helyvek-
torei rendre a, Y- By ( A’FﬂJ Hatdrozsuk meg az AB és A
B1 egyenesek kbsda M’ pont jdnak helyvektorat. ‘
5,37. Bgy O csucsa hiromoldalu végxelen gula (un.triéde )
belaejében Jeltljlink ki egy S pontote Bizonyitsuk be, hogy

s ;ridder elmetsghhtl ap S<en dtmend gikkal ugy, hogy a met-
szetként kaspott hdromszbgnek S legyen 'a gulypont ja.
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5433, Egy triéder gulysikidnak nevezsziix a triéder egy
14t € a mimik k&t 61 ssdgfelendjét Ssszekdts sikot.
Bizonyiﬁsuk be, hogy & hirom sulys{k egy egyenesben
metezi egymiat. ' | |

9.39. Az Ay, Ag,...,An pontokbdl 4118 pontrendszer gulyo-

2ot ponurendsrprnex nevezzﬁk, hs minden pontho# hogzgd-

rendelmb gy /Ll,ﬂz,“"/An valds szdmot, un, 8 ulzt.
Ha a pontok helyvektoral rendre 2y, ZzesesBps skkor a
aulyogots rendszer sulypontjdnek nevessilk az ' |

g4 = }"'1 al + u_p a.2+a..+j/.n=n

/Ll +}12 +...+}xn

helyvektoru pontot. Bizonyitsuk be, hogy a sulypont
fiiggetlen az origd valasztéaatol.
5.40. Am ABC hirmuszig C csucgédbdl az A ponthe az &, a
B-be a }y verel, ezek homaza b, ill. a. Fejezzilk ki ezekkel
| sz adatokkal a C csucébél undulé sngfelez6vektort.’
5,41, Az ABC héromszbg oldalainak hossza &, by, o} &
guemkbrti csucsok helyvektoral g;g,g. Bigony{tsuk be, hogy
s hiromssbgbe Irt kdr K kbzéppontjinak hélyﬁektora:

&8 + bb + c¢
xm = =

=

A+ B+ c
6442, Az ABCD tetradder esucasinak helyvektoral 2,b,8,43

& cmucsgokkal szemkdegtl lapok teriilete ta’ tb’ tc' td’
Bigonyitsuk be, hogy & tetraéder beirt gﬁubjének a
¥ézéppontjiba @
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tag + tbg +tGg + td

i fw

k
t& 4 tb + tc+ td

vekior nutat. ,
5443 Bivonyiizuk be, hogy a tetraéder lapjal akkor és
csakis ekkor egyenll terilletdek, ha & tetradder sulypousja

4

éz & belrt gbmbjédnek kbzéppentja egybeesik.

~75{47%mEgywtetaz61egea—bérbeliwpOﬁtrend8£@rasulypentﬂaﬁ¥;w>~d»w~¥

k¥ré {rt gomb birmely pontjdbdl irdnyitsunk vekiorokat a
pontokhos. Bizonyitsuk be, hogy ezeknak a vekﬁorokﬁak |
a7 Beszege dllandd homazusdgu. |
50454 Jeldjilk M-mel az ABC hirmmszdg magagségpontjét,_ﬁi-
ronyitsuk be, hogy az ABM, BCM, CAM hdromsztgek kbré Irt
kbreinek kozéppontjai ar eredeti hiromsziggel egybevdgd
fromazdget hatdrosznak meg. Mutassuk meg, hogy a kbzép-
pontok meghatdrosta hdromssbg s azABC tikrbds az ABC |
‘hiromazdy Pauarhach-kdrédnek kzéppontjira.
§&i§; Eey ksiﬁs kezddpontbSl kiindulva olyan vektorokat
mériink f¢l, amelyek hosswmdnak Usszege legaldbb négy.
Bizonyitruk be, hogy ki ¥het vilasstani kdrilik néhdnyat
ugy, hogy taszeglk hossya legeldbb 1 legyen. |
5447 Bgy szdg sedrai kUzttt kitlziink egy pontot. A szlget
fogiuk fel koordindta~rendszerként, amelynek egység-
vektoral e, ém g,, a pont koordindtdl (z,b). Hatdromsulk
'meg annax az egyanesnek az‘egyenletét, amely étmegy a
ponton, &€s & a#ztghll a lehetl legkisebb teriiletl hidromszbget

metasl ki.
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5.48. Hatdrozzuk meg eanak a afknak ag egyenletét, amely a
koordindtatengelyekb8l rendre a, by © hoaszuségﬁ Brakasz0o-
.k&t netoz le ( a 35 C)e
5449, Hatirozsuk meg & 3% - 2y + 6z + 4 = 0 egyenletl gik-

nakéﬁz orlgdt a (8, =2, -6) ponttal Szswektili. egyanﬁsﬁek a

metgzézpontjit. : ' : o |

.50 Bimony{tsuk be, hogy a szsbdlyos sokasbgek suly-

" pontja é3 kvzéppentia egyvecsike S s

5451, Jeldljlink ki a aiko# egy AP szakssrt, majé vegylink fel
& gsikon @gy tetszélegas P pontot. Forgasmuk el P-t:A kSrifl
90%«kel P* helyzetbe,}majé ugyencsak P-t B kbril ~90%-kal
P" helyzetbe. Bizcnyitsuk ba, hogy e pIp" szakaézhfele25~
pontjénak 8 helysete fliggetlen P vdlasztdedtil. |
54524 Fdrgassuk el ag ARCD trapéz BC szdrit kbzéppontja,ol o
xtrul 90°~kal a B,C, helysetbe, majd az AD szérat kbzép-

pontja‘x kdril az i,B; helyszetbe. Bizonyitsuk be, hogy
A, By = CiDy .

L -

5453 Egy négysuig oldalai 7516 szerkesszﬁnk kifelé négy=-

ze%eket. Blmonyitsuk be, hogy a aremktzti oldalakhoz

tertord .égyzet-kbudppontokat Bemzektts mzakeswok egyenllk
.és merﬁlegesek egYyMASTSe o ' ,
5,54, A a1k ﬁégyhbonkjét: A-t, B=t, C~t é8 D=t elforgat juk
egy pont kdrul 90°-kel az A?, B’, C3 D’ helyszetbe. Jel®lje
sz AR*, BC®, CD*, DA’ sezaksszok felegzdpontjait rendre X,Y,

Z,Us Bisonyitandd, hogy XZ éa YU egymdsra merSleges, egyenld

gnakasscke.
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5.55. Ezy négysnbg étléi‘egsn16k és merSlegesek. A négy-

gz8g oldalaira Iifelé hesonld, egyenld aziru hiromszdgeket
gserkeszilink, Ezek slappal azemkdztl csucsal egy ujabb
ndgyazbget hatdrognak meg. Bizonyitsuk be, hogy ennek a
négyssbenek 44161 is egyenlfk és merSlegesek egynmisra.

5,56.Egy hiromgzdg oldalairs kifeld hasonldy egyen16

gzdru hiromgzbgeket szerkesztﬁnk. Egek caucsal ujabb hidrom-

grbget hatdroznak meg, ennek oldalalra befelé iamét az |

e16bbiekhes hasonlé egvenld sszdru hdromszbgeket épitiink.

Bigzonyftsuk be, hogy az utdbbiak csucsai as ersdetihei

nagonld hircmuzsget hetdroznak mege

557 Bey hatszdg minden mésodik zrige 1200-05, és ezeket
s gzdgeket egyenld oldalpir fogjla kizre, Biromy{itauk be,
nogy & 120°-o0s szbgek caucmai gnabdlyos hdromsztget ha-

-tdrognsk mege

§&§§& Legyen S az ABC héromsﬁﬁg sulypontja. A BByB, és
CCyCy gzebilyos hiromsztgek dlentétes kdriiljdrdsuak, 6y
sulynonbaalk egybeesnek o-sel. Bizonylteuk be, hogy an

| Anlbles Aﬁzczhaiumuzbgek gzabdlyosak.

Peladatok belsgeworﬁata ( R-6T7-92)

5.59. Adott a sfkon két metszlegyenes. Mi agoknak &
pontoknak & nértani helye, ame1vmxr@ négve a ket egyenestol
. mért tévoladgok négyzebdaszege egy adott pczitiv srdmmal
sryenlc? | |

5460, Bizényitsuk be, hogy ha egy egyenesg ner8leges egy sfk
xét nem pivhuzemos egenesére, ekkor a sik minden egyenesére

merdleges.
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| 5,61, Begy kils§ P pontbdl merSlegest 411{tunk egy sikrs
és snnzk egy tetzzbleges @ egyencgére, ezek talppontjal

legyenek ' da F*, Bizonyfisuk be, hogy PE’ is merllesges

l'b

‘Gn

5252¢ A tér egy egyenese egygnlﬁ szogat z8r be egy ha$omszﬁg
h:

A0 chalegyanegevela B&onyitsuk bhe, hogy Az egyenes

SR "**"”*I"iex's:[.%f’"(‘“ a, harom'w%dg &ik"arao

5ef3a Bu“onyi+sa& be, hogy ewy i1s8 ponthdl a x8rhis huzott

so18% metszeteinek a sworsata dilandd érték.

<43

S5.64, As ABC da A'B'C® hiromdzSgek olyan helysetdek, hogy

O

(]
I

.

‘&z A,B,C czucsokbll rendee a;B'G’; C'A2 A°B} egyenesekre
£11ftott uerSlegasek egy ponton mennek dt. Bizonyitsuk be,
‘hogy ex s tulsjdonzdg klestndz, azaz az AZ B*, C*, caucsok=
b6l pendre a DO, CA, AB egysnesekra dliltott merolegasek is
ezy §pontba Tutnak Biszas |
§;§§FBiﬁonyitsuk be, hogy & paralnlovramma étléinak
négysetbanzege oldalainek négyzetﬁsgzewével egyen16¢

5a 6t 66.‘ Az ABCD téglalep cauczalt kBasil bzeze egy P

ponttal. Blzonyfltauk be, hogy PAZ + Pc2 = 2BZ + PDY

Ge67e Bizonyitauk Pe, hogy egy nézyssdg 44161 ekkor és
caakis alkkor merolegﬁsek, ha & szenmk¥zii oldalak négyret-
Ygavege egyenlé, |
5,67, Bizonyitauk be, hogy ortocentrikus tetraddernél

a azamgﬁzfi élek négyzetbsszege cgyenil. ‘  '
5,68, A kbrlemez egy beled pontidn 4t %két merfleges hurt
hﬁzunkﬂ Bizony{tsuk be, hogy & hirok ézslgbeinek:négyﬁet-
Yszeege flggetlen a pont helyzetét8le. | -
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5469. Bizonyfitsuk be, hogy egy tetazlleges négysztg oldala=~
irak négyretdsasegét megkaphstjuk, ha as 4816k régyretbcaze-
géhey haﬂééadjuk e 4t1éfelendponiok tdvoledgédnak négpreres
Peqymeteua | |

5,70, Adott a térben n ponts Al’ Az, ¢.4,A . Bizcnyitduk

be, hogy a térnek sz a P pontja, amelyre & PA§'+ PA% ‘eoont
+_PA£ winimdlis, a poutr@nagzur zulypontja.

WTWQ;Ziw L@gy@n S ar ABC hirmmgudg sul ypontda, P pilg tetszS—

2, a2

lagag pont. Bigox y{tpuh bey hogy 573 = PAZ 4+ PB% 4 PC -
~(54% + s8% + 567), |
5,72, Legen M az ABCD tetraéder gagaaségkﬁzéppontjé.
Bimonyitauk be, hogy MAZ + MBZ + Mc% + 12 =47%, zhol r
) tefraédcr 8ré frt gbub sugara. a N

5s73s Az ABCD tetradder 4 csucsdhon ¥ artozd suly#onal-
egyanese 2, kdre ot gliabdt egy E rortban metszi, & BCD
lap suw.yponitja S. Bizonyitsuk be, hogy AB a5? 4 ACZ AD = .
= A8 * AR, |

7. Am AGOD tetradder A csucsdbe futd hirom €1 pironként

werdleges gvmésra, a tetradder sulypontaa S« Bizonyitsuk be, .'

hogy SBZ + 02 + SD%= 11A82.

5,7%. Az ABC Mmm»ag wErd {rt kbr kbzéppopt Abol az A,
i1l. B cmucsokhos az &, 1ll. b vektorck vezetnék, AB = Gy
a k¥ré irt kBr stgera r. Bisonyitsuk be, hogy{g§>= fau o2
5e6e Bimonyitauk be, hogy a hiromgebg kiré irt kir sugara
T, & beirt kiré f . es 2 ké% kir kbzeppontjainak tavolaéga

~

d, akxkor @® = 2% - 2p (Buler tétele).
. §




- 75 «
5e77s Az ABC hiromszignek vdlasazuk ki pl; ay AB oldalit,
és mérjik ezt fel AebSl kiindulve az AC é3 B-b8l kiindulva
& BC felagyenesrw, a felmért mzakaszok uj végpontjal Cl’ i1l,
Coe Hasonldans & BC oldalbdl kiindulva kapJuk az Al éa A2
pontokat és aCA oldalbdl Kindulva a By és B, pontokat.

: Bizonyftﬁuk*beifhogy~&54ﬁiﬁiiBIB§TGieégsmakaszok~valamennyien

AWmerSléges@kigmpeirt éa = kiré ;;@ ki kagﬁgppntjét §SQZéE§F§,W' '

egyenesre,
Eala Bigonyitsuk be, hogy a kocka min&en héromsz&gmetszete
hegyesszizie
5,79, Hatdrozguk meg & cos 2« + co® 2+ cos 2) baszeg
4 mininumdt, ha 09/3 Y egy hiromsuig sxﬁv@i. |
| Q;QQ;,Bizonyltsuk be, hogy ha egy haromgzbgben cos 2% +
+ cos Zﬂ + cos 2y = =1, akkor s hédromzsig derékszigia
581, Egy hiromsz¥g odalais a, b, c, ktré irt kdrének sugara
Ty Eun ak k8zdppontjit a magassagponttal ™ bpaz%m&agu szakaaz

2 2

T koti bssz@. Bizonyitguk be, hogy m = 9r - (& + b2 + ¢%)e

5.82, Egy hiromgzbg szlgel « ﬂ)g' . Bizonyitsuk bé; hogy

( 1. ag ¢1828 feladat Jeltléseit) cosacx + cos8 (3 + cos g'a T
2 2 2
= 3 - 8" + b+ c
' 4r§

5.83, Ismeretezek egy téglatest két szomszédo§ 1apJén
elhelyezkedd két kitérs £%1 ének allap oldaléleivel alkofott 
gzdgel. Hutarozzuk meg a két '*16 szdgét.

5.84. Jelentsen n uetszSIeges természetes szimot, Bizonyit- .

gsuk be, hcgy 8%
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(wn, n + 1, n(n + 1), B i .

HE

(n(n + 1 ). -n,.n + 1),

{n+1, n(n+ 1), -n)

ne o

vektorok 4ltal kifeswftett paralelepipedon kockas

Peladatok vektorilis sporzatra ( R 93 - 114)

_§.8§. Mi a geometriai Jelentéae s Bbvetkesd azonOSSagnak:

F(a, (>a+b%@m, Q)?

5,86, Iegyenek &, b, ¢ & sik hérom pontjéhak helyvektorai.
Bizonyftauk be, hogy aﬁnak geilkadges és elégadges feltdtele,
hogy & hidrom pont egy egyynesen 1egyen az, hogy az aldbbi
egyenloseg teljesﬁlabn:

F-<§)2> +B(p yg) + Fg) @) =0
587 Egy négysrdg szenkdztes oldalei a P,‘ili. Q pontban
metszik egymist. 4 PQ mzakasz felezSpontja F. Bizbnyitsﬁk
be, hogy F és a négyszdg dtldéinak felezlpontjal egy ezye-
nesen vannak. N o
5.88¢ Ad ABC és i:“}c;.héromszagek olyan helyzetﬁek, hogy _
az A, B, c csucsokbél rendre s, B’C’.C’ A’ , A'B? oldalakkel
huzott parhusamosok egy ponton mennek ét. Bizonyltsuk he,

hogy ez a tulajdonség kbleatnba, azaz az A', B’ G’csucso-

 kon 4% wendre & RO, CA, AB egyenesekkel hugott pérhugamo-

gok i egy pontba futnak Ussue.

e «894 Bgy Gtazdgnek negy oldala pédrhuzamos exy—egy dt1dval,
' Bizonyltsuk‘be, hogy er ay 8t8dik oldalra is fenndll.
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5490, Fejeunziik ki'avhéromséﬂg tefﬁlefét as oldalak seglit~
A'aeﬁevel. | o o

5,91, Bigzonyitsuk be, hogy & haromazog sulyvonalaibél
kéarftett hiromazdg terillete ; -2 ap eredeti haromszbg

teriiletének,

5492, A négyazig ket szemkﬁzti oldalgwenese egy P pontban

 metszi egymdst: az 41k felezﬁpontdai q és R. Bizomyfteuk |

be, hogy a'PQR—haromsz&g terﬁlete 1 -ea négyszﬁg terﬁle-
tének. "

5493. Am ABCD paralelogramma egy b@lso pontjdn é% az olda-
lakkal huzott pirhuzamosok azm AB, BC, CD, DA oldalakat
rendre az %, Y, %, V pontokban metsziké P tilksrképe a para-
lelogramma kizéppontjira P’. Bisonyitsuk be, hogy &PAP’C

paralelogramma teriilete a PYBX éz PVDZ paralebgrammik terie

letének a kiiltnbaégével egyenll, _
5.94. Egy ABCD konvex négyssbtg AB oldalaﬁ az Xéas Y, CD

- 0ldalit %, V poniok osztjdk hdrom egyenld reszre. Bigzonyit-
guk de, hogy az LYZIV t@rﬁlete harmade az ABCD négyszog teri-
1etének.

5495, Bsy %btsz6leg@s hatszﬁg szemkbzti cldalal pérhuzamosak.

Vélagszuk ki hdrom csucmot ugy, hogy kBzdttilk ne legyenek
gromszédosak, Bizonyitmuk be, hogy az igy kivdlesztott hirom
caticas és a misik hirom caves egyenld teriilet( hatsztgeket |
hatiroznsk meg. | a

§&§§&_Bixony1tsuk be, hogy kdzeppontos sgimmetrikus hatszdg-
ben a kdzdépponton 4% nem menS 4416k olyan haromszbget zdrnak
kdzre, amelynek terillete fele a hatszﬁg,ﬁerﬂlétének.
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5.97. Egy négyszdg oldalai 2, b, ¢, d atléi e és ?, tert-
lete b, Bizonyftsuk be, hogy 16> = 422 - (a7 - b2 2

- d2<)2.

5,98, Az ABOD négyesbg sfkjdban vegylnk fel egy tetszlleges

P pontot. Bizonyitsuk be, hogy hirom-hdrom pont dltal meg=

”7688%@fﬁggus 411 fenng

natdronott hironzsbgek - eiﬁjeles~terhletére afkavethZS

+ &%=

tpag ¢ fpop * "PBc' "PAD“-H PAC * "PBD'

5,99 Hatdrozguk meg ag ABC héromszbg sikjéban annak a P
pontnak s helyzetét,. améiyre & PAB. 'EBC, PCA hiromszigek
terlilete egyenlde—- f**‘j?f"

5,100, Egy szbg egyik azarén felvessiink egy AB,y a masik
SZaran egy CD szakaazt¢ Mi & mértani helye azoknak 8 P
pontoknak, am@lyekre a7 ABP éa CDP hiromazbtgek terilletel
egyenlﬁk? - | _

5,101, Bizonyitsuk be, hogy ha & hiromsztg oldalal 8,b5Cy

az ezekkel szemkpzti szbgek d’,ﬂ;g’ és a terlilet t,alkkor

ctg o + ctg @ + ctgy= a_*t Db L

5,102, Vegylink fel egy egyenesen egymig utdn kbvetkezl A,

B, G, D pontokat, ugy, hogy AB = BC = CD legyen, Hatarozzuk'

meg & ik olyan P pontjdnak a néraand h@lyét, amelyekre

fennéll:

tg ATB 4 - tg cpp 4 -3%—-'




=79 -

5.1Q§w Wgy hiromssdghen ag «< és /3 1van szbgek, hogy

tg o tg() = 1. |
Bizonyitzuk ke, hogy a harmadik azbg devékszog.
5:104. Egy tetradderd lapjeinak t&wuletvektorait 8 kovat-
keszeppan értelrezuiiks merdlegeaek = hozzéjuk tartozd lapras

J
|
|
|
|
t
j
]

kiftelé (= a*tetraederr&iveiientétea*oidalra)vmu&atnakt hOGS%uk———~

& lap teriiletével egyen16. Bizonyitsuk be, hogy a tetr&ed@rrﬁ¥wmj

terﬁletvextor&in&k Yeszege Q. '

5,105, Adott két kiterﬁ egyenes, &; ég ezz ey & ¥y iranyu
vektorral ég az Iy helyvektoru pontjiveal, es & Yo irdny-
vektorral és p, helyvekioru ponttal. Ha%érpzzuk mey gﬂkét
kitéré @gmnes\tévolségéto | -
5,106, Egy héromszbg ceucsalnek koordindtdl ( a;, ay ,» & 3.)9 ‘
(Abl s bo ’b3 Ve ( Gy »Cp & c3). Hatdrozzuk neg _ahéroms;z'dg‘ —';"
tertiletét, . - T
Feladatok wegyessszorseira ( R 115-110) ‘. '

5.107s Egy paralelepipedon egy csucsba futd lapdtlél egy
ujabb paralelepipedont fessitenek ki. Mi e két paralelépipe-
don térfogatdnak arinya? | ~' . | |
5,108, Biszony{tsuk be, hogy egy tetradder ktbtartalminak

hatazoroga egyenld; két szemk8zti élének mzorsata szorozva.

s kbsrezirt esdg sinusdval és a két élegyenes normiliranss-
verzilisdinak hogszdval.

52109. Bizouyiisuk be, hogy ha egy AB szakasz egy € egyenesen,
egy CD mzakasz pedig egy homzd képest kitérd ey egyen&een b

mozog, akkor az ABCD tetradder térfogata vdltozatlan. o
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5,110, Az 2, b, o, d pdronként k..térﬁ egyeneask, 68 az a,b
éa ¢, d, tovdbbd 2z a, ¢ és b, d normaltranszverxalisai mero-
legeaek egymisra. Bizonyiisuk be, hogy az &, d éa b. c normal-
tranaggversilisal iz merflegessek.

5,111}, Imnmeretes, hogy he a, b; ¢ nen egjsiku vektorok. akkor

. glakban, lutassuk meg, hogy

aftérﬁegy;#@tsgéiegma*g——vgkﬁoxaveloall1$hat6vx?§_¢“,=?m44§1g

vbe  (xea vab
0( = Exn:i . ﬁ = (=m= >9. b/ (_-_-,g_—-_
(gkg) (g c) (2 g

5,112, Bi .onthsuk be a vektordllis azorzal diaztributivitéSat
5} vegyeaazorgat falhaszéalaﬂava

5,113, Biﬁon31+suk be, hogy ha &, b, e joabrendazert alkotnak,
és b egységvektor, akkor ( gxbh) x(bhxg) a(&b_}

5.114.Igagoljuk a tridderek sinustetelet: ha a trééder két

élaxbge & éa b és & azemkomti lapszbgek 8 ea/d ekkor

gin a ¢ ‘gin b = gin X 3 8111[5'

5,115,  Bizonyitsuk be, hogy ha b egységvaktcr;

<( a xb))(2x ci}m ab) (bo) 1@_}
5,118, E1628 feladatunk eredménydt felhaaznélva bigonyitsuk
be & tridderek coginustételéts ha a; b, ¢ az élek szlgel éa Yy
a ¢=vel gremkdztl laprzbyg, akkor

cosbzcosacosc+sinasinbcosb/ _
54117+ Az ABCD ortocentrikus tetradder szemkdazti éled meﬂﬁle~ l

ges@k gymsara ( le & 19. feladatot). Jﬁlblde (AB) az AB élherw
tartozo iapsdeet. ‘Bigzonyitauk be, hogy ,
cos(AB) coe(CD): coa (AC) coa(BD)» cos(AD)oos(BC).
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6ul, APLin geometria, sffinitdsok, konvéxAgeometria

‘A# gifin  geometridhan (durvdn fogaluarva) a végea

dimenwids vektorterek geometridjdt vizegdljuk, benntik ki
tintetedt belelszorzat nélklile A kitlintetett origd miaty

egy Vn* n-dimensids vektorteretl kipontogott effin $érnek

ig neveszik. Igy a vektorokat, helyvektorként tekintve,

_ portoknak ig neveshetjk.

A Y™ 46T 8y Byreconty pontjait aflwn filgzetlermek

neves vaﬁ, ha az 2y “éo'““ak - &, vaktorﬁk iinsdrigan
fliggetienek, Mivel & fenti pontok aXkor és .egak akkor
affin filiggetleneclk, ha, ax (&, s 1) .a.,(&k,l) vektorok &
Vm*l tér linedrigsn Pliggetlen vekitorai, ezert az affin
fliggetlensdg tulajdonsdga flggetlen a pontok gorrendjétll.
He 8Boreeesd, & v térben affin figgetlenek, akkor mine
den x e T®  vektor egyértelmden - ‘ |

X-8, = z x* (Qm"‘a-ca)

alakban irhaté. Az 1gy nyert ( x ,...,x ) koordlnatakat

'az alapnontr@ndszerr@ vonatkoxo affin koordlnataknak

nevezzuk.
A VY férben k+l smdml 8 ,ee0,8y affin flggetlen pont

egy k~dimenzids effin alteret feszit ki, anit az

8y *

éi x“(&*"ﬁ°) , Xf57Q
v'[:d

alokban e18311fthetd vektorok halmasaként definidlunk.
 Atrendendssel keapjuk, hogy asz altér pontjalt a | |
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kifejezéack zzcigaltatjak. Az (x posssX } koordindtikat as
alappontmkra vonetkond afiin koordiniﬁakﬂakl wig az

%C gxl ) ..¢,xk) koordindtékat, illetve ezek Ado

kongtanss voro it baricentrikug koordindtdknak nevengiik.

A baricentrikus koordindtdk asm

T T Xy o |
=z o -
1 : .

vek»ort hatdrozzdk meg égyértelmlien, ezért 8z x-et oz

e

x* gulyoklsl mdlyomott 8y E ypontjénak ia

nevezzilk, : A ' ‘ L —

4 T 4ér (n-1)-dimenzids affin alterel az Uelle hipera

terek,az 1-dinenziduak pedig ey egyenegek. Igy av‘ ) &
pontokra tektetett egyevea poutjalt ax

(1) z+tx yek
vektorok alltotjdk. Ekkor &z

(s X » £ ) 8= t/1-%

memnyisézet & hdrom fout oggtdvigronydnak nevesznszik, nyii—

vénvald ucometrxai tartalma miatd.

Az VE ‘Ve’C:Vn altereket pirhuganognak mondjuk, he
vegy vkg'v 11‘ £‘ .vagy pedig N Ve = teljesiil ,
g uw utébbi'esetben 1étezik olysn ms= max(k,£)+1~dimenzios
altér, andyik mindkett8t tartalmazsza. ‘ -
Velamely ( x;,...,x ) affin koordinata kBrnyazetben a

ge,.oaggviialappgnteLra illesgkedd hiperter egyeniete
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K yasesx®

det &%étoo‘gag = 0 '
1l n o
&n”‘lo L ?1'1”1

Az alacconyabb dimenzids aitarek hiperﬂerek metsdetekent

d1lithe bok €18, evertﬁa‘kadimen%Los—a&%er&eﬁv{nak) egyenp

letet ftarwimezd linedris egx@nlaurenaszer"el i*ﬁ@tjuk le.

Az Eoe Ty pentok&#'oqszekoto szekamt oz
= (1=t) g, + ¥ x5 0<% £1

pgntmx alkotjdke Altalaban egy = x;ai alakd linedris
kouwbindcidt konvexnek mondjuk, ha vi >0 ést; = 1 teljeu

glil. Igy a gzaksasy pontjal a végpontok konvex linaaris
kombmnaciodakenm d1llnek €18,
By conthalmant kenveznek mondunk, ha ké* pnntjéval

elitt ez egeket Omazekdid szalmwt is tertalnerza. Velemely
S ponthalmas conv S Jellel 3eldlt konvex burkin as S-t
tartalmaznd konvex ponthalmazok netszetét ertka. Caratheodagz

tétele azerint & conv S ( anol.a c:vn) pontjal aﬁ S=beli,

legfeljebbh ntl azdmi vektor konvex liredria kombindcid-

jaként Allithatok 916. vagyls:

conv S»{?o )l "i‘XiGS, Ai 0 Z')i..lj

Redon tétele szerint a T2 $4r vérmely (n+2) kulonbbz8
_elem@% tartalmand S“'{gﬁ”“’§m+2‘§ ?onthalmaza kéﬁ:
diszmjunkt Sq» Sp ponthalmasra bonthatd (»51.0'32~w Dy
S, U 8, = s) gy, hogy ezek konvex burkinak a metszete

nem az lires halmszs conv Sy N conv S + P




-; 83.-

E két tStal és a Veljes. indukeid elkalmaziedval be- -
bizony{thaté Helly nevezetes titele, mimzerint ha Kj..e Ky
s T $éiben N mzdmi konvem test, amelyek kUzill bdrmely
n+l gzdmt metaéi agynsgt, akkor ay Usszesnek a metezete
senm ag Ureg halnag. |

ra

A teret egy hipertdr két (konvex) féltdrre bonija. A -

G

»

konvex poliddersket véges mok wdet £4ibér metmwstekent,

miz a konvex poiitopckat véges sok pont konvex burkeként

definigliuk. Affin flgsetlen poniok konvex burkdt

szimplemeinek is nevesziik. Megmutathatd, hogy a konvex

" politopok nem misck mint a korldbtos konvex polidderek.

A konvex polidderek i-dimenzids élei terpdagateg médon

definidlhatdk. Legven egek szims Ci, és n-dimenwzids alak-
zat egetén legyen szl. E Jeltléseket slkalmavve konvex

politopokra dérvényes asw dltaldnos

. - i
6, = Cp + Cp= e ot (=1) e, = )

Euler féle fowmuia. ..

tetett formuldl adjs visza.
Vézenetil az affinitdsck tirgyalisire tértnk dte A V©
tér egy o 3 V' —>V' bijekeidjdt affinitdsnak nevessilk,

ha egyencst egyenesbe tranazformil,
. Megmutathatd, hogy affin koordindia rendszerekben az

affinitdsok nem misok, mint ax

2 —>hzm, () — (Fa] ah
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alskban fejlrh&ﬁé lineﬂris tranﬂmformaciék, ‘shol det(Ai):¢ O.

bbol ag elﬁal,l t4shol kbnnyen beldthatd, hogy a v tér bér-‘

mely ( a g,) ill. (bgseeasby,) affin riggetlen pont-

_“de\eag
rendezereiles pontogan egy X affinités 1étesik, amelyre

< (gy)=b, teljesiils Bzt a tétdls az afrinitdeok alaptéte-

1ének nevenike

.. Néhfny gpeciflis af tast ig definldlunk. Ly x —> Xtp

affan:baso“at pirhunancs eltoldgoknak, az'x’ — ¥Xﬁ2 alakﬁ- _

akat pedlg B/z cenirmmﬁ fe]fordula*okna& (centrilis ﬁukrbzan

saknak) nevessike

A nviitdsok amck ax effinitdsok, awlk minden egyenest Ynme-

gukkal pdrhuzanocs egyenaghe transz,ormxlaak. Lﬁ@LfSl aegmutat-
haté, hogy hdrmely nyGjtds vegy parhuzamocs eltolde vegy pedig

centrilis hason103qgﬁ A7 utdbbi affinitdsock az x —>¢ + }(th)z

= ):«: 4+ {1~ 2\) e , X¥O0, alakiak.

‘leklntgum egr \a,\,QOOQan 1 """'.'C'J) —-—-—-}(aogoodgan.oo’b )
alaki a;fxniﬁarb. He az 8,5 g pontok sgyenese parhuzamos
az 8 sesesBys pontok hiperterével, akkor asz a?finitdat gxgraso
naks ‘& t5hbi esetben pddlg fesnitdanek nevazydk.
{Vn, £ )‘> }. evkiidesxzi ér %érfog&ttaﬁ%o‘affinitésaitﬁ

ekviaffinitdsoknak hivjuk.

Ugyancsak a  { T < >-} euklideszi térben vegylink fel
ezy A s -az STLESE %arﬁalmazé, hipert@vet és tekintsﬁnk
egy ) =+ 0 valds Sfamot. Egek usdn a2 hipertérben faka hely-
vektorok le;yanek fixek, & hiperitérre nerdlages és a hipertérbe
eal kezdSpontﬁ ‘helyvektorokat pedig nydjisuk meg )\ ~8TOTOSIE,

My =z HO-1) (B B> 2 | -
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afflnltaqhoz jutunl, ahol n a hipertér normal egyaég-

'vektora¢ A '/ia 2\ affinitéat nerdleges affinitdsnak

nevegzziik, -

Bebi=z sonyf thetd & kﬁvetkezs tétel

Mind@n < afflnitaa

alakban allltnatoTel , ahol as izbmetria ag '/M{

' 1ekepezeaek pedig pironként meroleges hiperterekre vonat-

kozd merSleges affinitdsok.
Feladatok konvex temtekre (XK)

- 6o [Py {Blaschke) Bigonyitauk be, hogy minden egységnyi

szelesseyu korlitos konvex testbe 1rhat6 1/n+1 sugaru

gbmb. ( n a test dimenzidje).

6.2.8)Ad0%% & afkon n pont s Airy-- .Ai& . Bizonyitauk be;
hogy létezik a giknak olyan 0 pontia, molyen dtmend tet- :
gzdleges 1 egyenes mindkéd partjén n¢3*na1 nem kevesebb

%bnt fekmsik ( beleszémitva ragin asg l'egyeneaeh levd
”pontokat ig)e | : | |

b) Adott a térben a V térfogatd K konvextest, BlzonyWUando,

" hogy ezen dtmend tetgzlleges gik dltal meghatérozott bdrmely

féltérbe legalébbwyfé_tériogatﬁmrészef@aikmaéte@tnek.»u e

6.3, Bizonyf{tsuk be, hogy bérmely korlditos konvex (n dimen~
v16s) halmasnak 1éterik olyan O pontja, hog birmely az

O -n 4tmend A,B hiirra

| -
IA-01 > w5 IA-BI, 13-00 2 i 1A=

o pup




.40 (Berge) Legyenek M,Kjeeo K, xorlitos konvex zirt

G e He

halmagok e 'd-dimenzié’s térbén éa

M”(ak«') =¢ )

13y

e MN(D, KH?‘

,,,,,,,,, Ekkor M ;&: U <,

§_,_,§‘,‘ (Santold) Adott a sikun véges sok pdrhuzanos Bzakasy
gy, hogy barmely hirom esetén létezik emecket metsi6 egyenes.
Bigonyitauk be, hogy ekkor létesnik vaamennyil metszd egyenes.
6.60 Két véges halmazg X ég Y (R"~ben) szigorian gzepardlhatd
| egy hipersikksl akkor és csak akkor ha az XVY bdrmely leg-

f@ljebb n+2 elemdi S résghalmagdra S N X éa SNY sgigordan.

szapardlhatd ( Kirchberger)

Gs 7. x ¢ B° ) dian X £ 2. Exkor X benne van egy [Zn/(Md)]
sugaru gbmuben. '

6484, (wamtw') Ha z € conv X, X & Rn‘akkor-le’tezik

Y ¢x , \Y\‘é_ 2n, hogy x € intconv Y. o

§;‘9&_ Az egyadg g‘c‘im’ofeiﬁleten adott egy 1 zdrd gorbe,
amelynek & hosﬂ:z.a £ ZTF » Bizony{tsndd, hogy ekkor 1
rs.ju‘:a varn @gy £é1g0mbon, - | |

6,10, A QTQ y A kompakt. A = ext conv A akkor és cs&k
akkor, ha birmely B S A, |Bl ¢ d+2  emetén B=eéxt conv Bs
6,11 K & Y xorldtos és zért. Ha K bdrmely d+1 pontjd-
hoz 1étezik ogy pont, hogy a d+1 pont mindegyikét e
ponttal spsrekot8 mzakasz résse K-nsk, akkor letezik olyan
pont im, amelyet birmely K-beli ponttal “zszekotd ézaka:az

K-ban van, -(Xrasgnogzels gki)
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6,12, He a V2 térben 8% Fysees,Fy Félterek lefedik az
egdas teret, akkor kdsilik legfeljebb:m&l,szémﬁ.ié lefedi a
,t@l‘ete '

013, T@Vintaﬁk a gik XyseeesXy pontr@ndszerét, amelyre

1 1;ﬁ2~4~1 teljesiil. Bigonyitandd olyan {3 /3 ﬂug&?ﬁ

'korl@m®W léterézea, amely@ik lef@di a pontrendszert /Young/.

Felmdatok affinitiamokra(es2064, 214-, 215., 222,0)

46.14. Az A0 és DB el%olémck‘akkor'@gyenlﬁk ha.az

ASD dm C3B eltoldsokegyenlSk, (Ha ADBC paraleogramma,
akkcr ez nyllvanvalé de ‘ha & négy ponm kolllnearls, akkor
.4@“3) ° A

60150 Aw
: A&sB) (B—C) = ( A<-—>C)

egyenletb61 ay A=C helyettes{tésgel veszemsik le, hogy
s (C<B) (B-iﬁ) félforduiatnak bidrmely adott C pont £ix-
_ pontja; By utdobi tremsszformicidt a Jelvlés termésgeteal
kiterjeantésdvel |
1 g =
alakban frhatjuk fel.
6,16, Ha-egy. ( nem_ feltétlentl konvex) hatszﬁg nérom 4t-
16jdnak felez8pontja ggybeenik, akkor a hatezdg badrmely
két mmenkdrti oldalae pdrhuzemos egymissal. |
6o17e Lz ABRC hiromsz8g BC oldaldnek tets@gleged Alﬁonta
14b81 hfizzuk meg & BA-val pdrhuzamos AiBﬁegyan@st,amely-

g CA oldalt Blab@n-metazi. Bzutdin hizsuk meg g CB=vel.
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pirhuszamos ByCq egyenest, amely ag AB-oldelt C,ben metszi,
nejd az AC-vel pérhuzamos Cqhp egyenest, smely BC oldalt
C~~ben metasgi, majd aw AC-vel pérhuzamos 01A2 egyenest,

am@ly a BC oldalt Aznben metszi, Ha Al & BC oldal felezd- | w
pontja, @ skkor Aoy agybeemik veleo Ha nem, akkor folytassuk |

ar eljdrdet: hizzuk meg a BA-val pdrhugemos A,B, egyenest,

a (Ba-vel pérhuzamos”8§0§""@gyen@st;wés~azmAGuvel~pérhu2amoswmwWdu,
02A3 egyenests A tortvonal most begdrul : AB egybeesik Al-gyel. |
{ Bzt nevezik Thomgen-alakzatnak. L.Nev.R.Mind, Geometrical Ma~

gle, Scripta Aaﬁh@mahlcm, 19 ( 19r3), 198-200 old.)

31, £bra

6 18. Teteplleges egyszerd négysetg oldelfelewbpontjai
paral@loﬂrammat hatdrosnek meg (31l. dbra;)Ezt a tételt
Pierre Varigmon (1654-1722) fedente fel, éa ezert sy ilyen

parslelozramsit Varignon-paralelogramminak is groktdk ne-

veznl., A tétel azt iz mutatjie, hogy a négyasdg ssemkistl
oldalfelezfpontjald baszekbts kwdpvonslak felezik egymist.
6,19, Bérmely teljea négyszig het oldalfelezSpontja k¥zéppon-

togan azimm@tfikus hatuzbget hatdroz meg, ( olyat,'emiiy@t

a fentiqé. feladatbhan vizsgdlitunk).
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6,20, He két hidromsgBgnek egy kUzbs oldala van, gy
teriiletiik akkor éa cmak akkor egyenl&,'ha a megnmaradt
céﬁcsaikat basnekbt8 egyenes pdrhuzames a kizds oldaﬁ@l.
£.21, Ha egy Stmzdg négy 4t16ja pirhusamos annék négy
oldaldval, skkor as Stbdik étlélia.pérhuwamos az Bt8dik

01?1&111’5.1 &
6,22, Mikor ekvieffinitdas a nytitds?

6423, Mikor ekvisffinitds e nyirde?

6.24.liikor ekviaffinitds a feszitéa? |

6,25, Piros sedmi affin tikiBzés szorzata ekviarfinitds.
6 26. Minden eltolds, félfordulat, nyirds felirhatd két
affin tUkrSzés szorzataként. ?

6,27, Ha egy-@kviaffiritéa nem eltolds, nem felfordulat
éz nem nyirds, akkor felirhatd P Pngé»PlPaP«. alakban,
shol P PB pérhuﬂamos P1P2~ve1 ( 1. a 32, abrao).

32. dora

6.28, Ha az A,B,C pontok egy egyesen vannak, As A®,B?,és
- ¢* pontok pedig egy mésikon, $ovébhd | ‘

AB_ . .BC
A®B? B*C?




\ -~ 90~

skkor sz AA', BBR?, COC® gzakeazokal azonos arényban
oszté pontok vagy szintén kollineﬁrigék,'vagy nind egybe=
eansk (v8. a 346, ponttal). Utmutatiss Tekinteilk asz A, Cy

A*, C* pontokba helyezetd, slkalimagan vélagstott tbmegek

gilypontidt)s

33 ® a'.bra

6.29, Bay négyazog alaki homogén lemes sulypontaa az oldalak
gymaautﬁﬁl harmadolopontjait 8 33, 4abrédn 1ldthatd mddon
Seavekdtd ( Une Wittenbauer-) paralelogramna k8zéppontia. Fa
Wit tenbauernek (1857~1922) ezt a tételdét (Blaschke 2.13.01&.)
JeJoWelch és V.W.Foas ujra f@lf@dezteka) )
6030, Mi“y@n tipusu negys%bg@k e&%an.esnek egybe az elozG
xét felsdatban leirt sdilypontok?

6.31, Tetazblges négyazbg cslcsaiba h@lvezeﬁt‘@gyan16 t5-
megek ﬂulypontaa a Varignon-parslelogramms kbzeppontja,
6,32, Ha O ag ABC héromszdg gfkjdnak az oldalegyeneseken
kiviili pontja és az AO, 0B, 0C egyenegek & paemiktztl h4d rom-
gxdgoldalt rendre éz A®, B*, C? pontban metsmik, akkér

(ABG*) (CAB?) (CAB®) = 4 ( Geva 1étele)
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633, Az ABC héromazdg AB, BC, CA oldalegyenemelt egy
@ @wrmﬁ@g rendre a csucsokbél'kﬁlaﬁbﬁzﬁ‘cl, Ai v Bl

pontokban metasi. Bisonyitsuk be, hogy

(4BC4) (BCAy ) (CABy ) =~l.

Be au Ulle IV..EI}ELAOJS~"Gé+@I)&

" ba34e a) Jeldljﬁnk ki a térben mégj pontot ugys hogy“egyikﬁAw~

hirom se legen egy egyenesen, legyenek esek A, B, Cs Do

-V&gyhm% fel az AB @gy@n@s&n egy P, a DC egyenesen egy Q

pontot ugy, hogy (ABP)=(DCQ) legyen; wajd a BC ill.
egyeneven @y R, 11l. S pontot ugy, hogy (BCR)=(ADS) fennm

_alljbwﬁ Rizonyitsuk be, hogy & PQ és RS egyengek metazik

egyrizt egy olyan M pontban, amelyre (PQM)=(ABP) és (RSM)=
(BCRYs (Ro.239)e

Te§o Kirtk geometriijs, kbrtartd tranyrformicl ok

iz ewklidemzi sfk egy K kiréhes adott P ponton kewess-

£+l huszzunk szeldt, amelyik & kbrt as A,B pontokban met-

gvl. A spellk $étele smzerint a PA-TB szorza% konstans,

filggetlien a4 szeld vélesztiedtdl, anit a'P'pon%nak & K

‘kdrre vonatkond hatvinydnak nevezmziik,

Ha & X kBr k¥zméppontie 0, sﬁgar& pedig v, akkor & sik
minden P_pon%jéhom refdeljiik ast a P° pontot, amelyik agm
0% télegyenesre illesskedik, éa 0P - OF® =r® teljestl.

et m trenszformicidt a K alapkbrre vonatkozd inverszlduck

nevesvilk, amelynek pSlusa az O ponts
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Az inversidkrdl megmutathatd, hogy & pdlusckon éfha-
ladd egyenegeket anarianaan naﬁyja, 8 polusra Hen illesZm
ked§ kbréket pdluson éthalado kBrdkbe b forditve, tovabbé

pllusra nNen illeszkedd korbket vgyesnilyen ktrdkhe tranﬁzforw

nil, Az lg megmutathatd, hogy as inveryidk érintkezés és

2

85 2:3}%’{;8;:{?4; 5:.“;1{ L

zérjuk le & sikot egy iueélms, oo jc]lel jel8lt pontials

Az fzy nyert sik, as u.ne inversziv sik. Az egynezek is, ez@el

g oo pouttal lezdrva, kBr8knek tekinthetlk. Igy az‘inverziv.

gik ktrei a kSztnséges kbrdk és esek o lesdrt egyenesek. Az
inversidlk ag 0 <> == ho%aér@nd@léﬂﬁal'mz inverziv sik ki~
sekeldjévd Ferjeszthetlk kié : Igy & fentl tétel lgy is meg-

fogalma%hatég hogy az inversldk kbrtartd transsformicidk

ag inversiv gikon,

Az inverziv gilk egy bii@kciont kbwtar 6nak mondiuk, ha

uBroket L¥rdkbe transzformil. As inverzlokhoz képest Jjabb

LErtartd transzformicidkat kapunk, he a hascnlo&agokaﬁ
eBelathato ol mlmbbn

SO P oD hgvmnf@ﬁu@l@ﬂﬁ@l ki*&rjmsztjﬁk 1Az inversiv

aik birmely kbriscid trengzformicidle vegy haaonloﬂag,vagz

pedig egy hagonldude &s egy inverzld ssorrata.
L kbriartd tragsmfo“maalok enalitikusen 8s 1e1rhatok.
Ugyenls tekintalk a sikot e komplex gganok slkjnnak, Dkkor

& kbrtartd % anszformaniok magegyesnek ag

x —sAEED. 413, x

g x+ 4 ¢

A\

8 % + b ad-be # O
X+ d » o

+8 rtlinﬁiviﬂ 1@ Té“@kkéla

tetel

t
{
t
|
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A hiperbolikum geometris isometrldinak a tdrgystadhos

%@vem tiik az U.n. Riperbolilmg trans dfarmuciocaﬁ is.

Tekintsiink egy kBrb. Bkkor & vidrt, belspjevel egyitt
invaridnszan haavé kdriartd tranawfo“madnka» hlp&rbol¢kug

tr&nBanTMdciéhnak neveszik, flyenek pla a k¥zépponton

dthaledd tengelyekre vonatkowd tilkrdméssk, S as alapkird

'“m@rﬁi@gex@nmm@%sﬁSnkﬁrékremvon&$kozéﬂinvenziék,WAz,uiébai ,v,wmj;
' . . ' o
leképesézeket hiperbolikus tlikrPzdéseknel neveszziik. Beldb- :

hatd, hogzy birmely hiparholikus:tran3Wfbrméeié‘1egfeljebb '
hirom hiperbolikua tiikrdzés ggorzatakdént 4111 thaté el8. |
Tégesetill a sugdrgorok s a kbrsorok témaktrdt érintik. |

FOaOE pontra illmsrLe&S vagy @bymﬂsaal parhuwamom BZy@—
neggeregel ﬂugaﬁworaak nevensitics ’
Invertdljuk sgy P tartdjd sugdrsor alemeit egy G ﬂ= P

péluara vonatkczél&g. Hm P képe P?; akkor az egyenegek

éic P* pontokon Athaladd kﬁrﬁkbe, ey lUeNs métsaS kb raorbs

$ranseformilédnak. A CP egyenes a hatvdnyvonsl a TP’ felesS

nerSlegrse pedig ag Uat. centrdlis. Aw {gy nyert kirsort B

hiperbdiikus kbrsornak is nevezik.

-
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‘He a P k8rlili koncentrikus kbrlket inv&rféljuk, ekkor

a ¢ i1le P? k¥ril ( de nem mind kdzéppontok kbrﬁl') egy

wetie nem metazd vagy elliptilus kSrgort kapunk, aminek

elenei on elfz8 kdrsor elemelt merSlegesen metszik azm

invereld azdgtaridss miatt, Bnnek a kSreornek a centrdlisa

a CF egyened, & . h&tVéTVVOﬂE}&*p&&&g—& CEiffelexﬁﬁmerSIQg@-

1=

Invertdljunk most egy parhusanos @aﬂm@saeregec a, ¢

pont ra vdmaukozolaw,.Ekkor 8 O pontban dérintkezd u.g.

_ paraboll-us kSrsors kmpunko A kbtzta érintd ashaﬁvﬁhgvonal

éa s C pontban n rd merSleges egyenes e gentrilis. fa a
merSl@gee_pérhugaﬁca.egyen@ﬁa@r@get invértéljuk, akkor
1gmét parabolikus ktrsort kapunk., aminek elernel a3 e16go
kBrgor el @nuitm@roleg@aen metysilk.

Bebizonyithatd, hogy egy krgor hatvdnyvonalad azon
ponﬁok holnazs, amelyekre a kirsor elemeire vett hatvény
konstanﬂw

Két SR , koncentrikus kir @gy@f%@lmuen kérgorrd ter-

jesgthetd ki, sminek hatvényvonaldét a & kél x¥r hetviny- \

vonaldnak nevernslil. Beldthatd, hogy hérom kbr pironként

vett hetvdnyvonalai kUzla ponira illegzkedneks,

A k6r§k'geometriéja axionmatikusan ig kiépith@tg. Ekkor -

av alaptulajdongdgok & xsvetkezd tételekben megfogalmazott

tulajdonedgoks , | | |

(1) Bérmely hdrvom kilitnbted pontra pontogan egy k8r
illcaekedlke
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(2) Hz K k6r, PEX és Q&K, skkor a P éy Q pontokra gy
62 osek eny & X kUrt ls ériatd kir illeazkedik.
{3) Ha ay 4bra metaud kl,k2’k3’
k4 ktreire az AIAEGIGE pontok

korre illeszkednal, akkor &

D4D4B4By wetazéapontok ig kirre

“1lleszkeansk ( CEokor tékel)s

(4) (iguel dvel). Ha az

kednek, skkor a Bl » 01 ’ Dl s

35, dbra kednek,

Tol, Bilzonyitsuk be az ¢l18z8 iételeket,

A térben s gtmbtkre vonatkozd inverzidt hagonlden

. gefinigljuk mint = sfkban. Ezek a transzformicidk a <o

ponttal lezirt tér ( az w.n. inveraiy tér) gbubtartd

tranamfwrméeiéjé% d@finiéljék, A poubtartd trangsformicidk

el83117tdsaira 65 a kill¥nbbeb gbmbsorckra vonatkozdlag

- hesonld &11itdsok ér&éﬂg@sek,,mint a sik kﬁr@iré, {gy esekkel,

o kérddselkel 1%t részletesen nem foglalkozunit,

i Te2s Hogyarigzuk meg a Peaucellierféle inversor (36.4bra).
- 87 A, Peaucellier £1%sl 1864-ben sdott alakzatok inver-
ménak regrajzoldzdra alkotott emskdsz- nikidéaét. A gzerke-

vet négy egyenll hosszigdgl - az APBP® rombusz cadesalban

caukldzan Bsesekaposolt - »Gdb31 és a rombugz A €3 B szeme

¥8eti camficsalhoz csatlakozd, O-ban forgathatdan rﬁgmit@tt

A, pontok iz k¥sbs kbrre illessz-
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két hoaszabb midbdl 411, A P* pont a P pont inversze .
(.éa forditva): ha a P pontot végigvezetjiik egy adott
alakrat kerille tén, akkor a P’portban befogott ceruszs az

acdott alskrat inverzét rajzoljs meg. Speclflisan, egy

:hetedik rid és egy Wjabb C forgasnont seglfségével elér-

 hetjﬁk, hogy P egy C-n étmend kbrtn mozogJon. Ekkor P’

_egyenest ir le. Igy ax inverzor egrakt 1mgolddst ad arra a

fontos mochanikai probléméra, hogy miként alaklthaté at

“ kbrmozgas egyenes vonalid mozgassé /Lamb. 3314 old./ (0.95.0).

36. dbra o+ 37.dbre

7.2. Megyardszuk meg & Hart-féle inverzor (37.ébra)
-2 u.Hart dltal 1874-ben, 8 }eauuellier fele inverszor-

hoz hagonlé céllal alkotott szerkezet - mikoadadt. Ez &

<‘szerkezet nindtssze negy ridbdl 411, amelyek ABCD "Endt-

metazs paralelogramma" (AB:CD, BC=DA) caticsaiban csuk~
léasanu Yssse vannak_ka,csolva. Ay AB, AD, BC rudakon rgnd-
re elhelyezkeds és egy egyenegen levs O,P,P' pountok akkor
is egy (AC-vel és BD-vel pirhugamos) egywnesen maradnsk,
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he az Bndtuetyzd paralelogreamns alakj Valtoztaﬁjdk. Mint
el8bb, a szerkeget ittt 1ls 2 O pontban forgathatdan rogsit-
hetS. { Lamb 2, 315 01ds) ( ©e95.04) o

Te4e Legyen az T gugard y kirdn kivﬁl fekv8 O ponthek a kbrre
vonatkoxd hatvdnya pe. Az O, xtzépponti, k sugarf kSr a ¥

|

kdrt kzrfp gugeru kbrbe invertélja. {Ce9540s)

zfg‘ﬁszerkesszﬁkfmeggosakwk§r36ve1 egy grabdlyos hatszﬁg

cgdczalt. (c.92.0).

Teb6s Cask k8rzbvel szerkessgliink meg ugy egy B pontot, hogy &%

0B mzskesz kétazer aklkora legysn, nint aw adott 0A szakasz.
(¢+1004.04.) ‘

7e7s Cask kBrzlvel szerkeswilk meg az inversid kﬁrenek 0
k8zépponttdl 1 k tavolségra levd pont 1nverzat. Injuk le,
milyen méaszerQZI lehat O—hoz tatsleegesen kbzeli pontokat
dnvertdlni. (c.100.0).

T7s8as Csak x8rzdvel felezziink meg egy adott sbakasgt (cel004.0.)

Te9e 9. cBak korzbvel harmadoljunk egy edott szakasyt. Irjuk le,

hogysn osgthatunk fel tetanbleges azdmi egyenl régzre egy
srekawt. (c.lOO.o.) | o
Hegjegyzés. A fentl feladatok a kSrzd geémet#iéjénak prob-
1lénekdrébe tartoznak. A geometriénak'ezt &g égé% egymdst Sl |
flggetlentil a dib Geilohre (1672) €3 agx olasz L.Mascheroni
(1797) dolgowtdk ki. A teljes tbrténet rdvid leirdsa &
kﬁvetkez6 mivekben falélhaté negs Pedoe -1,23-25.01d. vagy.
Courant da Robbing 1,145-151.0ld. |
TelOe Két xi18nbdsd sugaru adott kbr végtelen sok nyujtva

forgatdssal, i11l, aytdjtve tikrbzéasel kapesolhatd Yssze.
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A fixpontok mértani helye {nindkdt emethen): ax adott
w8k hasonldségl pontjeil Beswekstd srakese - mint
Stndrd - £616 irt kor. ( Bzt 2 kbrt ar adott kordk ha-
sonléségi kbrének navezziik)e Ui az ennek nmegfel #ld ored-

mény egvanls sugard korfkre voja+koxoan° (calownﬂ)a

két kiorre vomatkosd inverzei a két kdrfhatvanJvonaldra

Telle A hasonldegdgl kor tetazlleges pon,janak ag ado+t : 'w
o

|

l

|

vona*kozéan egynds tUkdrképel Court 2,199%.01d. (¢e102.04)
7.12, Ha egy kbrsor barmely elemét ezy 5nverzié ﬁépksréﬁl
vilagztjuk, akkor ez &z invergid a megmarado elam&ket
péronként feleseréli, am eredetire orsogondlis korsor
elemelt pedig valtozatlanul hagyja. (ce100.0) ‘
Tel3s Nen metszd kbrsor pontktrel a ksraor tetmmbleges
elemére - wint inversid alapkdrére - vonatkosdan eg&més
invefzel.(c.loo Os)

Te1l4e Ha két kbrnek két vagy negy koabs erintﬁje van,
akkor hatvanyvonaluk dtmegy a kbzds érintok fe;ez6pont-
Join. Hogyanilehet megazerkegziend ket k8r nauy;nyvonalat,
ha & koroknek ninea k8zds érintdje ( vagyis *egyik kor

teljes egémzében tartaluazza & masikat); (c.lOO Os)

Tel5. ML tarténik a hatérpontokkal, ha nem metsz6 kbrsort
koncentrikus k¥rtk mere agéhe invergdlunk? (0.100.0.)

7.16. Steiner poriszmdjiban & Ksridne kbreinek érintési
pontjai nind egy kbrdn fekazenek. Az.eredeti‘kﬁrﬁk erre |

s kdrre invertdlva egymisba mennek 4t. Igaz-a, hogy &
k8elénc kirelnek kdzéppontjel is egy Xordn vannak? (c.loo.o.)
l;lﬁz Az 1.5, pont 10. feladatdban vizagalt haromszﬁg beirt

kére és-a "két mdaik kBr" (a Soddy-kdrbk) egy korsorhoz
_ tartozik.(c.loo.o.)

i
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7¢19. Ha egy O kbséppontd gbnbre vonatkozdan A inverze
A*, B inverze B*, akkor az OAB &z OR*4? héromsz&gek hae
sonldek. (c.104.0.) | | -

T+20, He =04 és b=OB,:akkor4( ey 13. feladat jeltléaeivel)

x

A?B? = 4B«

ab

( ©al04.0.) ‘
Ta2le Az inversid kettSsviazzonytartd Yranszfornicid, vagyls
 bdrrely négy pontre | o <

AT _ A’3'  _A’C*
¢D B*D? Cope

C&sey 1,1000010‘.0 ( 00104000)

7.22, Két egymdst O-ban érintd gdmb inversze két pirhuzamos
s{k.

T:23. Legyen x, 2 , y bérom, egjmést pironként érintd gtmbd
63 6, Chy-- olyan gbubsoroszmat, améynek bdrmely két egy-
misra kbr@tkezo gombje egymést ép az %Xy Z ,¥ gombékﬂt is
érinti. Mutagauk meg, hogy Og érinti . -e%, vagyls olyan
| hat gtmbbSl 4116 ldncot kapunk, amely kﬁrﬁlééfjs az eredeti
- hiromeleni gimbldncot. ( Utrntatdas Végezzliuk iuversidt egy
oly=xr gimbre, amelynelk kdzéppontjs x ég Z érinfési pontjal.
(celQdec.) | |

(GyR -186.0.): .
| I:gé: Szerkesazink adott sugaru kort, anely két adott egyg=-
negt Sxrint. _
7.25s Srerkeasziink adott sugern, adott ponton dtmend éa
adott egyeneat érintd kbrt.

”
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'ILQQ& Adott egy kbr éa egy,&gyan@s,.Sze;kesszﬂn; adoft B ’ J
gugard ki, amely mindkett 6t drinti.
7.27. Snorkessalink két sdott Kori érintd adoty sugard
© XUrt. |

28 “ajzolgunk neg egy ktrt, ebbe egy yetozds suerintd

gtmérét ém hosszabbitsuk mag'ezt*a?vétme?6t.VSxerkasszﬁnk ag v

er@dsiixel,agyézS gugsri kort, amely az ersedetl kort éa =

gtmérd meghosszaibitéﬂét drinti. . o )
Le23s agerkesszink adott sugard Eﬁrt, amely érinﬁ egy

eldre sdott kirty é3 exnak egy megszer?@sztett &yint8iéte
Te3Ce Szerkessxﬁnk adott sugard kort, amely két adott ponton
dtmagy. | | . !

Te3Le Tlzzlink ki egymistdél 3 om-wyire xét pontots. Szerkesszink
olyan 2 cm eugard kdrt, anely az egylk kituzdtt ponttél

loem, = ndgiktdl 2 cm tdvoladghban halad.

7432, Sgerkesaztink kort, amely 2 ado®h pon?on dtmegy 63
kozéppontja egy adott kdrdn vane. ‘ | )

7433, Srerkessaziink xtrt, aasly egy hiromszdg héﬁdm eatGendtol
sdott tdvolsdgban halad. 4

7.34. Adott 4. pont. smevkesgglink kBri, amely mind & 4-181
agyenld tavolsigca vale

Ta3De, Szerkesazﬂnk kory, swely két egyenaat erint, egyi-—

ket ado+t pontban. _ ,

7236, Szer rragszlink kbrt, amely ezy kﬁrt.és ey egynest

érint mz, elSbbit adott pontban.. | | -
TadTe. Grerkeggzink egy héromazdgbe £élkdrt, anelynek |
dtmérdje ag egylk oldalon van gg drintl a mdsik kéb oldalte. ,
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7.38. Szerkesasziink kdrt, amely adott egyeneat érint és

dtmegy két olyan ponton, amélyek Saazekstd egyenese merlleges
ar adott egyenesre,. " ,
7+39. TUzrink ki egy pontot két egyktrepd kir -kozott. Szer-
kessrzlink k8rt, amely mindkét kdrt érinti, és dtmey az adott

~ ponton,.

kort. ‘ _

7.41. Szerkessziink kdrt, amely két egyenld sugard kﬁ;t érint,
az egyiket adott pontban, - :

7.42. Szerkesasiink k6ft, aﬁely két tetszsleges kﬁrﬁ.érint,'
ar egylket adott pontban. |

Z;ig.Szerkesszﬁnk kbrt, amely egy egyenest és égy kért érint,

ar egyeneat adott ponthan,

7.44. Szerkessziink k8rt, amdy hirom egyenld sugard kért érint,

/ a k5rdk kdzéppontjai nincsenek egy egyenesen, ax érinté kor

mindhdrom kért kivillrSl, vagy mindhdrmat magdba zdrva érinti/. -

Te45. Szerkessyziink kirt
a/ & 38, dbrdn 1évé cadcsives ablakban;

b/ a 39, dbrdn 1év8 romin ablakbs .
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746, Mutasmasuk meg} hogy aroknak a pontoknak a.mér-
" tani helye, amelyekre két adott ponttdl vett tdvolmég
négyretének a killdnbsége £11landd, a két pont egyenesére

‘merSleges egyenes,

7747Matassuk*mégi‘hcgy‘azoknak*a*pontoknakva%ﬁértaniA,

helye, amelyeknek két / nem koncentrikué/‘kﬁrre Yondtke—

v hatvdnya egyenls, a két kdr centrdlisdra merSleges
egyenes / hatvdnywal/. o

Ted8, Bizonyltsuk be, hogy hédrom kir péronkent vett
hatvényvonalai egy pontban metszik egymdist, ha kbzéppdnt-
jailk nincsenek egy egyenesen / hatvdnypont/. “ |
749, Hérom adott kdrhdz sgerkesssink pontot, amelybsl.
mindhdromhor egyenld érint8 hizhatd. | ‘ .

7.50. Tizzink ki egy egyenesen két pontot és srerkesssiink
érint8 koroket egekben a pontokban ay syeneghey ugy,.hbgy
& k8rdk meszék egymsist. Bizonyi{tasuk be, hogy a kizis hur
meghosszabbitaaa nindig felezi a felvett pontok meghatd-
rorta szakaszt. '

7T.51. TUgrink ki egy egyenesen két pontot és#!eykessiﬁnk

érint8 kdroket ezekben a pontokban az ezyeneéhez ugy, hogy -

a k8rdk érintsék mzymdst. Bironyitsuk be,'hogy az. érintéai
ponthon tartozs kbzts érints mindig felerl a két felvett
pont szaksazit, ;

7.52. Adott két kérhSz srzerkessrink pontot,;amelyb61 a

két k8rhdz egyenll és elSre adott szbget bezdrd érintdk
‘huzhat Sk, | o
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7.53. Adott 3 pont. Szerkessriink a pontok k¥ré kbrtket,
amelyek egymdst pdronként merdlegesen metszik.
Te54. Szerkesssiink két ponton 4t olyan kiort, amelyeik
adott kdrt dtellenes pontokban metsz.

7=QQ;ﬁSzarkesazunk;kart,,amelyvggyﬁhérgmazﬁgfmind;n'oldg-

14b 481l adott szakasmzt mefsz ki.

7.56. Adott pontbdl adott k8rhdy srerkesswiink szeldt dgy, -
‘hogy a bellle kimetagett hur ddott hoss gisdgi legyen. |
Te57.Két adott kdrhdz szerkesazﬁnk szelot, amelynek a kordk-
be adott hosszusdgli darabja esik.

7.58.Adott pontbdél adott korhtz szerkesssgiink sze16t ugys
hogy annek & kordn belili darabja a kir egy pontjdbdl adott
myrBgben 1l4tazddjék. | | '
759,  Adott &ét pontot vet{ftatink egy alkalmas k8ri pontbél

& kBrre ugy, hogy a vetiiletek Ymazekdts szakasza adott
 irdnyd kgyen. § , : - ' : : S !,
T.60s Adott kOrbe irjunk.be héromszﬁgefvugy,_hogy oldalegyenesei
egy-egy kitdzdtt ponton menjenek dt. | o
7.61.Ki1s8 pontbdl huzrunk szelSt a kirhdz, amely art adott
gzdgben metzzi, Adott pontbdél adott kirhdz szerkesszﬁnk :
‘mzeldt ugy, hogy a beldle kimetszett hur mértani kozeparényos
legyen s szeld szeletei kSz6tt. . | ,

| l;ég;Bizonyitauk be, hogy egy héromazogben a magaaségoknak ]
magassagpontt61 " csucsig és ay oldalig terjed§ szakaszanak
:»a szorzatamind a hérom magassdgon ugyanakkora.

7.63. Hegyemavdg héromsz8g két oldala mint 4tmérd £616
 kirelé rélkoroket amzerkessziink, Hosszabblitsuk megz a grenkbzti

Id
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csucsokbél hizott magasségvanalakat a £é1kdrig. Bizonyit-
suk be, hogy ezek metszéspontja egyenlé,tévol van & koztuk
1év8 catcatdl.

Teb4e Hosszabbitasuk meg a2z ABC hédromagbg A cavicahor tarto-
%$ srbgfelenljét a koré {rt kr. A" pontjdig, a2 ardgfelezd

a BC oldalt A’-ben metszi.Bizonyitsuk be, hogy A"B mértani

‘kBzepe a, A’A" és AA"™ szakaszoknak. LA

Te65. Szerkeaszink haromszﬁget ha adott egy oldala, ar ezzel

azenkdztl ardge és a szbg felez8jének a homsza.

Ta66. Szerkesszﬁnk hurnégyszdget, ha adott egy oldalanak egye-'

nese, az agzon 1év6 oldal hosasxs é= a syemkdzil oldal végpont-
jai. |

7.67s Rajzoljunk hédron egymist metazd kiort ugy, hogy kozds
hirjaik metszéspont ja mindesyikﬁk belsejeben legyen., Bizo-
'nyitsuk be, hogy & hurok metszéspontja kiril szerkeszthet6
olyan kﬁf, amelyet mindhdrom k6r _4tellenes pontokban metzz.
7.68. Szerkessziink kbrt, amely sdott ponton dtmegy és két
adott egyenest érint. _ | h

7269, Szerkesszﬂnk kort, amely két adott egyenest éa egy
k6rt érint.

B 570, Srerkessziink kdrt, anely két adott ponton étmegy és
egy adott egyenest érint,

TeT1. Adott egyer» sen myerkesswiink pontot, a.rnely egy pﬂnt-

- £61 és egy egyenestsl egyenl§ tdvolasdgra: van.:

7.72. Adott egyenesen szerkessgiink pontot, amely egy k8rt6l
 és egy egyenestSl egyenld tdvoladgra van. | |

{
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7.73. Szerkesssiink kbtrt, amely két adott ponton ﬁtmegy éé

egj adott kort érint. '
TeT4s Srerkeagziink két ponton 4t k¥rt ugy, hogy adott kirbsl
adott hommzusdgi hurt messen ki, |

Ts75. Adjunk meg egy egyenest, egy kbrt, és ennek ay egyenesre
merSleges Atmérsjét. Ar Stméré egyik végpontjdbdl huzzunk

szel8t, éas igazoljuk, hogy == adott egyenesig terjeds azekasz-

nak és a kimetszett hurnak a szorzata fiiggetlen a azeld

virényatél.

Te76e AP ponton {tmend AB és A’B’ egyeneaeken az A,B; A?,B’,
pontok ugy helyezkednek el, hogy & P vagy elvélaszt¢a, ag
A,B;A’,B?, pontpdrok mindegyikét, vagy egyiktt sem; és PA.
PB=PA’* PB’. Birzony{tsuk be, hogy A, B; A’, B* egy kdrén
vannak. | | '

( Sto/II/ 21-22.04.)3
7.77. Legysn az A, il1.B pont inverze A®, ill. B’ és kbrdttik

ne legyenek aronosak. Igazoljuk, hogy ha as A, A’, B, B’ pontok .-

nincsenek egy egyenesen, akkor hurnégyszbget alkotnak!
7.78, Mekkora a 40. &brdn vonalkdzott PQR idomvézﬁgéinek:

ay Ysazege?
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 Te79. Az O pélusu k alapkarﬁ,ra hatvédnyd inverzid

esstében P inverze legyen P?, A 41, dbra jelﬁléseivél

igazoljuk, hogy

a/ ( ABP) = - (ABP');

.+ AP AP’ r

7.80. Négy k8r kgl bdrmelyik miaik ketdt klvﬁ1r61
erint. Inverrid megitaégével igazoljuk, hogy az erinteai
pontok egy kbordn vannak ( I.9.27.) -

-T.8l. Az A, B, C, D pontok ne legyenek ag egyenasen vagy

D. A% A, D i1l. a B, D pontokon éthalaldo k4’ 111.

egy kbrén, Igazoljuk, hogy az ABC és ay ABD Kbré {rt
k8r6k hajldssztge as ACD éx a BCD kBré {irt kirdk
hajlasazdgevel egyenlo. | ) |

T.82. A kl’ k2' k3 k6rsk mindegylke nesze a masik két kbrt

és haladjon t ar O ponton ( 42. dbra). Legyen.a o 1.__%‘;
'kl » ko 5 & k2 » Xy & k3, ky kdrdk O-tol kiildnbbz8 kSzss

pontjai A, B, ill. Ce A ko, k8r AB fvének egy pontja legyen.-

kg

D-t81 kiflonboxd kbzts pontja legyen E, a ki, k, kirtk
A-t61 kUlsnbbz8 kords pontja F, végll a k3,'k5 k5rdk B-t61
Ki16nb6zé kizos pontia G, A11ftds: A C, G, E, F pontok egy

| kSron vannak!

7.83. Az ACB srbgtartomény belsejében vegyﬁk'fel a D pon-
tot. A D pontra jl1lesrkedS szeld a CA szBgszdrat messe.az
A pontban, a CB az8gsrdrat pedig a B pontban. (43.ébra)

: /‘ /, ;

KSrSk -
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Igazoljuk, hogy az ABC és a BDC  koré irt kq, k, !
kbrSk hajldsszige nem filgg a D pontra illeszkedd |
. |

{

szeld megvdlasztdasdtdEl! .

42, 4bra | S

" Te84. Az ACB szﬁgtaftomény bel- “:fj
| sejében vegylik fel a D pontot. A .
D ponton &thaladd szelS a CA sngeuiy
szﬁrat megge az A ppnfban, A CB V

szﬁgszéfait pedig a B pontban. A

D ponton éfhaladé;és az CA egyenest

‘ A-ban ¥rinté kbr legyen ki, aD |
43. &bra : ponton éthaladd és & CB egyeneat r\
B-ben érints kdr pedig legyen k,. Igazoljuk, hogy a k1~és k2 o
XBrbk haJldsaz8ge nem fiigg a D ponton éthaiad6 gveld meg-
vélasztdedt 61l

' 7.85. Igaroljuk, hogy a pSluson 4% nem haladd k8r kozép-
pontjénak inverze a k¥r inverzének nem less kbzéppontjal
7.86. legyen s k kSr inverze a k’ kdr. Hatdrozzuk nmeg

azt a pontot, amelynek inverze a k? k&r kézéppontja leas!

\
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7.87. Irjuk fel a P (1,-4) pont inverzének koordindtéit,
ha ag alapkdr ax x2+y2=1 k¥r! »

7.88, Az inverzié alapkdre legyen az 12+y2al‘k6r. Irjuk
fel a kovetkez6 alakzatok inverzeinek az egyenletéts

a/ 2x=-3y+1=03

b/ xz}'sz;

c/ x2+y2-6x+4y=0;

a/ (x+1)2+y°= -%— ; RS
2

e/ ¥y =x3

2/ x2—y2=1.

8.§. Elliptikhue. geometria

Az elliptikus geometridban lényegében & gbmbfelliletek

geometriiidt vizegdljuk. Pekintasiink az euklideszi'térben

egy egység sugari gbmbfeliiletet. Ezen két pont kUz8tt a
legrévidebh utat a két pontot Baszektts f6k6r'definiélja,'

fgy & £6k8rSk gy tekinthetdk, mint a gimbfeliilet negye-
nesei" Tyakiiek a- f6k8rdknek az illeszkedéai és rendezémi

tulajdonsigai kiilénbdznek az euklideszi egyeneaek meg-

felell tulajdonségaitél, hiszen két dtellenes pontra vegte-
len sok f8kbr illeazkedik, és egy £8kdrt két pontja a .
£ 8kdrt két {vre (szakaszra) bontja. A gombfellleten metrikit

is bevezethetiink ugy, hogy egy £8kdriv hos=zit a vegpontokhoz‘

-\

hizott sugarak szdgével mérjik. Két kOgom kezdﬁpontu f£él

£8ksriv xzdgét pedig a cavcaban nmeghirott megfele16 £61érin-
t8k euklideszi szdgeként definialjuk.
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A fOkbrivek mggitségével a gbtnbfellilletre hdromszigek

rajzolhatéfk. Ezek koziil csak azokat tekintjilk hiromszig-
- nek, amclyeket valamely £élgtmb tartalmaz. Ha ABC ilyen
hdromazglg, melynek s csucsokkalszemkdztes oldalainak

~ hoaszdt rendre a; b; Cy valamint a csucsokban 1ev6 szbge-

ket rendre d'YF"X' Jjelosli, akkor a gﬁiEfEIﬁIE%

srinugz i1l. koszinusz tétdlei a k¥vetkezdk:

sin a3 xin b: sin ¢ = 8in < ¢ =sin /3 t siny (}szinusz
' - tétel)

cos c=cos.a.-co8 b.4.sin-a sin b cosy (oldalalak cosi-
T : ‘nus tétele)

S cosm Y= -co8« cos/ + ain sin/! cos ¢ (szdgek cosinusz
‘ tétele) '

Ay alapgdmb centrumit fixen hagyd férizometriék a g6mb~.
felilletet invaridnsan hagyjédk és a'gSmbfeiﬁletre vett
megszoritottjaik a felﬂleten.izometriét adnak. Megnmutat-
hatd, hogy a gmefelﬁlet~minden izometriéjakmilyeh meg-

sror{tdssal nyerhetd,

A gtmbfeliileten a tertilet-méréare vonatkozélag bebiro-

nyithatd a kivetkezd tétel,
- Létezik pontosan egy olyan horzrdrendelés, gmglyik a-
gombfeltilet K konvex ponthalmagaihoz T (K)EZ.O szdmot
rendel tgy, hogy (1) a T additfvi ha K=Ky U Kpy By N Kp=f,
akkor ,
T (K) =T (Kq) + T (Kp) »
(2) A T az izometridkra nézve invaridns,
(3) & teljes gbmbfelilet tertilete 4T.
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Beldthatd, hogy ekkor egy “3{ZWK }szﬁgﬁ hdroms zog

teriilete

pontosan a tertilefével nagyobb (szdgdefektus formula)e

0(+/1+ 6’—-Tr

7 Yagyis a gombi hiromszigek szbgeinek UJmszege a T -nél

.,

A G gombfellllet geometridjdt tovdbb vizsgdlands, jeltl-
jlnk ki rajta két 4tellenes E,D (émzaki, dé1i) pontot, majd

44, dbrs

az & k6ré {rjunk két egység sugerd G gimbdt. Ekkor a G

gémbre vonatkozd inverzid a G gimbdt a D pontban érintd S

érintSxfkba transzfornilija és az inverzidk kor és szig-

tartdus mistt ez a leképezés a G és S kizbtt k¥r- éa szbg-

tartde A G u S kUzitt ex & leképezés pontomabban ism lefir-

hatd. Ugyania, ha egy, sz £ pontbdél kiinduld félegyenes

s G gbmbdt a P pontbsr , az S sfkot pedig a P’ pontban metszi,
akkor a G éa S kBz8tt a fent lefrt inverzid nem més, mint ax

Sazaki pSlusbél vett PP’ projekcis Igy kapjuk, Hogy gy




il
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gémb émraki pélusdbSl a déli pélusdra fektetett érints-
s{kidra t6rténs vetitéme a gbmblt a sikra kir- és mzbg-
tartd médon képezi le. Ezxt a vetitést sztereografikus pro-
Jekciének neverik, mivel a fenti tulajdonsdgok miatt tér-
képkész{tésre haszniljék. |

—~k6ﬁéppomibélwisﬁnéveiitheijﬁk”az.S érint6aikjara. Y;azont

ez a leképezés nem bijekeid, hiszen £tellenes P,P™ pontokhoz
aronos P’ pontot rendel, 88t az egyenlit§ ponfjaira ey 8 -
leképezés nem definidlt. Ex utébbi'hiényoaségot~a:iﬁéet-
lkeszéppan pétolhat juke. C
Vegylink hozzid az S slk.pontjaihoz idedlis, végtelen té-
voli pontokat day, hogy parhuzanos egyeneaekhez ugyanazt —
a végtelen tdvoli pontot vessriik, mig ki11onbbz8 irdnyd
egyenesekher kUlonbdsd idedlis pontokat vesziink, Pontomabban
fogalmarva a sfk pontjainak halmazdt a sfk {rdnyainak hal-

marival bSvitiik és egy egyenes idedlin, végtelen tévoll —_

pontjdnak az irdnydt nevezzlik. Az igy kibfvitett ponihal-

mazrt nevezik analitikus projektiv siknnk, amiben egyene-
seknek =z idedlis pontjukkal lézért koronségens egyeneseket
és nz Suszes idedlis pontot tartalmazd u.n. 1dedlis egye-
nest telintik. : |

Most pedig a G gdmbfeliiletre viaszatérve,Mazonositsunk
egymiassal mmnden atellenes (p, P* ) pontpdrt és nevezzilk

pontoknak ezeket ay stellenes pontpdrokat. Itt az egyenescket -
a f£8kBrskbd8l definiélduk, a syemkdztes pontok axonositdedvale
Az gy nyert_pont-egyenes rendsszert a projektiv sfk gmbi

modelljének nevezziik,
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A konstrukeidkbdl vildgoman ldthatd, hogy az O kﬁzép-‘ .
pontbhSl vett projekoid a gdmbi modell és ay érintS ana~ | } \
1itikue projektiv sfk koxdtt olyﬁn bijekeidt definidl, i :

amelyik egyenest egyenesbe transrformdl ( illeszkedés-~tar-

té)c : ‘ | T ‘ I_

Ly el8z8ekben projekt{v afkokra két modellt is konstru-

|

. ' |
éltunk.*Azilyen»aikokra_ill.magaaabbdimenziés.teugﬂuggAﬂ_i‘
axiomatikus feldpftés is adhatd. Pl. =2 fenti modellekben 1
| S ‘

'kdnnyen beldthatdk a kovetkezS tulajdonsédgoke.

I, Bdrmely két kilsnb8zd pontra egy és csak egy - ,
egyenes i1leazkedik. ' 2$u i

| | l
I, Bérmely két kiildnbydzd egyenesre egy éa csak egy l
pont 1lleszkedik. - ‘

Axiomatikus felépitéanél evek a projektiv sfk ¢ illesz-

kadésl axldmii.

A projektiv sikok elméletében s lehetd legalapvetSbb
pzerepet az U.Ile kollinedcidk j&tsszdk. Egek & pontok olyan
bijekeidi, amelysk egyenest egyenesbe branazformélnak. ' .
A gbmbfelillet metrikéja metrikdt indukdl a projektiv ‘

a{k-modelleken is természetes mdédon. Az ilyen netrikdval

elldtott projekt{iv sfkokat neverik elliptikus sfkoknake

Ezek igometridit a gﬁmbfelﬁlet izpmetridi indukdljék.

(St /III/ 41"43.00) . R
8els 1. A megadott adatok immeretdében szdmitsuk ki ®, hérom-

azdg hidnyrd adataits




a) - a=60°, f fl b=45°, . c=90%;
b) «=45%, - (=120°,  y=45°
c) a=75%, b=60°, y=45°;
d) . kx=120°,i " =60°, - c=135°,
e) a=30°, 45, o =45°,
) o<=1200,t : pa¢5°, : a=60%

8.2, Az ABC gbmbhéromsztg oldalal legyenek 2=60°, |
b=30° éz c=45°. Srdmitsuk ki az A caldcspontot és a BC )
oldal A, felesbpontjdt Usszeksts £Okbriv hosszdt! -

8,3, Az a=30%, b=60°, ¢=60° oldald gbwbhéromszsg B csi-
csdbdl boosissunk merSleges fSkdrivet a ganbhérohgzﬁg
AC oldaléra. Milyen hosszi az igy addédd BBy £8kbriv?

B.4s Az ABC gdmbhiromszdg oldalal adottak: a=30°, b=60°,
¢=60°, Szémitsuk ki a F szget felez&'BBz £8k8riv
hoswdt ( B, az AC oldal pontja)!
- 845s Srimf{tsuk ki a szabilyos |
' a) tetradder,
b) oktaéder,
¢) dodekaéder,
d) ikozadder S N
lapazdgét!
8.6. Az egységgtmb kdzéppontIdbsl ¥4 indul é a2 (3,-1,2),
b (6,4,) ¢(1,4,2) vektorok kidsfik egy g8mbhdromazig

. cmtcsait. Hatdrozzuk meg a gimbhdromszig adatait!

T mAsiast — e b e ennie
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8.7, At 4BC_ ginbhiromssig oldalai jamertek, mégpedig a=45°,
p=60° y C= =90°%. A q; oldait a B eatcsponton til meghaazabblt-
Juk BA;=30 O_kml., Milyen hosszi az AAy fﬁkﬁriv?

.8, Az ABC gtmbhédromszigben 2=60°, ’ 'b-90 ’ XQISO. Az
ABC gombharomszbghdz gy illeszkedik az ACB? gimbhéromszbg,

hogy az AC oldalon n yugvé mzigek 45° -ek, és = két hédromsglg=

nek niﬁﬁs“kﬁzﬁshbeisSApontdathilyenwhosazu~a BR? £8kbriv?

QLQL'Az ABC gombhdroms z¥ghen a=60°, b=45°, c:90°:'A gomb-
péromazig AB oldaldn dthaladd £6kor dltal hatdrolt, &
gbmbharomszbget tartalmasd £6lgbmb pdlu=a 1egyen-3f¥Szémit-
guk ki az ACP szbget és a PC f6k6r£v hoaszdt! | -
8410, Az ABC gbnbhéromazbg oldalal legyenek a=90 ’: b=60 N
c=120°. Az AB oldal Cq pontJéra A01=60 , & BC oldal Ay
pont jdra pedig CA1=30 ‘teljesﬁljbn. Az AAl és 2 CCl ivek
retxzésponija legyen P. | -

a) Srémitsuk ki a PO, fOkbriv hosazdt!

b) Milyen hosszd a FB £8kBriv?

¢) Szdmitauk ki a CCq4q azdget!

8,11, Ismertek 2 gbmbhéromszbg &, by © oldalal, Késritaunk
~-fervet | | |

a) & g&mbharomszﬁgbe {rt kor _

b) a gtmbhdromszdg. - k8ré irt kbr sugarénak

s meghatdrozdsdral

8.12. Aw egységgbmb széppontjébdl induljanak ki a a (1,-2,-
=2), b ( 2,6,‘&-) c ( 24-1, 2) vektorok., Szémfitsuk ki ez 2,
b, ¢ vektorok dltal kid8fott gbmbhdroms z8g kﬁré irt gﬁmbi
kdr kBréppontjdba mutatd vektor roopdindtdit!

.
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8.13.Ar ABC gtmbhdromsszg megfelel$ cavicspontjaiba mu-
tatnak a gomb kbzéppontjdbdl induld éa jobbrendazert |
akkotd n, b, ¢ egység vektorok. Fejezrsilk ki ar a, b,c : »—}
vektorok megitségével a gimbhéromsrdg kdré {rt k¥r kdzép- |
pontjdba mutatd x vektort.

8.14. A gbmb kbzéppontidbél kiinduld a (1,0,0) b (1,1,1)

¢ (1,1,0) vektorok gimbhdromsziget hatdroznak meg. Milyen

iﬁesaze van (f8k¥rivben uérve) a2 gBmbhdromazdg A .csﬁcaa. a N
BC oldaltél? | - o
8.15, Legyen - gbmbhdromazgben y =90°. Bizonyita;ik be_ |

a kbvetkazl Bazefhggéseket:;

) #in a = sin < sin o3 ‘
= b).cosd=_sin /3 coma) cos ﬂ = sin << cos b}
c) cos ¢ = com a cos bj e

d) cos ¢ = ctg étgﬂ.

B8s16. Héz egy gbmbhdromszbgnek pontosan egy 90°-os oldala
van, akkor hény 90°-n{l nagyobb szbge lehet? |
8.17. Bizonyitsuk be, hogy az egyenlS oldalu gbmbhérom-

azoghen
S a
281!1-2—00!!"2—3 1,

ahol a a gtmbhédromszbg oldaldt, o< pedig a sztgét Jelentil

- 8.18. Egy gémbhdromszg oldalai s igy & mzbgell is egyenldk, |
nagysdguk a 111, K ‘ o

a) Hilyen Ysszefliggés van cos a ém cos < k6z6tt? SR i
b) Mekkora a ill. o , ha egymisnak pétszdgei? I

_ . ' |

| !
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'8.19. Az ABC gémbhéromszbg A caticadbsl a mrembenfekvs
oldalrs bocsdtott merfleges fokoriv ert ag oldalt ké+%
megadott részre (p é= q) bontja fel., Adott mégs
Srdmitsuk ki e gdmbhiromsrdg tEbbi oldaldt és szdgétl
8.20. Az elliptikus s{k két kdre legfeljedb négy pontban

metszheti egymist. (c. 107.0.)'

8,21, Az eIliptikus afkban egy p-szdg terﬁletét”ugy kap-*~”4 S

hatjuk meg, hogy szdgeinek Ssszegébll levonjuk az eukli-
deszi sikbelli p-szbg szBgeinek Smszegét (Cel0Te04)e

i
I

9.8, Hiperbolikus geometria

i3
-

A hiperbolikus beonstridt is‘modellben, az u;h.

Poincaré féle modellben térgyaljuk.

Tekintaiink a sikban egy kort. A hiperbolikus geometria

- pontjajinak vegylik a kdr belsejebe ead pontokat, egyeneaeinek

pedig az alapkdrt merilegesen

" egyenes rendszerre ag 13 pPar-

sejébe esS {veit. Erre a pont- ;

-

metaz§ kdrdknek ag alapkdr bele

45, Abra ' pontoh kereaztﬁl?Végtelen sok
nem-metuz8 egyenes hirhaté., Ezek XB58tt 1éterik ponto=-
san kett5, amelyik ax 1 egyenest a hatdrktrre es8 u.n.

aszimptoiikus pontjéban'metazi ( ezek nem pontjai a geomet-

ridnak! ). Ezelt nevezzilk az 1 egyenessel pidrhuzamos egye-

huzeamossis axidmdia nem teljesiil,

hiszen egj’l egyeneshey egy-P-¢ 1

neseknek ( elpattand egyenesek), mfg a t5bbi nem metszd egye-

nest'ultraparalei‘egyenesnek hivijuk.
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Viszont kénnyen leellenfrizhetd, hogy a7z euklideszi
ofk 46bbL T g Tp » By » Rp illeszkedési 111, vende-

zési axidnmdle mir érvényes ebben & geometridban iz,

A metrika bevezetesehez tekintslk a sfkot a omplex
syimsfknok. A kii18nbBzd ”1 y Zo s 53 'y %y komplex

. szémok_( Z 19 %o 9 Zq s 54)~u.n. kettOsviszonydt—a

Zao = % z = z .
T % = Z Z, - %
S T3 - Zp B T2

képlettel definidljuke Evt s kettlsviszonyt a ‘;jgrto

tranezformicidk ( t8rtlinedris leképezés 1évén) invarién- |

man hagyiék, valanmint érvényesek &

(5152 3 4)“ 1/(51 y Zo 54 K} 53) ’
(zl s Bo s Ty s 54)(z1xzz$ 5)_ (512253 5 )

tulajdonsigok is. Az is-beldthatd, hogy & kett6sviazony -

skkor és csak akkor valds szdm, ha a pontok vagy kirre

vagy egyenesre 11lleszkednek.

Ezek wtdn & hiperbolikus nmetrikit a kdvetkeszeppen

definidljuke. .

Legyen az X,J htperbolikus pontokra fektetett 1 hiper-
bolikus egyenes két aszinptotikus pontja u és v. He 2
jelﬁléét sy dbra szerinti sorrendben hajtjuk végre, akkor
( U, V,y¥sX) 2 1o AE XY pontok tévolségét a,

d (x,y)s=1n (u Vs ¥ x)
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képlettel definidljuke A kettdaviaszony tulajdonaégaibdl
knnyen adédik, hogy er & tévolsdg kieldgiti az - Mq,Ms,

MB’ M4 metrikus axidémékban megfogalmazott tulajdonmigokat.

Végeratlil egy 1 egyeneare vonatkozé tengelyes tukrﬁ-

réat—az lere ( mint x8rre) vonatkozd inverzidként defi-

\

nidljuk. Mivel az inverzidk kettdavizzonytartdk, igy

valdban olyan {izometridt kapunk,‘iﬁelyik kielégiti‘a“"*““‘.~f'
tengelyes tlikrirések axiomdjdban kirétt feltételeket. |

A merSlegessézet s tengelyes tlikrozéaek segltségevel

~definidlva beldthatd, hogy két egyenes akkor és cgak
akkor mer51eges hs az &ltaluk meghatarozott kﬁrék;éukli- “-
f
|
!
!

de551 értelemben merdlegesek. E ténynek a kSvetkeznénye

ag, hogy & modellben a hiperbolikus s7ognérés megegye-

vik mz euklideszi szdgméréssel. i

Mivel a felezd merélegesekre vonatkozrs tétel a hi-

perbolikua geometridban is érvényben marad, ezéri az |

euklideszl esether hasonl éan megmutathaté, hogy bér- o

mely izometrla legfeljebb hérom tengelyes tUkrozés sgor-
eataként frhaté fel. EbbSl viszont az kbvetkeﬂik, hogy

‘& hiperbolikus sik {zometridi megegyeznek a 7 §-ban. S

definidlt hiperbolikus transzformdcidkkal. Beldthatd -

o kivetkezd két tfrel 1s
9.1, Ha Ay 5 Ap s By s 111e By B, » 33 Ki16nb 628
eszinmptotikus pontokbdl 8116 pont—hérmasok, '

akkor pontoman egy hiperbolikus izometrla

1étezik, amelyre o<(A,i)=Bi teijeaﬁl._




- 119 -

e 26 Két ultraparalel egyeneahez_pontosan egy, ezeket
merSlegesen metszd egyenes létezlk ( Bz az uelle

norméltranszverzdlis).

A hiperbolikué irometridknek teljes osgtilyozdem is

megadhatds

Két metsz8 egyenesre vonatkozé tUkrtrés szorzatét orgés-

nak, két I pdrhuzamos egyenesre vonatkozd tilkrtzés sror-

zatdt pedig amzimptotikus forgésnak nevezzilk. Két ultirapara-~

lel egyeneasre vonatkozé tikrbzés azorzafindl a norméltransz—

verrilis invaridns egyenes, esért eveket btengely menti

pérauramos eltoldsoknak neverzilk. Ha ezek utdn még,a ten~

gelyre iz tlUkrosiink, akkor ezt a 3-as azorrzatot casviestatvsa

tlikrozésnek nevewzilks Igaz a kSvetkerd tétel.

9.3. Barmely niperbolikus izometria vagy tengelyes tilkrd-
zéx vagy forgds vagy aszimptotikus forgis vagy tengely-
menti parhuzamos eltolds vagy pedig calsstatva tﬁkrﬁzés.
Az euklideszi.eaettei ellentétben ar Sssses tengely
wmenti pirhuzamos eltoldsok nem aslkotnak Abel caOportqﬁ.
Tovibbi killonbxégek kihangmulyozdsdhoz megem]i%jﬁk e,

paraciklusok(horociklusoknak im nevegik) és= az ekvidintdns

g8Tbék fogalmét is. Tekintsiink

egy ktzia aszimptotlkus ponthba

- Az ezeket az egyénesekef merdle-

gesen metszd gorbéket paracillu-

aoknak nevezgzilk. Nyilvdnvald,

befutd pérhuzamos egyeneasereget.
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hogy a parhuzamoy egyenessereg ag aazimptotikﬁs pont-
ban érintkesd parabolikus kdrsort hatdrozr meg és a para-
ciklusok a 14 merdleges parabolikus korsort hatdrozzdk '

meg, EbbSl is létszik,.hogy e paraciklusok nem egyene-

aek.

Tekintsﬂnk most egy 1 egyenest ay A,B aszimptotikus

pontoklal, magd vegylik az l-re merdlegas egyenessereget.
Az egyanessereg minden egyenesre ay 1l egyenest61 mer-
jink fel konstans 2 % 0 hosszisigot. Igy &z 1 egye-
nestS1 O tdvolsdgban egy gorbét kapunk, amlt ekv1dintans

g8rbének neveziink. l merSlege=-
men metazd egyenesséreglaz A
ill. B pontok koril egy nen

' metsz6 (elliptikug) kSrmort

hatdroznsk meg, mig az ekvidi-
tdns godrbék a rd merSleges, az

47.8’.1)1‘8.

xbrsort alkotjik. Mivel cmak ar 1 metszi mer3legesen az
alapkdrt, a kdrsor t8bbi eleme nen, ezért az}ékvidiﬁténs
gdTbék sem egyenesek,

Végeretiil s teriiletmnéréssel foglalkozunk. A hiperboli-

kus sikon is konatana szorzd erejéig egyértélmﬁ tertiletmé- - -~
réa létezik, amelyik pozit{v, additiv és a hiperbolikus
tranazformaclékra nézve invaridns. A tétel részletes

bizony{td=4bSl kiderlil, hogy a hiperbolikus hdromezdgek

belad sn8geinek Uaszege a T -nél kimebd, és a terillet a - -

TF—-(<x+ﬂ+5’) srizdefektus konstansszorosa.

A,B pontokban.metszd hiperbolilus
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Specidlisan a hiromsrorosan aazimpfotikus hiromszbgek
( mindhdrom caics asziﬁptotikus pont) teriilete c 7rA .
A c =1 normdldamal s terliletmérés mir egyértelnd, és
Kapjuk azt a furcsinak tinS tényt,hogy a hiperbolikus
af{kon s hiromszidgek teriiletére a 1 felsd korléf.

| tériink 4t.

Mostvaéhip&rbelikus—térwmodelljének iumertetésere

Ekkor a tér pcntjai aw euklideszi tér egy gbnbjének :
bels8 portjai, egxeneséi ay alapgdmbdt merdlegesen mgtazG
Kéroknek a gomb belsejébe es§ Ivei, a sikok pedig ag: | .
alapgdmbdt merdlegeaen metszS gtmbBknek az alapgtmb bel-
sejébe exl gtmbstivegel, Valamely X,y fpantckrauy&gjﬁk ay
0 kBzéppontra és az x,y pontokra fektetett z{kot. Ez egy
hiperbolikus s{kot " metaz ki" az alﬁpgﬁmbb61, és az X,y
pontok tévolsagat ebben a s{kban a hiperbolikus tdvolmdg=

gal definidljuk. A sikra vonatkozd tﬁkrézéseket pedig

a sikok tartdgdmbjére vonatkozd inverzidként vezetjik be.
Igy egy olyan pont-, egyenes-w s{k-rendszerhez Jutunk,
amelyre = parhuzamossagi axidéma kivételével érvényes marad

ay euklideszi tér Usszes tbbbi axidmdja. Izometriairél

belathaté hogy megegyeznek a hiperbolikus transzforméci Sk- S

kal, vagyis az alapgbmbit belmejével egiiitt invariénzan T
hagyé gbnbtarts transzformiol Skkal, tovdbbd minden ilyen l
izometria legfeljebd négy s{kra vonatkozd tikrtzéa szorza-

taként £1lnak eld.
Az alspgdmb O kazéppontjét fixen hagy$ hiperbolikus

izometridkat ( &azZ. UeXe izotropia.csoportot) az 0 pontra TI}
|
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fektetett euklidesri sikokra vonatkozd tllkrorések
generiljdk igy ez az izotropia csoport megegyezrik
(;zomorﬂsz(B) euklidesii ortogondlis csoporttal. A kii-
18nb8z8 pontokra vonatkoz6vizotropin csqportok egymissal

ivomorfak, hiszen hiperbolikus 1rometridkkal birmely pont-

b6l birmely pontba eljuthatunk ( transzi?ék}i‘és*azfeze'-—ﬁv——-r

keiwvai6~kon3ung§léuf1zotrdpiaggapportot {gotrdépia csoportba

transzfornilnak. Mivel a gﬁmbfelﬁletek geometrid jdt axz
izOUrépia c=oport hatdrorza meg, 1gy a hiperbolikus gbmb-
felllletek ugyan olyanok ( izonetrikusan ekvivalensek), mint

s megfeleld mugard, euklideszi gtubfeliiletek. Specidlisan
kapjuk ezt a Bolyai Jénos £1tal is igarolt tételt, hogy 2

gombharomszbgtan arinusy és koszinusz tételei'a hiperbolikus

gomookon nregegyeznek 8z euklideszi gombokre létottakkél.

A hiperbolikus izemtridk teljea csoportja az el656eknél

. sgzemléletemebben i= 1eirhat6k.

A hiperbolikusizometriék ( gémbtarts tranzzformaciék
1évén) az asgimptotikus pontok alkotta alapgtmbdn k6rtartd
transzformaciét indukdlnek. Forditva, az alapgﬁmb bédrmely

| kortarté transzformicidja egyértelmien hiperbolikus izonet-

ridvd terjeszthetd ki. Ezt a kbvetkezd feladatban megfo-

galmazott médon igarolhat juk.

9e3s Jelbljunk ki ax alaprmbbn egy B északi pdlust ém
legyen t( ay a térbeli inverzid, amelyik ax alapgbmb
és a D déli pdlusba fektetett S erint031k kzttt a
sztereografikus projekcidt indukélja. Ekkor bdrmely

|
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) "fﬁhiperﬁaiikus‘izometriéra a Y < ¥ olyan
" gbmbtartdé transzformdcid, amelyik az S
afkot feltereivel egylitt invaridnsan hagyja
és azr 3 aikon kdrtartd transgformdcidt indu—v

kél. Forditva, az S sik bérmely ¥ kSrtartd

transzformicidja ( hasonldsdg vagy haaonlésﬁg

“é8 inverzid mrorzata 16vén) a tér olyam o

g6mbtart6'transzforméciéjévé terjeszthét6 ki, -

anelyik az S sikot féltereivel egyutf inva- -
ridnaan hagyja. Ekkor viaszont az dé%‘g ¢ hi-

perbolikus izometria. -

A fenti %4étel szerint a hiperbolikus tér irometria cmoportia

nepegverik ( igomorf) a hatdrgbmb = inversziv sik kbrtartd

transgformdcida-csoportjdval. A hatdrgdmbdt Riemann féle
srimgdnbnek tekintve ez viszont nem mds mint a t6rtlinesd-
ris leképezémek csoportja. | )

Végevatill a pafaszférék geometrididt eml{itjiik.

Vegylink egy kSzBa A asgimptotikus pontha befuts pédrhu-

ramos egyenessereget, Ext pontosan azx OA egynes és ext ax

egyenest az A pontban _érintf kdrok megfeleld fvei alkot jék.

Q!

. parssrférs = modellben nem nmés,

nint az alapgtmb belsejében ar

48.8bra, | ' alapgtmb8t az A pontban érintd gtmb, |

|

Ar egyenessereget merSlegesen metl-
ar8 feliileteket pafaszféréknak ne-
vezsilk., Konnyen 1dthatd, hogy egy
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amihey ag A pontot nem veasziik horzd. Egy ilyen bara-
syvféribSl az A pontba befutd hiperbolikus s{kok paracik-
lusokat metazenek ki. Vegylink ki egy Z afk £1ltal kimet-
szett p paraciklust én annak egy f:jy ivét, Exz az {v és

az X,y végpontokbdl az A pontha befuté ) félegye-

nesek s Z s{kban egy nérom oldalu tartoményt hatérolnak.
-amelyik —véges T (x%y—A)mterulettel rendelkezik. —

Az is vildgos, hogy a Z afkra vonatkozd hiperbolikus
tikrdzés a kiszemelt paraszférdt invaridnsan hdgyja, {gy
azon egy llp Jellel JelBlt leképerést indukdl. :

Mindezek utdn vegylik pontoknak a tekintett P paraszféra

pontjsit, egyeneseknek pedig a P-re illearkedd pAracik—

lusokat. Az X,y pontok tdvolsdgdt a T (X ¥ A) terlilettel
definiéijuk, valamint egy p egyenesre vonatkord tikrizés-

ként a fent definidlt Trp 1eképezést.vezet3uk be. Az X .}
{gy definidlt pont-egyeres rendsrerrdl megmutathatd, hogy - -
taljes{tl azx euklideazi sfk axidmdit, vagyis s paracikLusok

a parssrférin euklidessi geometridt alkotnak.

Bolysil Jénos ezt a tételt is igazolta nevegzetes nun-
kéjdban. | |
9,4, Bizony{tsuk be a fenti Bolyai-féle tételt. |
9.5, A ( véges ) héromsz¥g hdrom csiicsa rzjta van aron
a hérom.ékVidiazténSTEBrbén. amelyek tengelyei as oldal-
felezbpontokat YsszekBtd egyenesek, és egy négyedik .
" cikluson" amely kBr, hofociklus vagy ekvidisztdns gdrbe
lehet ( gy, hogy mind a hédrom csics egy dgon van).\ |
/Sommerville 1.54.189.01d./ (c.304.0.)
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9.6, A ( végea) hédromszdg mindhdrom oldala érint egy
k6rt ( beirt kdrt) és hdrom misik "ciklust" amelyek
mindegylke vagy kdr, vagy horociklus, vagy ekvidiaztdns
gdrbe, ( c.304.o;) o ‘ |
9.7. Egy ekvidimztdnas glrbének egy kdrrel, horocikluss=al

vagy egy misik ekvidisztdns gbrbével legfeljebb négy met-

_gzéspontja Jehets (Ce30440)s

9.8, Fejtalik-lki- részletesen, milyen analégia van az affin
afk &1taldnos{tott kbrei kbzott. (c.304.0.) |
9.9. A hiperbola képretes tengelyédvel 911entétben az
ekvidisztans gdrbe tengelye mindkét dg konkév_oldalén van.
( co 304.0.) h
9.10. A teriiletekre vonatkozd Gausa-formula érvényes marad
akkor is, ha a hiromsrigeknek egy vagy t5bb =zbge nulla;.\
Mi & sokszbgek teriiletképlete? ( Ce302.04) o
9.11, Minden egyysszer(d p-szdg teriilete egyénlS ar8gdefek-
tusdval: azzal az értékkel, amellyel srdgeinek UYaszege |
kisebb az euklideszi mikbell p-szig sr8gbamregénél, (Gt~
nutatds: Bontsuk fel a adkz8geket.héromgzﬁgekre. Ny;lvén
1tt is feltemszilk, hogy C =l.) A 16.4é'ébrén;az ABM terii-
lete megegyezik aw ABGF A4 terilletével. ( c. 302.04)
g;;g. Egy hdromsz8g hérom ivinyitott oldala ﬁéntén (az
olddak hoaazéval) végrett hdrom eltolds srzorzata egyen16
s hiromsrdg szbgdefektusaVal megegyezS nagységﬁ sroggel
végrehaltott forgdssal. ( Ezek ax eltoldimok feleakkorik,
mint a 15.31. Donkin-tételben elSforduld eltoldsik). /Lanb.
- 1,7.01d./ (c.302.o.) | | | |
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9,13, Egy egyszerd négyszdg oldalfelezd pontjai kbrilli
félfordulatok szorzata ( az olddsk termémzetem sorrend-
jében) egyenld a négyszig szdgdefektusdval végzett for-
. gatdssal. (ce302.04) ’

9.14. Ha barmely olyan sokszdgre, amelynek sngBsszege

2"/&(—ahoi-k~egesz szém)~azveldal£elez6pontjai k6rilll

felfordulatokat ém mzok szorzatait alkalmagruk, akkor .

gy adéds, sokszigekkel a teljes =ik gtfedémek és hézagok
nélldil lefedhet§ ( v8. Sommerville 1,86.0ld.15. feladat).
(00302.00) . t
tovdbba ADsBE, akkor ag A-nél és a B-rél levl amsmtigek egyenp
16 hegyesszigek. (Gtnutatéds: Huzzuk‘meg s D/E=-vel pérhu~

wamos AM éx BM félegyeneseket; az ABM aszimpiotikus hérome

azdgre alkalmazgzuk a 16.31. tételt). (e297.0.)
9,16, Birmely hiromszig sr8geinek Gsszege’kiaebb, mint
két deréksztg. (Utmutatds: Ha adott ax ABC héromszﬁg,

skkor hizzuk meg a BC éa aCA felezSpontjait Basgekotl eye-

nesre merSleges AD,BE éa CF egyeneseket). (c.297.o.).
9.17. Adott egy ARM aszinmptotikus héromazdg, amelynek
mind A-nél, mind B-nél levs szige hegyesszig. Huzzuk
meg & BM-re merlleges AD és ar AM-re merlleges BE egye- :
neseket. Jeldljilk ezek metszéspontjat H-val. Huzzuk meg

v, AB-re merdleges HF egyenest, Ekkor FH parhuzamos AM-mel
/Bonola 1.106.01d/e Mi t¥rténik akkor, ha hasonldképpen
jédrunk el olyan A-n és B-n étmenS félegyenesekkel, amelyek

nem parhuzamosak, hanem ultraparalel egyenesek? (c.297.0.)
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9.18, Milyen morgés kapcsol Ussze két olyan hérom-

syvorosan aszimptotikuas hdromsztget, amelynek van

egy kbzda oldala: (Nyilvénvald, hogy két héromazord-
san aszimptotikus hdromsrgnek lehet kbiﬁa oldala

ané1kil, hogy kdzds magassiguk lenne)s (ce2974037)

9.19. & héromszorosan sszimptotikus hiromszdg beirt k- -

| rének =mugara & 60°~08 pdrhuramos sdgl szBghts tartozd

 tdvolaig. (6e297.04)

S.2C. Egy hédromszorosan aszimptotikua'héromszﬁg Qgﬁik'
oldaldnak bdrmely pontjdbél a mdsik két oldalhoz hirott

nerSleges egyenesek egymisra is merilegesek /Bachmann

1.222,01d/s (ce297404)

BT T s i




IRODALOMJIEGYZEXK .

HeSeMe Coxeter, A geometridk alapjai, Miszaki
Kbnyvkiadd, Budapest.l1973.

Gyapjas Ferehc, Reiman Istvén, Elemi Matematikai

feladatgylijtemény, Tankdnyvkiadd
Budapest, 1980. ' :

(£.5.] Erd8s Pdl, Surdnyl Jdnos, Vélogatott fejezetek a ]
azédmelméletbdl, Tankdnyvkiedd !
Vdllalat, Budapest. 1960, ;
[X.]  Kincses Jdnos, Szébeli kzlés ]
[M.]  Molndr Emil, Elemi Matematika II., Tankdnyvkiad
" Budapest, 1968. o
[R.]  Reiman Istvdn, Vektorok a geometridban, TankSnyv- ;

kiadd, Budapest 1971.
Steohmajer Jénos, Geometrial példatdr I » III.,

Tnnkbnyvkiado, Budapest.
Vlgassy Lajos, Egybevdgladgi transyformdcidk a

s{kban és a térben, Tankdnyvkidds,

Budapest, 1979.
Srabd Zoltan, BeveretS fejezatek a geometridba,

egyetendi jegyzet, JATE




