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BEVEZETO

HOLOMORF VEKTORNYALABOK

Legyen C egy g nemii projektiv gorbe C felett és rogzitsiink egy E
sima r rang, 0 fokd vektornyaldbot C-n. Egy holomorf struktira
E-n egy olyan

5 0,1

OF :T(E) - T(E® QYY)

leképezés, amely teljesiti a

OE(fo) = %O’ ® dz + fOF (o)

azonossagot (f : E — C,0 € ['(E)).



RIEMANN-HILBERT MEGFELELES

Létezik egy bijekcié a kovetkezd halmazok kozott:

» p:m1(C,x0) — U(r) homomorfizmusok, globdlis konjugdlds
erejéig;

> V unitér lapos konnexidk egy C feletti r rangu, O fokd
vektornyaldbon, izomorfizmus erejéig.

A leképezést a megoldasok analitikus folytatasa hatdrozza meg.
KERDES

Mely (E,0F) holomorf nyaldbhoz létezik olyan p : m1(C) — U(r)
dbrdzolds, amelyre V%1 = 9F ?




BEVEZETO

STABILITAS

Innentd| feltessziik hogy E = (E,0F) egy holomorf vektornyalab.

DEFIN{CIO
E stabil ha minden F C E valddi (holomorf) résznyaldbra teljesiil

deg(F)  deg(E)
rank(F) ~ rank(E)’

MEGJEGYZES
Mivel deg(E) = 0, ezért a feltétel deg(F) < 0.




BEVEZETO

NARASIMHAN—SESHADRI TETEL

TETEL (NARASIMHAN—SESHADRI 1965)
Az (E,9F) holomorf vektornyaldbhoz akkor és csak akkor létezik

olyan p : m1(C, x0) — U(r) irreducibilis dbrazolds amelyre
V01 = OF, ha E stabil.




PARABOLIKUS V\'\].(I}DK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

KVAZI-PROJEKTIV GORBE FUNDAMENTALIS
CSOPORTJA

Rogzitslink to, ..., t, € C\ {xo} paronként kiilonbozé pontokat és
minden j € {0,..., n}-re egy 7; xo alappontt hurkot C-ben, amely
homotdp C \ {to,..., t,}-ban egy tj-t tartalmazé kis holomorf
lemez peremét egyszer pozitiv irdnyban koruljaré hurokkal.



PARABOLIKUS V\'\].(I}OK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

PARABOLIKUS NYALABOK

Innentdl feltessziik, hogy r = 2.

DEFINICIO

Egy 2-rangt kvazi-parabolikus vektornyaldb C-n, {to, ..., ty}
parabolikus pontokkal egy (E,dF) 2-rangti holomorf vektornyaldb
C-n és minden j € {0,...,n}-reegy IV C E: egyenes. Egy 2-rangi
parabolikus vektornyalab C-n egy 2-rangt kvazi-parabolikus
vektornyaldb C-n és minden j € {0, ..., n}-re egy

0 <o <! <1 vilasztds (parabolikus silyok). Egy

(E,0F, {F};, {o/i}J) parabolikus nyaldb parabolikus foka

deg,, (E) = deg(E) + Z(a/ +ad).

j=0




PARABOLIKUS V\'\].(I}DI\" LOGARITMIKUS KONNEXIOK

PARABOLIKUS STABILITAS
Legyen (E,0F,{F};,{c’, };) egy 2 rangi parabolikus vektornyaldb
C-n és F C E egy rész-vonalnyaldbja. Legyen

BI(F) =,
ha Fe, = H és
BI(F)=d
ha Fy # 1. Legyen degp, (F) = deg(F) + Y7o #/(F).

DEFINICIO
(E,0F, {F};, {o/i}J) parabolikusan stabil ha minden F C E
rész-vonalnyaldbra

degpar(F) < degpar(E)

rank(F) rank(E)




PARABOLIKUS V\'\].(I'}OK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

A PARABOLIKUS NYALABOK MODULUSTERE
Régzitsiik C-t, to, . .., tr-et, {c/, }j-at.

TETEL (MEHTA—-SESHADRI 1980)

> Az (E, 55, {F};,{cl.};) O parabolikus fokii 2 rangii
parabolikus vektornyalabhoz akkor és csak akkor Iétezik olyan
p:m(C\{to,...,ta},x0) — U(2) irreducibilis dbrdzolds
amelyre VOl = 9F és p([v;]) sajatértékei exp(2imcly), ha
parabolikusan stabil.

> Létezik egy N =1+ r?>(g — 1) + (n + 1)r(r — 1)/2-dimenzids
kvazi-projektiv

PS = P5(C, {to, ..., tn}, {%i }}))

varietds, amely modulustere a C feletti tg, ..., tp-ban
parabolikus stabil nyalaboknak.
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PARABOLIKUS V\'\].(I}OK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

LOGARITMIKUS KONNEXIO

DEFINiCIO

Egy (E,OF) 2-rangti holomorf vektornyalab feletti logaritmikus
konnexio ty, . .., tn szinguldris pontokkal egy olyan

V:E— E®o. Kc(to+ -+ tn)
leképezés, amely teljesiti a Leibniz-szabalyt:
V(fo)=df ® o + V(o)

(minden f holomorf fiiggvényre és o holomorf szelésre), és
amelynek A; konnexié-madtrixa t; koriil minden j-re E valamely
holomorf trivializacidjaban egy Gl(2, C)-értékii meromorf fiiggvény
egyszerii pélussal.
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PARABOLIKUS V\'\].(I}DK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

KOMPATIBILITAS

Legyen most (E,0F, {F},) egy 2 rangii kvazi-parabolikus nyaldb C
felett és V egy logaritmikus konnexié E-n.

Minden j € {0, ..., n}-re vélasszunk egy z; holomorf koordinatat t;
koriil amelyre z;(t;) = 0. Ekkor res;—o(A)) egy jél-értelmezett
endomorfizmusa E|y-nek.

DEFINICIO
V kompatibilis a parabolikus struktirdval, ha minden j-re
res;—o(A;) megtartja I'-t.




PARABOLIKUS V\'\].(I}DI\" LOGARITMIKUS KONNEXIOK

STABILITAS
Legyen (E,0F, {/}, {o/i}J) egy 2 rangl parabolikus nyaldb C
felett és V egy kompatibilis logaritmikus konnexié E-n.

DEFINiCIO

(E,0F, {VF};, {o/j't}j, V) parabolikusan stabil ha minden olyan
F C E rész-vonalnyaldbra amelyre

Ve : F = F®oc Kelto + -+ + t),

teljesiil az alabbi egyenlGtlenség:

degpar(F) < degpar(E)
rank(F) rank(E)




PARABOLIKUS V\'\].(I}DI\" LOGARITMIKUS KONNEXIOK

STABIL LOGARITMIKUS KONNEXIOK MODULUSTERE

Rogzitsiink minden j € {0, ..., n}-re Y ,)\j_ € C értékeket.

TETEL (BIQUARD-BOALCH 2004,
INABA-IVASZAKI-SZAITO 2006)

Létezik egy kvazi-projektiv
M = M3(C, {to,. .., ta}, {0l }j, {N,}))

varietds, amely modulustere a C feletti tg, ..., t,-ban
parabolikusan stabil logaritmikus konnexidknak, amelyekre res, (V)

sajatértékei I-n (illetve E|y,/V-n) N, (illetve X_).




PARABOLIKUS V\'\].(I}OK‘ LOGARITMIKUS KONNEXIOK

FELEJTO-LEKEPEZES

Ha (E,0F, {Ij}j, {o/i}J) parabolikusan stabil és V egy kompatibilis
logaritmikus konnexié E-n, akkor (E,dF, {/j}j,{a’j'[}j,V) is
parabolikusan stabil. '
Legyen M5 C M* a parabolikusan stabil (E, 0, {/};,{c/,}))
nyaldbokon értelmezett logaritmikus konnexiék halmaza. Ekkor
nyeriink egy

Q:Mj—P°

felejto-leképezést.



VALTOZO-SZETVALASZTAS

KANONIKUS FILTRALAS

Legyen deg(E) = 2g — 1, tegyiik fel hogy 2g —2+n>0, n> 0.
Jeloljiik L = Kc(to + -+ - + tn). A Riemann-Roch tétel miatt
dim HO(C, E) > 0; valasszunk egy o € H°(C, E) szelést.

TETEL (SZAITO-SZ.)
Létezik egy egyértelmii

O=F cFlc... FlcF°cE

filtralds vektornyaldbokkal, amelyre F"~1 = Im(c) és amelyre
minden 0 < k < r-re

Gr(V): FX/FK — FK 1/ FR e L

izomorfizmus.




VALTOZO-SZETVALASZTAS

LATSZOLAGOS SZINGULARITASOK
Tovabba,

r—1
F=F =L
j=0
Legyen T(g v ) = coker(F — E), azaz
0=>F—=E—= TEeve 0.

Ekkor T(gv,») egy N =1+ r’(g —1) 4+ (n+1)r(r — 1)/2 hosszi
torzié-kéve.
Definialjuk a

q: M5 — SN(C)

(Ea V) = supp( T(E,V,o'))

biraciondlis morfizmust.



TRANSZVERZALIS FIBRALASOK

FIBRUMOK VISZONYA

TETEL (Sz. 2012)
qfl(tj) fibruma Q-nak.

MEGJEGYZES
N. Katz kérdése 1996.

TETEL (LORAY—SZAITO—SIMPSON)

Ha C = P! és n =3 akkor q és Q &ltaldnos fibrumai 1 pontban
metszik egymadst.




TRANSZVERZALIS FIBRALASOK

KONNEXIO-MATRIX F-EN
Legyen C = P!, tg =00, r=2. Ekkor N =n—2 és
CI(E, v) = {q17 RRE) qn—2} € 5n_2P1-

Tegyiik fel, hogy q; # qx ha j # k. Legyen
dz
H_?:l(z - t_/)

Ekkor F egy alkalmas f1, f, trivializaciéjaban

0 H
V—d+(1 G)w

w =

valamely G, H raciondlis fliggvényekre.



TRANSZVERZALIS FIBRA

PARABOLIKUS STRUKTURA F-EN

Tobbek kozott, tj-ben V reziduuma F-en:

0 H(g)
kisérématrix, tehat sajatiranyai csak a sajatértékeitdl fiiggenek.

A kompatibilitds miatt ekkor rogzitett )\, esetén a
kvazi-parabolikus struktira F-en fliggetlen V-tdl.



TRANSZVERZALIS FIBRA

ELEMI TRANSZFORMA CIOK

Tovabba, G, H-nak {ty,...,t,}-en kivil csak egyszeri pdlusai
vannak {qi,...,qn—2}-ban és minden k € {1,..., n — 2}-re létezik
egy egyértelmi olyan py € C, amelyre gy kordiil

f; fi
_2+Pk1e

= E.
Z— Qk

)

Legyen P € C[z]/(z"!) az az 1 fSegyiitthatéjii polinom, amelyre
minden k € {1,...,n— 2}-re

P(ak) = p«
és
fr+ P(z)f
zZ—qx



TRANSZVERZALIS FIBRA

FLIPEK

Legyen n =3, ekkor N =1, g1 =q,p1 = p,P=p. Az
(f1, f2) ~ (e1 = f1, e2) attérési matrix

1 P
Elmg p = 0 i .
z—q

Tehat adott (E1, V1), (E2, V2) esetén ((q1, p1), (g2, p2)
paraméterekkel) az E; ~~ Ep 4ttérési matrix

1 1 P2—p1

- — Z—q1

Elmg, p, o Elmthl =lg =& |-
z—q1

Rogzitsiik (E1, V1)-et és go-t.
Cél: belatni, hogy létezik pontosan egy p» € C amelyre
Elmg, p, o Elm_!, parabolikus izomorfizmus.



TRANSZVERZALIS FIBRALASOK

NYALAB-IZOMORFIZMUSOK

Mivel E; =2 O @ O(—1) = E, azért

Hom(Eq, Ey) = (O((Dl) 0(61)) .

Legyen

-1 a 0 0 1
g = <b+CZ 1) e H (P ,}Com(El,Eg))

tetszbleges.



TRANSZVERZALIS FIBRA

FLIPEK ES NYALAB-IZOMORFIZMUSOK

Cél: belstni, hogy létezik pontosan egy (p2,a, b, c) € C* amelyre

-1

—1
g oElmg,p, 0 Elmth1

trividlisan hat a kvazi-parabolikus struktdran ~- linearis
egyenletrendszer, egyértelmi{i megoldassal. QED.
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