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Bevezetés

Definicidk

Definicié

Legyen H sikbeli halmazokbdl 4ll6 halmazrendszer, és legyen A egy
sikbeli halmaz, kK > 0. H az A halmazt k-szorosan fedi, ha A
minden pontjat legaldbb k darab H-hoz tartozé halmaz
tartalmazza.

Definicié

Egy sikbeli S halmazt fedés-felbonthatonak hivunk, ha létezik
olyan k = k(S) pozitiv egész szdm, hogy a sik tetszdleges k-szoros
fedése S eltoltjaival felbomlik két fedésre. (A = R?)
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Bevezetés

Egyszerlibb példak

Egyaltaldn van értelme a kérdésnek? (egyszerlibb példdk: korok,
félsikok, konkav alakzatok)

Allitas

A sik véges sok félsikkal valé legaldbb 4-szeres fedése felbonthatd
két részre.

Bizonyitas.

Ha van 3 félsik ami egyiitt fed, készen vagyunk.
Ha nem, a komplementereikre alkalmazhaté a Helly tétel, ami
ellentmondashoz vezet. ]

Korok: sokkal mélyebb probléma, publikdlt eredmények nélkiil
Magasabb dimenzidk: altaldban nem a valasz
Konkav négyszdgek nem (!) fedés-felbonthatéak (Biz. késdbb)
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Bevezetés Sajat eredményel Bizonyitds vazlata

Gyakorlati alkalmazasok — szenzorrendszerek

Adottak egy szobdban szenzorok, minden szenzor egy kor alaku
teriiletet tud megfigyelni, de legfeljebb egy érat miikadik (pl.
kifogy benne az elem).

Kérdés: Hany 6ran keresztiil figyelheté meg a teljes szoba a
szenzorok altal? Mi a szenzorrendszer legjobb iitemezése?

Megoldas: A szenzorok dltal megadott fedés felbontasa tébb
részre.

Gyakorlati alkalmazads motivalja a korlatok csokkentését,
algoritmusok vizsgdlatat.
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Bevezetés

Eddigi eredmények

Sejtés (Pach Janos, 1980)

Minden korlatos konvex halmaz fedés-felbonthatd.

Tétel

(a) (Pach, 1986) Minden nyilt, k6zéppontosan szimmetrikus,
konvex sokszdg fedés-felbonthatd.

(b) (Mani, Pach, 1987) A nyilt egységkor fedés-felbonthatd.
(c) (Tardos, Téth, 2007) Minden nyilt haromszég
fedés-felbonthato.

(d) (Palvolgyi, Téth, 2010) Minden nyilt, konvex sokszog
fedés-felbonthato.

Tobbszoros fedések zart sokszdgekkel Koviécs Istvan — BME TTK



Bevezetés

Ellenpéldak

Fontos a konvexitas?

Tétel (Pach, Tardos, Téth, 2007)

Konkav négyszégek nem fedés-felbonthatdak.

S6t, konkav sokszogek egy tag osztdlyardl megmutattak, hogy nem
fedés-felbonthatdéak (Palvolgyi, 2010).

Harom dimenzidban is sok az ellenpélda. (Poliéderek, gomb)
Nem csak eltoltak esetén szintén sok ellenpélda (pl.
tengelyparhuzamos téglalapok)
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Bevezetés

Tovabbi problémak

Mi a helyzet zart sokszogekkel? Eddigi eredmények miért csak
nyiltakra igazak?

Miért nem j6 a valdszinliségi médszer?
Mik lehetnek a valddi korlatok?

Végtelenszeres fedések: abszolltsdg vagy leird halmazelmélet?
(Akar fiiggetlenségi kérdések is eléjohetnek.)
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Sajat eredmények

Sajat eredmények

Pach tételének altaldnositasa zart esetekben:

Tétel

Minden zart, kbézéppontosan szimmetrikus, konvex sokszog
fedés-felbonthato.

Hasonlé eredmények végtelenszeres fedésekre:

Tétel

A sik minden zart, kézéppontosan szimmetrikus, konvex sokszog
eltoltjaival vald végtelenszeres fedése felbonthatd két
végtelenszeres fedésre.

Sot, erésebb esetekben is igazak! Ehhez tovabbi definicidk
sziikségesek.
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Sajat eredmények Bizonyitas vazlata

Felbonthatdsag valtozatai

Definicié

Egy S sikbeli halmaz

{véges, lokdlisan véges, megszamlalhatd, illetve tetszdleges}
{sik- illetve totalis- }

fedés-felbonthatd, ha létezik olyan k, hogy a

{sik, illetve tetszéleges halmaz}

{véges, lokalisan véges, megszamldlhatd, illetve tetszdleges}
k-szoros fedése felbonthaté két fedésre.

llletve fontos, hogy a fedé halmazok nyiltak, vagy zartak.

véges | lokdlisan véges | megszamldlhaté | tetszdleges
a sik Fi1 Fip Fi3 Fi,4
tetsz6leges halmaz Fon Fa F3 Foa
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Sajat eredmények

Felbonthatdsag valtozatai - dsszefliggések
Altaldnosan:
F1,2 < F1,3 < F1’4

1 1 1

Fo1 Fa Fa3 Foa

Nyilt halmaz eltoltjai esetén:

Fio<— Fi3<— Fis

Z1 1 1

F1 F0 F3 Fra

,5z€ép", zart halmaz eltoltjai esetén:
Fio<——=Fi3<= Fi4

Z1 1 1

Faa Fp Fa3 Faa

3
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Sajat eredmények

Altaldnos eset: nagyon keveset tudunk, a bizonyitdsok erésen
haszndljdk a végességet

Nyilt halmazok: altalanos topoldgiai megfontoldsok (csak a teljes
sik fedésekor)

Zart halmazok: topolégiai megfontoldsok (kevesebbet tudunk)

.S5zép” zart halmazok: Palvolgyi fogalma, zart halmazok tagabb
osztélydra igaz (pl. konvex zart halmazok)

A mi bizonyitdsunk 3ltaldnosan miikodik
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Sajat eredmények Bizonyitas vazlata

Felbonthatdsag valtozatai - eredmények

Kozéppontosan szimmetrikus, nyilt, konvex sokszogek esetén:

véges | lokdlisan véges | megszamldlhaté | tetszdleges
a sik — [P86] [P86] [P86]
tetszbleges halmaz | [P86] [P86] [KT] [KT]

Kozéppontosan szimmetrikus, zart, konvex sokszogek esetén:

véges | lokdlisan véges | megszamlilhatd | tetszOleges
a sik — P86 KT KT
tetszdleges halmaz | [P86] P86 KT KT
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Sajat eredmények Bizonyitas vazlata Osszefoglalas

Fedések felbontdsa tobb részre

Mi a helyzet ha nem csak két fedésre szeretnénk felbontani a
fedést? Ez is miikodik!

Tétel

Minden nyilt vagy zart, kézéppontosan szimmetrikus, konvex S
soksz6ghdz és n > 0-hoz létezik egy k(n) konstans a kévetkezé
tulajdonsaggal. Ha a sik tetszéleges H részhalmazat lefedjiik S
eltoltjaival legaldbb k(n)-szeresen, akkor a fedés felbonthaté n

darab fedésre.

A végtelen esetben is tetszbleges halmaz fedését is tekinthetjiik:

Tétel

Egy tetszbleges sikbeli halmaz, nyilt vagy zart, kézéppontosan
szimmetrikus, konvex sokszdg eltoltjaival vald végtelenszeres fedése
felbonthato két végtelenszeres fedésre.
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Sajat eredmények

Nyitott kérdések

Lehet-e kiilonbség, ha a siknak csak egy részhalmazat fedjiik?
(Nem korlatos alakzatokkal igen.)

Sejtés
Korlatos alakzat akkor és csak akkor sik-fedés-felbonthad (F1 4), ha
totalis-fedés-felbonthatd (Fz 4).

Kimondhatjuk Pach sejtésének végtelen 3ltaldnositasat is:

Sejtés
A sik egy korlatos konvex halmaz eltoltjaival valé végtelenszeres
fedése felbonthatd két végtelenszeres fedésre.
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Bizonyitds vazlata

Dualizalas

Eltoltak <+ pontok
Legaldbb k-fedés <+ legaldbb k pont a sokszdgben

Felbontds <> pontok kétszinezése

® o
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Sajat eredmények Bizonyitds vazlata

A bizonyitas o6 otletei

Osszuk fel a sikot kisebb négyzetekre! Egy négyzetbe a sokszdg
csak ékszerlien metszhet bele.
Térjiink at a sokszogrol ékekre, igy csak véges sok lehetbséggel kell

foglalkoznunk.

Kovécs Istvan — BME TTK

Tobbszoros fedések zart sokszogekkel



Bizonyitds vazlata

A bizonyitas o6 otletei

Megkiilonboztetiink hatarpontokat, és belsé pontokat. Otletek a
szinezésre:

» Hatadrpontokat szinezziik felvaltva

» A belsé és hatdrpontok legyenek kiilonbozé sziniiek

Mindkét szinezés javitasra szorul, a ketté 6tvozése adja a jé
szinezést. Megoldas: gazdag hatarpontok
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Bizonyitds vazlata

Egy ellenpélda

Tétel

Konkdv négyszégek nem fedés-felbonthatéak

Bizonyitas kettos indukcidval, konkav sokszogek tdgabb osztdlyara
is alkalmazhaté.

S(k, 1)

k db keék VAGY | db piros
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Bizonyitds vazlata

Egy ellenpélda

S(k, I-1) S(k-1, 1)
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Bizonyitds vazlata

A bizonyitas o6 otletei

Mi a probléma a végtelen esetekkel?
» Dualizdlds — OK
Ekekre attérés — OK

Uj probléma: torlédasi pontok

v

v

v

Lesznek hatarpontok?

v

Van értelme szomszédsdgrdl beszélni?

v

Fantom hatdrpontok

Megoldasok:
» A hatdr részletesebb vizsgélata, finomabb felosztasa
» Belso pontok szinezése
» Tobb hatarréteg (akdr végtelen sok)
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Sajat eredményel Bizonyitds vazlata Osszefoglala's

Osszefoglalds

A dolgozatban megoldott problémak:

» Pach tételének altaldnositasa zart alakzatokra

v

Nyilt esetben is erésebb allitasok

v

Végtelenszeres fedések felbontdsa végtelen fedésekre

v

Felbonthatdsag valtozatainak dsszefoglalasa, a koztiik 1évo
Osszefiiggések vizsgalata

Tovabbi kérdések:
» Tovdbbi 4ltaldnositds, nem csak szimmetrikus sokszbgekre
> Ujabb Osszefliggések a felbonthatdsag valtozatai kdzott

» Végtelenszeres fedések tovabbi vizsgdlata
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Osszefoglalds

Kbészonom a figyelmet!
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