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1. Bevezetés

A szakdolgozatban a Pick-tételt és annak véltozatait, kiterjesztéseit szeret-
nénk bemutatni. F6 célunk a tételre egyszerid és altaldnos bizonyitast adni,
valamint bemutatni a sikban ismert kapcsol6dd eredményeket, kévetkezmé-
nyeket.

George Alexander Pick osztrak matematikus 1899-ben megjelentetett ta-
nulmanyéban [5] olvashatunk elGszor az egyszert racspoligonok tertiletét meg-
ado6 roppant elegans formularél. A Pick-tételnek szamos bizonyitasa ismert,
de talan a sokszog iires haromszogekre valo felosztasan alapuld bizonyitas
keriilt be a koztudatba (lasd példaul [2]). Mi itt egy mésik modszert valasz-
tunk, amely az egyszert téglalapokbol indul ki, majd egyre bonyolultabb
alakzatokra igazolja a formulat.

A jol ismert tétel igazolasa utén elGszor kiterjesztjiik az allitast lyukas
poligonokra. Majd tobb alkotorészbél allo, altalanositott racspoligonokat de-
finidlunk, ezekre egy otletes siilyozési eljarassal egy nagyon altalanos formulat
adunk. Ennek specialis eseteként példakon keresztiil bemutatjuk és tovabb

A dolgozat zar6 fejezeteiben a tétel két alkalmazasat mutatjuk be, Gssze-
szamoljuk egy P racspoligon k-szoros nagyitottja altal letakart racspontokat,
valamint ennek segitségével altalanos konvex halmaz éltal lefedett racspontok
szamara is fels6 becslést adunk.

A Pick-tétel specidlisan 2-dimenzios allitéds, Reeve tetraéderes példaja
mutatja, hogy direkt magasabb dimenziés altaldnositds nem létezhet. Meg-
jegyezziik, hogy Reeve és Macdonald N-dimenzids racspolitopokkal is fog-
lalkozott, és a Pick-tételre emlékeztets, de annal lényegesen bonyolultabb

eredményeket igazolt, lasd [4}6].



2. A Pick-tétel

Ebben a szakaszban kimondjuk, majd igazoljuk a Pick-tételt, a |3| cikkben
megfogalmazott bizonyitas alapjan. Ehhez sziikséglink van a kdvetkezs defi-

niciokra.

1. Definicio. [8] Az n-dimenzids R™ FEuklideszi tér azon pontjait, amelyek

minden koordindtdja egész szam, racspontoknak nevezziik.

2. Definicié. Rdcsegyenesnek nevezziik az olyan egyeneseket, amelyek leg-
alabb két racsponton dthaladnak. Rdcsszakasz olyan szakasz, amelynek vég-

pontjar racspontok.

3. Definici6é. Egyszerid poligonnak nevezziik az olyan P sokszdget, amelyet
eqy zdrt torottvonal hatdrol, oldalai nem metszik eqymdst, és nem tartalmaz
lyukat, vagyis ha a poligon belsejébe tetszdleges eqyszeri, zdrt gorbét rajzolunk,
az ez dltal hatdrolt lemez minden belsd pontja a poligonnak is belsd pontja. Az

egyszeri racspoligon olyan eqyszerid poligon, amelynek csucsai racspontok.
Ezek utan kimondhatjuk a jol ismert Pick-tételt.

4. Tétel (Pick-tétel). [5| Minden egyszerd racspoligon terilete kiszdmitha-
to annak hatdran és belsejében elhelyezkedd pontok szdmdnak ismeretében, a

kovetkezd formula alkalmazdsdval :
H
T=B+ 5 1

ahol B a poligon belsejében lévd racspontok szamadt, mig H a poligont hatdrolo

tordttvonalra illeszkedd rdacspontok szamdt jelols.

Miel6tt a tétel bizonyitésara ratérnénk, példakkal illusztraljuk az allitast.
Az . abran lévé A poligon teriilete Ty = % -5 = 20. Ellendérizziik le a
Pick-tétel allitdsat. A hatarpontjainak szdma H, = 14, Osszesen By = 14
bels6é pontja van, igy By + % —1=14+ % — 1 =20, ami valéban egyenld

A tertiletével.



1. abra. A Pick-tétel szemléltets egyszerd racspoligonok

Maésodik esetben a terilet T = 3 -4 + ? + % =12+3+4=19. A
Pick-tétel ellenérzéséhez pedig meg kell szamolni a megfelel§ racspontokat,
ez esetben Hg = 14, Bg = 13, igy B + % —1=13+ 1—24 — 1 =19 valéban.

A4 tétel bizonyitdsa:

A Pick-tétel altalanos bizonyitasat megel&zGen igazoljuk néhany specialis
esetben. Legkézenfekvébb megvizsgalni egy racspontokra igazitott, tengely-
parhuzamos téglalapot. A téglalap oldalainak hosszat jeldlje m és n, e spe-
cialis téglalap teriilete T = mn, a jol ismert formula alapjan. A Pick-tétel
igazolasdhoz meg kell szamolnunk a belsé és a hatarvonalon 1év6 racsponto-
kat. Bels6 pontok szamat a B = (m — 1)(n — 1) Osszefiiggéssel kapjuk meg
(itt emlékezziink arra, hogy m és n nem az adott oldalon 1év§ racspontok
szamat jeloli, hanem az oldal hosszét), a hatarpontok szaméra pedig H =
= 2m + 2n adodik. Ezt kovetGen szamitassal igazoljuk a Pick-tételt specialis
téglalapokra:

2m + 2n
2

=mn—-m-n+l+m+n—1=mn="1T,

B+§—1:(m—1)(n—1)+

1=

ami igazolja a tétel helyességét tengelyparhuzamos racstéglalapokra.
A kovetkezdkben haromszogekre bizonyitjuk a tételt. ElGszor megmutat-

juk a formulat olyan specilis derékszogli haromszogekre, amelyek befogoi



tengelyparhuzamos racsvonalak, majd ezt felhasznalva igazoljuk altalanos
héromszogek esetében is.

El6szor tehéat tekintsiink egy derékszogi haromszoget, amelynek befogoi
tengelyparhuzamosak, befogboinak hosszat jeloljiik m-mel és n-nel. Ennek te-
riilete mn/2. Vilagos, hogy a befogon 16v6 pontok kénnyen 6sszeszamolhato-
ak, mig az atfogoérol nem tudunk pontosat mondani. Eléfordulhat olyan eset,
hogy az atfogd az Gsszes fliggbleges és vizszintes racsvonalat is racspontban
metszi, vagy csak néhanyat, esetleg egyiket sem, ezért egyszeriden jeloljiik
k-val az atlon 1évé racspontok szamat (k-ba nem szamoljuk bele az atfogo
két végpontjat). Ebbdl rogton adodik, hogy H =m +n + k + 1.

A belst pontokat is konnytiszerrel megszamolhatjuk, ha a specialis derék-
szO0gl haromszogre ugy tekintiink, mint egy m xn-es téglalap felére. El6zéleg
megmutattuk, hogy (m—1)(n—1) bels6 ponttal rendelkezik egy ilyen récstég-
lalap. Ha ebbdl kivonjuk az egyik atlon (a haromszog esetében ez az atfogo)
lévé pontokat, majd az eredményt megfelezziik, akkor megkapjuk a harom-
sz0g bels6 pontjainak szamat. Vagyis B = ((m —1)(n—1) — k) /2. Ezek utéan

végezzik el a szamitasokat :

H —1 -1 -k k+1
B+__1:(m )(n—1) +m+n—|— + 1=
2 2 2
_mn—n—m+1—k+m+n+k+1+2_
N 2 2 2
_m g
2

ami specialis derékszogi haromszogekre igazolja az allitast.

Ezek utan ratérhetiink az altalanos haromszogek esetére. Jeloljiikk P-vel
a vizsgalt haromszoget. Ezt egészitsiik ki tovabbi harom speciélis derékszogt
héromszoggel, oly médon, hogy egy tengelyparhuzamos racstéglalapot kap-
junk. E kiegészit6 haromszogek rendre A, B és C' jelolést kapnak, mig a
téglalap legyen D, lasd a . abrat. Jegyezziik meg, hogy amennyiben P (egy
vagy két) oldala tengelyparhuzamos, ugy kevesebb kiegészit derékszogi hé-
romszogre van sziikségiink, de ez a bizonyitast lényegében nem befolyasolja.
A P bels6 pontjainak szamat jelolje Bp, hatarpontjainak szaméat Hp, az A

haromszog belsé pontjainak szamat Ba, és igy tovabb.
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2. abra. Altalanos haromszog kiegészitve specialis derékszogi

haromszogekkel

Azt mar tudjuk, hogy a tétel teljesiil a derékszogi haromszogekre és a

téglalapra, vagyis

Tg:BA+%%—L
szBB+%?—L
Ib:BC+%§—L
Tb_BD+%§—1

A fentiekbdl azonnal kovetkezik, hogy

Tp=Tp—Th—Tp—Tc =

Hp— Hy— Hp — H,
= Bp— By — By — Bg + =2 A2 B0 19 (1)

Vegyiik észre, hogy ha 6sszeadjuk a kiegészité haromszogek hatarpontja-
inak szamét, az egyenld lesz a téglalap és a P hatarpontjainak szamaval (a

P cstcsait mindkét oldalon kétszer szamoltuk):

Hy+Hp+ He=Hp+ Hp.



Ebbdl kifejezve Hp-t:
Hp=Hs+ Hp+ Ho — Hp. (2)

Most fejezziik ki a téglalap bels§ pontjainak szamat a haromszogek adata-
ival. Ekkor 6sszegezni kell a haromszogek belsé pontjainak szamat, valamint a
haromszogek hatarpontjainak szamat. Igy azonban a kiegészit6 haromszogek
kiilsg (a D-vel egybeess) oldalait is szamoltuk, igy az kivonasra keriil, vala-
mint ki kell vonjunk még 3-t, hiszen a P cstcsait raadasul kétszer szamoltuk.
Igy

Bp=Bs+Bg+Bc+Bp+Hs+Hg+ Ho— Hp — 3. (3)

Helyettesitsiik be a Hp-t a —b()’l a egyenletbe:
Bp=Bs+ Bg+ Be+ Bp+ Hp — 3. (4)

Végezetiil irjuk be Hp és Bp mennyiségeket a és a egyenletekbdl
az —be:

Hp—H,— Hn — H
Tp = Bp — By — By — Be + —2 A2 B0 o=
:BA+BB+BC+BP+HP_3_BA_BB_BC+

+<HA+HB+HC_HP)_HA_HB_HC

2:
5 +
H
:BP+HP—3—7;+2:
H
:Bp+7§—1

Ezzel belattuk, hogy altaldnos racsharomszogekre is érvényes a tétel.

A tétel dltaldnos esetre:
Végezetiil igazoljuk az allitast egyszerid P récspoligonra is, felhasznéalva, hogy
méar tudjuk az altaldnos haromszogekre. Lényegében egy induktiv gondolat-
menetet alkalmazunk. Els6 1épésben megmutatjuk, hogy ha a tétel igaz Py és
Py egyszerd racspoligonokra, amelyeknek metszete egy kozos él, akkor igaz
P = P, U P, uni6jukra is.



Tehét tegyiik fel, hogy a P poligon elGall P, és P, Osszekapcsolasaval,
vagyis P = Py U Py, illetve P, és P, metszete egy kozos él. P-nek By bels6-
és H; hatarpontja, mig P,-nek B, bels6- és H, hatarpontja van, tovabbé
tegylik fel, hogy kozos hatarpontjaik szama K.

Egyrészrél nyilvanvalo, hogy
H H
TPZTP1+TP2Z(Bl+71—1)+(32+72—1).

Masrészt szamoljuk meg P bels6- és hatarpontjait. Azok a pontok, ame-
lyek bels6 pontjai P;-nek vagy P,-nek, P-nek is bels6 pontjai, és ide szami-
tandd még a kozos élen 1évs tovabbi K — 2 pont is. A P hatarpontjainak
szama pedig H, és H, 6sszege, amelybdl kivonandodak a koézos hatarpontok.
Tehét:

B=B+B,+K -2
H=H +Hy,—2K +2

Ezek utan alkalmazhatjuk a jol bevalt modszert, végezziik el a szamitasokat :

Hi+Hy,—2K +2

H
B+5—1:(31+B2+K—2)+ 5 1=
H H.
z(Bl+71—1)+(BQ+72—1):
=Tp +Tp, =T

Ezzel igazoltuk, hogy egy részpoligonokbol Gsszeillesztett sokszog teriilete
megegyezik a részpoligonok teriiletének 0sszegével.

A bizonyitas befejezéséhez felidézziik a kovetkezd, jol ismert allitast.

5. Allitas. |7, 30. oldal, 3.1.1. Allitas.] Bdrmely egyszertd k-oldali sokszig

eqymdst nem metszd datlokkal k — 2 hdaromszogre bonthato.

Igy egy tetszéleges k oldali racspoligont feloszthatunk racsharomszogek-
re, amelyekre méar belattuk, hogy érvényes a tétel. Ezekbdl az eredeti poligont
ujra Osszeillesztve a tétel a fentiek miatt érvényes marad. Ezzel a Pick-tételt

belattuk altalanos esetre.

O



A kdvetkezd példa Reevetdl szarmazik [6], és azt mutatja, hogy magasabb
dimenziéban hasonléan egyszert formula nem létezhet.

Példa: Tekintsiik azt a tetraédert, amely cstcsainak koordinatai a ko-
vetkezdk: (0,0,0);(1,0,0);(0,1,0) és (1,1, k), ahol k € Z, lasd a abrat. E
tetraéder térfogata a kivetkezGképpen szamolhato: z = 0 sikban 1év6 alaplap-
ja 1/2 teriilet, ez allando, ehhez tartozé magassaga pedig k, ebbdl adodik,
hogy térfogata V' = k/6. Most pedig szamoljuk meg a tetraéder oldalain és
a benne 1év6 pontokat. Hatarpont a 4 csiicspont, ezen kiviil pedig nem is
tartalmaz sem hataran, sem belsejében masik racspontot, mivel egy 1 x 1
alapi tengelyparhuzamos racstéglatestben helyeztiik el.

A Pick-tételnek igy kozvetlen haromdimenziés analdgiaja nem létezhet,
mivel nincs kapcsolat a hatarpontok szama, a belsé pontok szama és a poli-
éder térfogata kozott.

A magasabb dimenziés rokon allitasok irant érdekl6ds olvasonak ajanljuk

,@ cikkeket.

<

3. 4bra. 3-dimenziés eset



3. Lyukas racspoligonok

A kovetkez§ szakaszban lyukas racspoligonokra is kiterjesztjiik a Pick-tételt.
A vonatkozo formulaban megjelenik a lyukak szama is. Az &llitas és annak

bizonyitéasa a [3] cikkben leirtakat koveti.

6. Definici6. Tekintsiink eqy Py egyszerd racspoligont, valamint Ly, Lo, ..., Ly,
eqyszerd racspoligonokat (n = 1,2, ...). Tegyiik fel, hogy minden i =1,...,n
esetén L; C Py, valamint L; N L; = 0, minden lehetséges i,j pdrra. Ekkor a

Pzd(%\OLJ

racspoligont lyukas rdacspoligonnak nevezzik Ly, . .., L, lyukakkal. (A cl(-) a
lezdarast jeloli, esetiinkben annyit jelent, hogy a lyukak hatdrai hozzdtartoznak

a P lyukas rdcspoligonhoz.)

A P lyukas racspoligon hatarpontjainak szamat jeloljik H-val, ide tartoz-
nak a kiils6 F, racspoligon hatarpontjai és lyukak hatarpontjai is. Valamint
jeloljik B-vel a bels6 racspontok szamat, ide tartozik minden P-be esé racs-

pont, ami nem hatarpont.

7. Tétel. Legyen P egqy lyukas racspoligon Ly, ..., L, lyukakkal. Tegyiik fel,
hogy minden i = 1,...,n esetén a Py kiilsd rdcspoligonnak és az L; lyuknak
nincs kézos hatdrpontja. Ekkor P teriilete a kévetkezd formuldval szdmolhato :

H

Miel6tt a tétel igazolasara ratérnénk, a [l abran lathato két példaval
szemléltetjiik az allitast. Az elsd esetben egyetlen lyuk van, és Ty =2 -4 +
+ % — 1 =11. A hatarpontokat vastag teli korrel jeloltiik, ezekbdl Gsszesen
H = 16 van (emlékezziink arra, hogy a lyukpoligon hatarpontjai is besza-
mitandoak). A bels6 pontokat x-szel jeloltiik, ezek szama B4 = 3. Valamint

nyg = 1 lyuk talalhaté a poligonban. Ezek utan végezziik el a helyettesitést,



Ba+ 82 —14ny=3+1—1+1=11 valoban.
Hasonléan a méasodik esetben: Ty = 24, Hg = 38 és Bg = 1, a lyukak szama

pedig ng = 4. Ismét BB+%—1+TLB:2+%—1+4:24:TB valoban.

e

4. dbra. Lyukas racspoligonok

A [7]. tétel bizonyitasa

El6szor vizsgéaljuk meg azokat poligonokat, amelyekben pontosan egy lyuk
talalhato, majd kés6bb adunk &altalanos bizonyitast az n lyukat tartalmazo
poligonokra is.

Az egyszeriibb jelolés kedvéért a kiilsé poligon legyen K, teriilete Ty, Bx
bels6 ponttal és Hy hatarponttal, az L lyuk teriilete 77, bels6 pontjainak

szama By, és hatarpontjainak szama Hj. Ekkor a Pick-tétel szerint

H
TK:BK—FTK—L

H
T; = By + TL —1.
A lyukas poligon teriilete:
Hix — H
T:TK—TL:BK—BL—F%

Most szamoljuk 0ssze a H és B pontokat: 6sszesen B = B — By, — Hy, bels6

pontunk van, mivel a kiilsé poligon racspontjaiboél ki kell vonni a lyukpoli-

gont. Hatarpontjuk pedig osszesen H = Hy + Hy van. (Itt hasznaltuk ki,

hogy K-nak és L-nek nincs kozos hatarpontja.) Adjuk ssze a pontokat:
Hyx + Hy Hyx — Hy,

H
B—f—?:BK—BL_HL‘FT:BK_BL"‘T:Ta

10



ami a tételt igazolja egy lyuk esetén.

Hasonlo szamitasokat kell végezniink n szamu lyuk esetén is. A lyukas
poligon belsé pontjainak szamat B-vel, hatarpontjainak szaméat H-val, mig
teriiletét T-vel jeloljiik. Legyen a kiils6 poligon teriilete Ty (By belss-, Hy
hatarponttal), tovabba n lyuk, amelyek tertilete rendre T;, H; hatar- és B;
bels6 ponttal. A lyukas poligon teriilete tehét:

i=1
Mivel Ty = By + % —1és T, =DB; + % — 1 a Pick-tétel szerint, ezért

H(] - Hz
T=By+-2_1- B+ — 1) =
0t ;( T )

Hy - H;
A lyukas poligon belsé pontjainak szamat ugy szamoljuk ki, hogy a kiil-
s6 poligon racspontjaibol kivonjuk a lyukpoligonok racspontjainak szamat,
vagyis B = By — > (B; + H;). A hatarpontok szdma pedig ugy kaphato

meg, hogy Osszegezziik a kiils§ poligon és a lyukpoligonok hatarpontjainak
szamait, H = Hy — > H;, igy:

=1

B+£—1+n:B—Z(B+H-) ;—14—72—
9 0 7 i 9

i=1

:Bﬁﬂ—ZB ZH+ ZH l+n=

n
H;
i

i=1

11



4. A racspontok silyozasa

E szakaszban a Pick-tétel egy bévitett valtozatat mutatjuk be a [1] cikk
alapjan. Ezzel az el6z6 szakasz tételét tovabb altaldnositjuk, mivel specia-
lis esetként a lyukas poligonokra vonatkozo |7} tétel is kovetkezik. Jegyezziik
meg, hogy ebben az esetben méar a lyukak kiérhetnek a kiils6 poligon hataraig
is, valamint Gssze is érhetnek, a kiils6 racspoligonnak és a lyukpoligonoknak
lehet k6z0s pontja, s6t éle is - ezek tiltasa eldzd allitasunkban nem volt ter-
mészetes feltevés.

ElGszor is rajzoljunk egy tetszGleges véges grafot a sikba, a graf cstucsai
legyenek racspontok, élei pedig racsszakaszok, és feltessziik, hogy semelyik
élre nem illeszkedik tovabbi racspont. A graf élei a sikot felosztjak kiilonb6zo -
korlatos vagy végtelen - tartoméanyokra. Ezek utan tetszélegesen arnyékoljunk
néhany korlatos tartoményt. A feladat az, hogy az arnyékolt részek tertiletét
kiszamoljuk. Jegyezziik meg, hogy maradhatnak ,fel nem hasznalt élek” is:
az olyan éleket indédnak nevezziik, amelynek mindkét oldala azonos szind
(mindkét oldal arnyékolt, vagy egyik sem az). Lasd . abrat.

A tétel kimondaséhoz silyozzuk a racspontokat. Ha talalunk olyan élet,
amelynek mindkét oldala azonos szind (inda), akkor azt duplazzuk meg, és
a kozben kialakult tartomény szinét valtoztassuk meg. Erre a tartoméanyra
,wveégtelen kicsiként” gondolunk majd, teriilete nulla, de az &brdkon szemléltet-
jiik 6ket, lasd [5] abrat. Ezutan az alakzatot definialé graf minden cstucsahoz
hozzarendeljiik annak sulyat az 1 — ¢ Osszefliggéssel, ahol e a rdcspontbol
kifuto élek szamat jeloli (figyelembe véve az indéknal leirt élduplazasokat).
Az arnyékolt tartomanyok belsé racspontjainak silya legyen 1. Minden mas
(az alakzathoz nem tartozo) racsponthoz rendeljiink 0-t. Legyen s az Osszes
racspont silyainak Gsszege.

Lyukaknak neveziink minden korlatos tartoményt, ami nem arnyékolt.
Ilyen tartoméany keletkezhet példaul az indaknal élduplazassal, ha eredetileg
az inda mindkét oldala drnyékolt volt. Legyen [ a lyukak szdma az élduplé-

zasokkal keletkezd alakzatban.

12



Végiil tekintsiik az arnyékolt tartoményokat, és ezek hatarainak uniojat.
Ezen alakzatban két pont ugyanabban az 6sszefiiggé komponensben van ha
a két pont Osszekothets egy az alakzaton beliil haladé folytonos vonallal

(gorbével). Legyen ¢ az alakzat Osszefliggd komponenseinek szama.

8. Tétel. A fent bevezetett jelolésekkel az drnyékolt tartomdnyok dsszteriile-
tére

T=s+1—g.

A tételt teljes altalanossdgban nem bizonyitjuk, csak néhany példéan ke-
resztiil szemléltetjiik.

Egyszeri racspoligonok esetében a belsé pontok stlya 1, a hatarpontoké
1/2,igy az s=1-b+ % - h (b bels6 pontok szama, h a hatarpontoké), I = 0,
g = 1, ebbdl pedig az kovetkezik, hogy: T'= b + % — 1.

\ -
\

| —

A - -
/0
]
V-

N |\)|_\

O

0

5. abra. Speciélis racspoligonok (indak)
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Tovéabbi példaként tekintsiik az [5] abra alakzatait.

Az A esetben konnyedén kiszamithatjuk a teriiletet: Ty = 4-4 — 4 =
= 12. Ezek utan ellendrizziik le a kiterjesztett Pick-tételt. ElGszor is indat
kell keresniink, ha van ebben a helyzetben, akkor megduplazzuk azt, és az
igy kialakulo tertiletet beadrnyékoljuk. Ebben az esetben 4 inda is talalhato
az A poligonban. Csak ezek utan kezdhetiink neki a stulyok Gsszeadésanak:
54 =16- % +6-043-1 =11. A lyukak szama nem valtozott az arnyékolassal,
tehat: |4 = 2. Az alakzatunk pedig egy komponensbdl all, igy g4 = 1. Miutéan
ismerjiik a teriiletszamitashoz sziikséges O0sszes adatot, behelyettesithetiink:
Sa+la—ga=114+2—1=12 =T, valoban.

Vizsgaljuk meg a B esetét is, itt arra szeretnénk ravilagitani, hogy nem
okoz problémat olyan lyukas récspoligon sem, amelynél a lyuk hatara nem

diszjunkt a kiilsé poligonétol. Ennek az alakzatnak a teriilete T = 4 -4 —

32

5= = 13. Mindenek el6tt indékat keresiink, de ebben az esetben nincsennek,

igy stlyozhatunk sp = 22- % +1-042-1 = 13, majd megszamoljuk a lyukakat
lg =1, és a komponenseket gg = 1. Végezetiil sg+Ilg —gp=13+1—-1=
= 13 = Tz valéban.

A C alakzat teriiletét nem befolyésoljak a plusz indak, amelyek beliil he-
lyezkednek el, igy a teriilet egyszertien T, = 4 - 4 = 16. A mésik szamitasi
mod esetében az indakat nem hagyhatjuk figyelmen kiviil, mert a formulé-
ban minden pontot fel kell tiintetni. Tehat alkalmazzuk az ismert modszert,
indakat kereslink, duplazunk, de ebben az esetben nem arnyékolunk, hanem
vilagositunk, mivel az indak az alakzaton beliil talalhatoak, igy alakitunk ki
4 lyukat. A silyok Osszege a kovetkezdképpen all elg: s = 16 - % +4-0+
+5-1 =13, majd az indakkal kialakult lyukak szdma: o = 4, valamint az
alakzat komponenseinek szama: go = 1. Ezen adatokkal a poligon teriilete
Te =13+ 4 —1 =16, ahogy azt mar lattuk.
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5. A Pick-tétel alkalmazasa racspoligon felna-
gyitottjara

Ebben a szakaszban a Pick-tétel egy érdekes alkalmazasat mutatjuk be, ahol
egy P racspoligon k-szoros nagyitottja altal lefedett racspontokat szamoljuk
Ossze. A szakasz a |2| cikk alapjan irodott.

A {6 allitasunk bizonyitasahoz elSkésziileteket kell tenniink.

9. Definicid. Legyen o az origd. A p rdacspontot ldathatonak nevezzik, ha az

po racsszakasz nem tartalmaz o-n és p-n kivil tovdbbi racspontot.

10. Tétel. A p = (m,n) rdcspont akkor és csak akkor ldthatd, ha m és n

relativ primek.

Bizonyitds: (=) Legyen p = (m,n) lathato pont, legyen s réacsszakasz,
amelynek végpontjai p és o. Ekkor nincs més racspont az s-en a p-n és o-n

kiviil. Indirekt tegyiik fel, hogy m és n nem relativ primek, vagyis legnagyobb

n

kozos osztojukra Inko(m,n) = k > 1. Ebbdl kévetkezik, hogy 7' és 7 egész

m n
k' k
az s-en. Bz azt jelenti, hogy az (7, ) pont a p és az origo kozé esik, ez pedig

szamok, és mivel s az y = x racsegyenes része, ezért ( ) pont rajta van
ellentmond annak a ténynek, hogy (m,n) lathatoé pont. Igy Inko(m,n) = 1,
vagyis m és n relativ primek.

(<) Tegytik fel, hogy m és n relativ primek, vagyis Inko(m, n) = 1. Legyen
s az a racsszakasz, amelynek végpontjai o és p = (m,n) pontok. Legyen ¢ =
= (m/,n’) az origotol kilénbozd racspont s-en. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk,
hogy p lathato, meg kell mutatnunk, hogy p = ¢. Harom esetet vizsgalunk.

1. Tegyiik fel hogy m’ = 0, ekkor s sziikségképpen fiiggtleges. Ekkor p =
= (0,n), és mivel Inko(m,n) = 1, ezért n = 1. Mivel ¢ az origotol kiilénb6z6
racspont s-en, ezért n’ = 1, vagyis p = q.

2. Ha n’ =0, az 1. esethez hasonl6an érveliink.

3. Most tegyiik fel, hogy m’ # 0 és n’ # 0. Mivel p és ¢ is az s szakaszon

helyezkedik el, ezért annak meredekségét kétféle modon is felirhatjuk - = 2.

Ezt atalakitva kapjuk, hogy mn’ = m’n. Ha m osztja az egyenlet bal oldalat,
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akkor sziikségképpen a jobb oldalat is, vagyis m|m/n. Mivel m és n relativ pri-
mek, igy m|m/’. Hasonloan n|n'. A feltétel szerint ¢ rajta van az s szakaszon,
ezért |m/| < |m| és |n/| < |n|, de m és n egész szamok, igy m' = m és n' = n,

vagyis ¢ = p.

11. Lemma. Ha p = (m,n) egy ldathaté pont az { origdra illeszkedd rdcs-
egyenesen, akkor az (-en lévd rdcspontok mindegyike eldall kp = (km, kn)

alakban, ahol k egész szdm.

Bizonyitds: Legyen p = (m,n) lathato pont f-en, és legyen ¢ = (i, j) egy
p-t6l kiilonbo6z6 racspont f-en. Mivel ¢ keresztiillmegy p-n és az origdn, igy ¢
egyenlete: y = Zz. Legyen Inko(i, j) = d, igy 4 és %l egész szamok, valamint
relativ primek. Vilagos, hogy az (é, f—i) pont sziikségképpen rajta van az f-en.
A [10] tetelbsl kovetkezik, hogy (%, %) lathato. Ez azt jelenti, hogy (,2) =
= +(m,n), s igy ¢ = *dp.

O

12. Lemma. Legyen m ésn nemnegativ eqgész szamok. Ekkor azon a rdcssza-
kaszon, amelynek végpontjai (0,0) és (m,n), pontosan Inko(m,n)+1 rdcspont
taldlhato.

Bizonyitds: Legyen (m,n) racspont, és s olyan racsszakasz, amelynek

m oy

végpontjai (0,0) és (m,n), valamint Inko(m,n) = d. Akkor Inko(%,%
=1 A lemmabol kévetkezik, hogy f-en, (0,0) és (m,n)-t kivéve a ko-

2 m n m n m d—l n(d—1
vetkezé pontok vannak: (7, 3)7(277 27),. . ,(%, %) Itt pontosan d —
— 1 racspont talalhato. Vagyis s racsszakaszon Osszesen d 4+ 1 pont van.

O

13. Lemma. Legyen P eqy n csiucsiu egyszeri rdcspoligon a kévetkezd, az
oramutato jardsdval ellentétes bejdrds szerint felsorolt csiucspontokkal:
p1 = (a1,b1), po = (a2,b2),...,pn = (an,by). (A szamozdst modulo n értjiik,
azaz (Gpi1,bns1) = (a1,b1).) Legyen tovdbbd d; = Inko(a;11 — az, biy1 — ;).
Ekkor P hatdrpontjainak szdama Hp = i d;.

=1
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Bizonyitds: Az eltolas izometria a sikon, ezért a racspontok szamét meg-
6rzi. Toljuk el P p;p;y1 oldalat tgy, hogy p; az origoba keriiljon. Ekkor
a [12] lemmabol tudjuk, hogy annak a szakasznak, amelyeknek egyik vég-
pontja (0,0), a masik (a;+1 — a;, bir1 — b;) Osszesen a végpontjaitol kilonbozs
d; — 1 = Inko(a;41 — a;,b;11 — b;) — 1 racspontja van.

Mivel d; — 1 megadja a racspontok szamét P-nek a p;p;11 oldalan, ezért
P hatarpontjainak szdma a csticsok nélkiil i(dZ —1). Most adjuk hozza P

i=1
csucsait is:

i=1 =1 =1

OJ
Ismert tény, hogy ha egy poligont k-szorosira nagyitunk, akkor az oldala-
inak hossza k-szorosara né, mig a poligon teriilete k2-szeresére. A kovetkezd

tétel egy ezekhez hasonlo allitast fogalmaz meg.

14. Tétel. Legyen P egyszeri rdacspoligon, és k pozitiv egész szam. Defini-
dljuk kP-t 1igy, hogy kP = {kx|x € P}, valamint jelolje Lyp a kP-be esd

rdcspontok szamdt, azaz Lipp = Byp + Hpp. Ekkor
1
Lkp:Tp-k2+§Hp-k+1,
ahol Hp a P hatdrpontjait, Tp pedig a P poligon teriletét jeloli.
Bizonyitds:

Ismert, hogy: Inko(ka, kb) = k - Inko(a, b), igy a A [13] lemmabol, annak

jeloléseit megtartva kovetkezik, hogy
Hkp = Zdl = Zlnko(k’(aiﬂ — CLZ‘), k(bi—i—l — bz)) =
i=1 i=1

= kZlnko((aiH —a;), (biy1 — b)) = kHp
i=1

Azt mar megtargyaltuk, hogy k-szoros nagyitasnal a P teriilete k%-szeresére

né, vagyis: Typ = Tp - k2.
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Irjuk fel a Pick-tételt kP-re, és adjunk mindkét oldalhoz Hyp/2 + 1-t. Igy
kapjuk, hogy

H H H
kp+$+1:ka+$—1+$+1=ka+Hkp:Lkp- (5)

Az eddigieket Osszevetve
1 1
LkP:TkP+§Hkp+1ITpk2+§Hpk+1,

ahogy allitottuk.
O
A Pick-tétel ezen kovetkezménye lehetévé teszi a kP poligon racspontja-
inak szamanak meghatarozasat, ha ismerjik P teriiletét és hatarpontjainak

szamat.

6. Racspontok konvex lemezekben

Végiil az el6z6 szakaszban méar igazoltakhoz, hasonlo allitast mutatunk tet-
sz6leges konvex lemezekre. A szakasz a 2| cikk alapjan késziilt.
El6szor felidézziik a konvexitasrol a tovabbiakhoz sziikséges definiciokat

és ismereteket.

15. Definici6. Legyen R C R? ponthalmaz. R konvex, ha minden x és y
pontjara teljesil, hogy az ket Osszekdtd szakasz minden pontja R-be esik.
Az R-t tartalmazo dsszes konvex ponthalmaz metszetét R konvex burkdnak
nevezziik. Egy R sikbeli ponthalmazt konvex lemeznek neveziink, ha R zart,

korldtos, konvex €és tartalmaz eqy nyilt kérlapot.

16. Lemma. A konvexr lemezek halmazdn a teriilet és a keriilet monoton
mennyiségek a tartalmazdsra nézve, azaz ha Ry C Ry két konvex lemez, akkor
keriiletetkre Kr, < Kg, €s tertleteikre T, < Tr,. Egyenldség csak akkor dll
mindkét esetben, ha Ry = Rs.

A kovetkezd allitasunk mutatja, hogy egy egyszeri racspoligon kertiilete

mindig feliilbecsli a hatarpontjai szamat.
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17. Allitas. Legyen P eqyszert rdcspoligon. Ekkor
Hp < Kp.
Egyenldség pontosan akkor dll, ha P minden oldala tengelypdrhuzamos.

Bizonyitds: Jarjunk korbe éramutato jarasaval ellentétesen P hataran. Bar-
mely két egymas utan érintett racspont tavolsidga legalabb egy, amibdl az
egyenlGtlenség azonnal kovetkezik. Egyenl@ség pontosan akkor all, ha bar-
mely két egymas utan érintett racspont szomszédos a réacsban, vagyis P min-

den oldala valamelyik tengellyel parhuzamos.

O

18. Lemma. Legyen P eqy egyszerid rdacspoligon, Lp a P-beli racspontok szd-
ma. Fkkor
1
LPSTP+§KP+1.

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha P minden oldala tengelypdrhuzamos.

Bizonyitds: Az formulat k& = 1-gyel felirva, és felhasznélva a . allitast
kapjuk, hogy
1 1
LPITP+§HP+1 STP+§KP+1

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, amikor a[I7] allitasban.

Ez a lemma konvex lemezekre is valtoztatas nélkiil igaz.

19. Tétel. Legyen R konvex lemez R?-ben, az R-be esd rdacspontok szdmit
jelolje Ly. Ekkor:
1
LRSTR+§KR+1.

Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha R egy tengelypdarhuzamos rdacstéglalap.

Bizonyitds: Ha R nem tartalmaz racspontot, akkor az egyenl&tlenség tri-
vidlisan teljesiil, egyenlség nem é&llhat. Feltehetjiik tehat, hogy R-be esik
racspont. Két esetet vizsgalunk.

Elgszor tegyiik fel, hogy az R-be es6 racspontok mind egy k — 1 hossza

szakaszon vannak, ekkor nyilvin Ly = k. (k = 1 esetet elfajuld esetként
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megengedjiik.) Tovabba vilagos, hogy Kr > 2(k — 1), valamint T > 0. Igy
Tr+ Kr/24+1>2(k—1)/24 1 =k, vagyis az allitas igaz, egyenlGség ismét
nem teljesiilhet.

Végiil tegyiik fel, hogy R-ben vannak nem kollinearis racspontok. Legyen
P az R-be es6 racspontok konvex burka. Vilagos, hogy P egy egyszeri racs-
poligon, Lr = Lp, valamint P C R tartalmazas miatt Kp < K ésTp < Tg.
Igy felhasznalva . lemmat kapjuk, hogy

1 1
LR:LPSTP+§KP+1§TR—I—§KR+1.

EgyenlGség akkor allhat, ha minden becslésiinkben egyenléség teljesiil. Ebbél
kovetkezik, hogy P tengelyparhuzamos racspoligon, valamint P = R. Tovab-
bé kihasznalva R konvexitasat kapjuk, hogy R sziikségképpen téglalap, amire

valoban egyenl@ség teljestl.

O
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