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1. fejezet

Tartalmi osszefoglal6

Diplomamunkdm motivicidjdul a felsé hatdr tételben [6] fontos szerepet jatszo (adott
csucsszam mellett a legtobb lappal rendelkezd) szomszédsagi politopok, illetve ezek vég-
telen osztdlyainak generdldsa szolgélt. Shemer [7] cikkében ismertette a varrdsnak neve-
zett eljarast, mellyell n csicsi szomszédsagi politdpbol n+-1 csticst szintén szomszédsagi
politép nyerhetd. Azonban léteznek mds, "nem varrott" szomszédsagi politépok is, ame-
lyek kis csucsszam mellett még kisebbségét alkotjdk a szomszédsdgi politdpok osztalya-
nak, azonban tudjuk, hogy amint n — oo, a szomszédsagi politépoknak csupan toredéke
varrott, szintén Shemer [7] cikke alapjan. Mivel egy szomszédsagi politép részpolitpja
is szomszédsagi (amennyiben az még nemelfajuld és elég csucsa van), igy ha egy nem
varrott politépbdl csicsokat hagyunk el, eldbb-utébb varrott szomszédsagi politépot kell
kapnunk. Arra vagyunk kivancsiak, hogy mi torténik ilyen elhagyott csticsok "visszara-
gasztasakor", azaz hogy hogyan lehetne még a varrdson kiviil szomszédsagi politopokbdl
nagyobb csucsszamu szintén szomszédsdgi politépot nyerni. Ehhez a rendelkezésiinkre
all6 példakat vizsgaljuk, amiket Altshuler és Steinberg [2] cikkébdl vettiink. Itt felsorol-
jék az Osszes 4-dimenzids 9 csticcsal rendelkez6 szomszédsagi politdpot, amik koziil a
nem varrottakra nézziik meg, hogy hogyan keletkezhetnek egy 8 csuicsu szomszédsagi

politopbol.



2. fejezet

Bevezetés

2.1. Jelolések

El6szor kdvetkezzen néhany éltalanosabb jelolés, melyet a dolgozatban hasznélni fogunk.
IN, R rendre legyen a természetes szamok, illetve a valds szdmok halmaza, legyen tovabba
N, :={1,2,...,n}

Az E? d-dimenziés Euklideszi térben fogunk dolgozni. Kovetkezzenek az ezzel
kapcsolatos jelolések. Az E? tér pontjait kis latin betiikkel jeloljiik, mint példul

x, vagy r1,xs stb. A ponthalmazok jelolésére nagy latin betiket haszndlunk: X =

{z1,29,...,2,}, P = [x1,29,...,2,]. Az el6bbi [x1,...,z,] jelolés roviditett jelolés
conv(zy,...,T,)-re, ami az x; ..., pontok konvex burkat jelenti. Itt jegyezzilk meg,

hogy ha nem mondunk mast, akkor az als6 indexszel elldtott kis latin betli — mint példaul
az x; — szintén az [E? Euklideszi tér egy pontja (nem pedig koordinita). A tér pontjai és
az adott pont helyvektorai kozt nem tesziink kiillonbséget (a kornyezetbdl kideriil, hogy
melyikre gondolunk). Haszndlni fogjuk az abszolutérték jelet ponthalmaz elemszdmanak
jelolésére, mint példdul: |{z1,...,z,}| = n. Legyen tovdbbd int(F') az F' ponthalmaz
belsd pontjainak halmaza, azaz azon = € F' pontok halmaza, melyeknek 1étezik olyan
N, nyilt kérnyezete, hogy N, C F, relint(F") pedig F relativ belsejének halmaza, vagy-
is azoknak a pontoknak a halmaza, melyek aff (F")-ben bels6 pontjai F-nek, ahol aff(F')
alatt ' affin burkdt értjiik, s késdbb pontosan definialjuk. Példaul a 3-dimenzids térben
egy kockdnak a belsé pontja pontosan azok a pontjai a kockdnak, melyek egyetlen lapon
sincsenek rajta, mig ha F' az egyik négyzetlapja, akkor ennek relativ belseje az F' affin
burkdban tekintett belsd pontjai, azaz F' olyan pontjai, melyek nincsenek élen illetve nem
a csticsok.

Az B¢ d-dimenzids térben hipersik alatt egy (d — 1)-dimenziés affin alteret értiink.

Egy hipersik két diszjunkt nyilt féltérre bontja a teret.



2.2. Politépok

Ebben a fejezetben a politopoknak, illetve azok bizonyos osztdlyainak alapvet6 tulaj-
donségait ismertetem. Az itt leirt definicidk illetve allitdsok megtaldlhatok példaul a [4]

konyvben.

2.2.1. Definicié (Affin (konvex) burok). Egy ponthalmaz affin (konvex) burkdn a pont-

halmazt tartalmazé Gsszes affin altér (konvex halmaz) metszetét értjiik, jele aff (F').

A konvex burok fogalmdra mar a politopok definicidjdhoz sziikségiink lesz, az affin

burok pedig a tdmaszhipersik fogalméhoz lesz sziikséges.

2.2.2. Definicié ((Konvex) politép). Az E¢ euklideszi térben politdpnak nevezziik véges

sok pont konvex burkat. Politép dimenzidja alatt affin burkdnak dimenzi6jat értjiik.
Egy politop lapjainak definidlasdhoz sziikségiink lesz a taimaszhipersik fogalmara is.

2.2.3. Definici6é (Tamaszhipersik). Egy ponthalmaz tdmaszhipersikjan olyan hipersikot
értiink, melynek van k6z0s pontja a ponthalmazzal és a halmaz minden pontja ugyanabban

a (hipersik 4ltal hatarolt) zart féltérben van.

Végiil kovetkezzen a fogalom, ami miatt bevezetésre keriilt a timaszhipersik: nézziik

mit értiink egy politép lapjan.

2.2.4. Definicié. Az F' C P pontosan akkor lapja P-nek, ha 1étezik olyan H tdmaszhiper-
sikja P-nek, hogy F' = P N H. Az F' lap dimenzidjan affin burkanak dimenzigjat értjiik,
azaz dim(F') = dim(aff(F)).

Kovetkezzen néhany politépok esetében haszndlt jelolés. A P politép k-dimenzids
lapjainak halmazit jelolje F(P). Néhany speciélis esetben azonban eltériink ettdl. A
csuicsok Fy(P) halmazat jelolje V(P), az élek esetén E(P) := F(P), a hiperlapok Fy_4
halmazdra pedig bevezetjiik az F(P) jelolést. Legyen tovdbbd A (P) = Uf:_ol Fi(P) az
osszes valodi lap halmaza, £(P) = Z(P) U P pedig az 6sszes lap halmaza. Ezen defini-

ciok és tételek, illetve azok bizonyitdsai megtaldlhatéak példaul a [8] jegyzetben.
2.2.5. Allitas. Tetszdleges P € B esetén igazak a kovetkezok:
1. P bdrmely F € L(P) lapja is politdp, F' € Fy, esetén egy k-dimenzids politdp.

2. Lap lapja is lapja az eredeti politopnak, azaz F € L(P) és G € L(F) esetén
G € L(P) is teljesiil.

Szamunkra a politépok metrikus tulajdonsagai nem lesznek fontosak, csupian kombi-
natorikus ekvivalencia erejéig kiilonboztetjilk meg a politopokat. Kovetkezzen ehhez a

kombinatorikus ekvivalencia definicidja.



2.2.6. Definicié (Kombinatorikus ekvivalencia). Azt mondjuk, hogy a P és @) politépok
kombinatorikusan ekvivalensek, ha 1étezik egy olyan f : L(P) — L(Q) bijekci6 a lapok

halmazan, ami a dimenzi6t és a tartalmazast meg6rzi, azaz
o VF € Fi.(P)esetén f(F) € Fi(Q), illetve
o VF,G € L(P)reha F C G= f(F) C f(G).

Egy specidlis politdp tipus definidlasara sziikségiink lesz a szimplicidlis politép fogal-

maéahoz.

2.2.7. Definicié (Szimplex). A d-dimenziés standard szimplexen az [ey, . . ., eq, 1] C EdH?
ponthalmazt értjiik, ahol e; jeloli az i-edik egységvektort a standard ortonormalt bazisban.
A standard szimplex kombinatorikus osztalyanak tetszleges elemét (azaz barmilyen d-

dimenziés szimplexet) jelolje Ay.

A jelen dolgozat szempontjabodl érdekes szomszédsagi politopok legismertebb oszta-
lyat a ciklikus politépok alkotjdk. Ennek definidldsa tobb féleképp torténhet, ahogy itt

definidljuk, ahhoz sziikségiink lesz a momentumgorbe fogalmara.

2.2.8. Definici6 (Momentumgérbe). Momentumgirbének az E? térben az

m(t) = (t,t2,...,t%) gorbét nevezziik.
A momentumgorbe ismeretében mar tudjuk definidlni a ciklikus politép fogalmat.

2.2.9. Definicié (Ciklikus politép). A d-dimenzids n csicsu ciklikus politdp alatt olyan
politépot értiink, mely kombinatorikusan ekvivalens egy olyan politéppal, amit a mo-
mentumgorbe n kiilonb6z6 pontjanak konvex burkaként kapunk, azaz t| < t, < --- <1,

esetén a P = [m(ty), ..., m(t,)] politéppal.

2.2.10. Definicio (Szomszédsagi politéop). Azt mondjuk, hogy a P politép k-
szomszédsagi, ha barmely £ csticsa lapot hatiroz meg, azaz VS C V(P),|S| < k =
conv(S) € F(P). A politép szomszédsdgi, ha |d/2]-szomszédsagi, ahol |z] az x € R

alsé egészrésze.

Megjegyzés. A definiciobol lathatd, hogy a A, d-dimenzids szimplex minden d € IN
esetén d + 1-szomszédsagi. Ezt a kivételes esetet (illetve az egyéb okokbol rendhagydan
viselkedd d + 2 csucstit) kizdrandé altaldban fel fogjuk tenni, hogy egy szomszédsigi

politépnak legaldbb d + 3 csucsa van.

Ismert, hogy egy szomszédsagi politop csucsai altalanos helyzetben vannak, illetve
az is, hogy péaros dimenzidban sziikségképp szimplicidlis egy politép, amennyiben szom-
szédsagi. Ezeket lasd pl. [4]-ben.



Mivel jelen dolgozatban f6leg a politépok kombinatorikus tulajdonsdgaival foglalko-
zunk, igy legtobbszor elég a politépokat kombinatorikus ekvivalencia erejéig megkiilon-
boztetniink. Beldthatd, hogy adott d dimenziéban adott n(> d + 3) csicsszdm mellett
az 0sszes n csucsu d-dimenzids ciklikus politép egymassal kombinatorikusan ekvivalens,
ezek osztalyat jelolje C(n, d). Helyenként C(n, d) alatt az osztaly egy konkrét (tetszSle-
ges) példanyat értjiik. A ciklikus politépok lapjait ismerjiik Gale parossagi feltétele alap-

jan, amit a kovetkezd tételben mondunk ki pontosan.

2.2.11. Tétel ([4] 4.7.2 tétel). Legyen t; < ty < --- < t,, illetve m; = m(t;)
(ahol m a kordbban bevezetett momentumgorbe — ezt a jelolést a késobbiekben is al-

kalmazzuk ugyanezzel a feltétellel). Legyen tovdibbd T = {my,ma,...,my}. Egy T; =

{ms,,mi,, ..., my,} C T csiicshalmaz pontosan akkor hatdrozza meg C(n, d) egy hiper-
lapjdt, ha T'\ Ty bdrmely két elemét pdros sok elem vdlasztja el (mq, ma, ..., My, My 11 =
my)-ben.

Ezen a ponton taldn érdemes megéllni egy példa erejéig, és megnézni a 2.2.11-ben
foglaltakat példdul C(7,4)-re, azaz a 7 cstcst, 4-dimenzids ciklikus polit6p lapjaira. A
ciklikus politdpok szimplicialitdsa miatt, azaz mivel a ciklikus politoépok minden hiper-
lapja szimplex (jelen esetben 3-dimenzids, azaz tetraéder), ezért a hiperlapok ismerete
altal minden lapot ismeriink, tehat a 2.2.11 tételre lesz csak sziikségiink. A tétel alapjan
4 elemd részhalmazokat kell kivalasztanunk az IN; halmazbdl gy, hogy parokat alkossa-
nak a kivédlasztott elemek. Parok alatt két, a ciklikus sorrendben egymast kdvetd elemet

értiink, tehat példaul {3, 4} vagy {1, 7}. Ilyen négyelemi részhalmazok a kovetkezdk:

{1,2,3,4},{1,2,4,5},{1,2,5,6},{1,2,6,7},{1,2,3,7},{2,3,4,5},{2,3, 5,6},
{2,3,6,7},{3,4,5,6},{3,4,6,7},{1,3,4,7},{4,5,6,7},{1,4,5,7},{1,5,6,7}.

Ez alapjan tehat C(7,4) = [my, ..., m7] hiperlapjai a kovetkezdk:

Fy = [my, ma, mg, my|, Fy = [mq, mg, my, ms], F3 = [mq, ma, ms, mg),
Fy = [my, mg, me, mz], F5 = [m1, ma, ms, my], Fs = [mg, m3, ma, ms],
Fy = [ma, mz, ms, me], Fy = [ma, m3, me, myq], Fy = [ms, ma, ms, mg],
Fig = [mg3, my, me, mz], Fii = [mq, ms, ma, mq|, Fiag = [m4, ms, mg, ms),

Fis = [mq, my, ms, myq|, Fia = [my, ms, mg, mz].

A C(7,4) ciklikus politép j-dimenzids (0 < j < 3) lapjait megkapjuk, ha barmely F;-bdl
(z € INyy) kivdlasztunk j + 1 elemet, s vessziik azok konvex burkdt. Nyilvan j = 0-
ra a csucsokat kapjuk, ami nem tdl érdekes, de példdul ;7 = 2 esetén megkaphatjuk az

F = [my,mg, m3) lapot (i = 1, illetve i = 5 esetén a fenti felsorolds szerint), ami egy



kétdimenzids lapja C(7,4)-nek. S&t, azt is észre vehetjiikk, hogy ' = F) N F5, amibdl lat-
hat6, hogy a I és Fj hiperlapok szomszédosak, mégpedig F' mentén. EmlékeztetSiil: két
azonos (k) dimenzids lapot akkor neveziink szomszédosnak, ha metszetiik eggyel kisebb
(k — 1) dimenzi6s, azaz F, F' € Fi(P) esetén F' és F’ pontosan akkor szomszédos, ha
dim(FNF)=k—1.

2.2.12. Definicié (Univerzalis lap ([7] 3.2 definicié)). A P C < politép egy F € F;(P)
lapjdt u-univerzdlisnak nevezziik, ha VS C V(P) : |S| <u= [SUF] € Fi1u(P). Az F
lap univerzdlis, ha |3 (d — [V(F)|)]-univerzlis. Ha i = 1, akkor F-et univerzdlis éInek

nevezziikk. Egy P polit6p i-dimenziés univerzélis lapjainak halmazat jelolje U;(P).

Nyilvanvaléan ha egy lap wu-univerzalis, akkor barmilyen 0 < wuy < wu esetén
up-univerzalis is. Egy wu-univerzdlis lap rendelkezik tehdt azzal a tulajdonsdggal, hogy
barmely legfeljebb u csuccsal kiegészitve is P egy lapjat alkotja.

Mivel a ciklikus politépok szimplicidlisak ([4]), ezért a hiperlapok ismerete dltal az
osszes lapjukat is ismerjiik, ugyanis ha F' = [m;,, m;,, ..., m;,| egy hiperlapja C(n, d)-

nek, akkor ennek barmely j elem( részhalmaza egy j — 1-dimenzids lapot hatdroz meg.

2.2.13. Tétel (C(n,d) univerzilis élei ([7] 3.5 tétel)). Legyen d > 4, n > d + 3 és
C(n,d) = [m1,ma,...,my|. Az E(P) > E = [z,y] él pontosan akkor univerzdlis éle

C(n,d)-nek, ha E = [m;, m; 1] valamely i-re azzal a konvencioval, hogy my+1 = m;.

Bizonyitds. Legyen E = [m;, m;;1]. Hogy ez az ¢l univerzalis, azaz hogy k = [£] — 1-re
k-univerzdlis, elég megmutatnunk, hogy tetszGleges k tovdbbi csicsit kivalasztva
C(n,d)-nek, van olyan hiperlap, amely tartalmazza ezt a k pontot, m;-t és m; ;-
et. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy ¢ = 1, hiszen 2.2.11 tétel-

bdl latszik, hogy ha [m;, m;1]-r6l tudunk valamit 4llitani, akkor ugyanezt éllithatjuk

[m1, mo]-r6l is és viszont. Legyenek a kivdlasztott pontok {m,,..., m; }. Ekkor az
F = [my,ma, my,, M 11, - .., My, , My, +1] lap eleget tesz a 2.2.11 tételben megfogalma-

zott feltételnek, ha minden a konvex burokban szerepl6 cstics kiilonbozik. Ha pedig nem,
akkor 1étezik olyan F’, hogy F' C F’ és F" teljesiti a feltételt. Ehhez vegyiik példaul a
duplikalt pontok helyett a ciklikus sorrendben legels6 olyan csucsot, amelyet még nem va-
lasztottunk ki. Megjegyezziik, hogy itt is éltliink azzal a konvenciéval, hogy m,, .1 = m;.

A tobbi él esetén elég taldlnunk k tovédbbi cstcsot dgy, hogy ne legyen P-nek olyan
hiperlapja, amely tartalmazza az él két végpontjdt, és ezt a k pontot. Legyen £ = [m;, m;]

ugy, hogy 0 <7 <141 < 7 < n. Ekkor
(M| = V(C(n,d)) \ {mi—1, mi, M1, mj1,mg,myat| > d—3 (= 1).

Mivel k = 4] -1 < [42] = [ 52 ] — 1, ezért ki tudjuk valasztani M k elemét dgy, hogy

nem valasztunk ki sem két egymdssal szomszédosat, sem pedig olyat, ami az él valamely
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végpontjdval szomszédos lenne. Konnyen lathaté 2.2.11 alapjin, hogy ezen csucsokat

C'(n, d) egyetlen hiperlapja sem fogja tartalmazni. O

Megjegyzés. Az n > d + 3 technikai feltétel ahhoz kell, hogy a szimplexet, illetve a
rendhagy® struktdrdji C'(d + 2, d)-t kihagyjuk.

Lattuk tehat, hogy C(n,d) univerzdlis élei a politép élgrafjaban egy Hamilton-kort
alkotnak. Ismert (14sd pl. [7]-ben), hogy barmely 2m-dimenzids (itt is, s ezutdn is fel-
tessziik paros dimenzié esetén, hogy m > 2, ugyanis szomszédsagi politépok csak 4
dimenziotdl kezdve 1éteznek) n csicsu (n > 2m + 3) szomszédsdgi politdp esetén az
univerzdlis élek grifja a ciklikus politépok esetén ilyen, minden egyéb esetben pedig utak
unidja. Nyitott kérdés azonban, hogy tetszéleges szomszédsédgi politdpnak sziikségszer-

en van-e univerzalis €le.

Megjegyzés. A kovetkezd két definicidoban (csucsfigura, illetve élfigura) csak a kombi-
natorikus tipus érdekel benniinket, tehat a megfeleld politéposztily egy reprezentdnsat

vessziik.

2.2.14. Definicié (Csucsfigura). Legyen P d-dimenziés politép, € V(P). A P politép
x cstcshoz tartoz6 csicsfigurdjan egy olyan P/{x}-szel jelolt d — 1-dimenzids politépot
értiink, melynek minden i-dimenzids lapja (0 < i < d — 2) megfeleltethetd P egy x-et
tartalmaz6 7 4+ 1-dimenzids lapjdnak ugy, hogy ez a megfeleltetés egy tartalmazést 6rz6

bijekcid.

Szemléletesen példaul 3 dimenzidban a cstcsfigurdt ugy lehet elképzelni, mint ha az
adott csucsot "levdgnank" a politdprol, s ami a vdgas helyén marad (egy sokszdg), az a
csucsfigura. Megjegyezziik egyrészt, hogy ez kordnt sem preciz, mivel nem is ez a cél-
ja a szemléltetésnek, illetve azt is, hogy ez a metszet a gombfeliileten ad egy (gombi)
politépot, ami viszont megfeleltethetd egy kdzonséges értelemben vett politopnak. Az
iméntieket a 2.1 dbra hivatott szemléltetni. A csticsfigura nekiink arra lesz hasznos, hogy
jOl szemlélteti a csucsot tartalmazo lapok egymashoz viszonyitott helyzetét, illetve ha egy
E univerzdlis élre tekintjiik 4 dimenzidban a politop ezen élre vonatkoztatott élfigura-
jat, akkor az egy (n — 2)-szog lesz, ami az eredeti politop E-t tartalmazé hiperlapjainak
szomszédsagardl elarul mindent. Ez annak kdszonhetd, hogy egy univerzdlis é] minden
csucsot "lat", azaz az univerzalis €l és egy tetsz6leges harmadik csics konvex burka min-
dig kétdimenzids lap. A 2.6 dbréan lathaté példaul egy univerzalis élre vonatkoz6 élfigura.
Ebben a sokszogben minden €l az eredeti politop egy ezt az €t tartalmazo hiperlapjanak
felel meg, illetve két olyan hiperlap, mely tartalmazza az univerzdlis élt, pontosan akkor
szomszédos, ha az élfigurdban a nekik megfelel élek szomszédosak. Péld4ul a vastaggal

szedett élek az [xy, z9, x,, T, illetve az [z, z,_1, ., T] szomszédos hiperlapokat jelolik.
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2.1. abra. Egy kocka csucsfigurdja egy (szabdlyos) haromszog, egy (szabdlyos) oktaéderé
pedig egy négyszog (négyzet)

2.2.15. Definicié (Elfigura). Legyen P d-dimenziés politép, z,y € V(P), tovabba
E = [z,y] € E(P). A P politép E él szerinti élfigurdjén a P/E = (P/{z})/{y} =
(P/{y})/{x} d — 2-dimenzids politdpot értjiik.

Az élfigura fogja nekiink szemlélteni az adott élben Osszefutd lapok egymdshoz vi-

szonyitott helyzetét (szomszédsagat).

Megjegyzés. A definiciéban egy allitds is szerepel, amit nem bizonyitunk: Az élfigura

nem fligg a csucsfigurdk sorrendjétdl.

2.3. A Shemer-féle varras

Az aldbbiakban ismertetem roviden a Shemer éltal bevezetett varrdsnak nevezett elja-
rast. Err6l b6vebben [7] cikkekben taldlhat az Olvasé leirast. Mi itt egy rovid ismertet6t
adunk az eljarasrél, annak néhédny fontos tulajdonsagét kiemelve. Ez a legf6bb ismert elja-
ras (ciklikustdl kiillonboz6) szomszédsagi politoptok végtelen osztdlyainak generdldsara.
Ilyen eljardsok megismerése azért fontos példaul, mert McMullen [6] cikkében bizonyi-
tott fels6 hatér tételben kimondja, hogy a szomszédsagi politopok rendelkeznek maxima-

lis lapszammal adott csticsszdm mellett.
2.3.1. Definicio (Torony). A P politépban torony alatt lapok egy szigorian bdviil hal-
mazat értjiik, azaz .7 = {F;}¥_, egy torony, ha F; € F(P)és F; C F, C --- C Fj.
2.3.2. Definicié (Univerzalis torony). Legyen P 2m-dimenzids szomszédsagi politop.
Azt mondjuk, hogy a 7 = {F}}T., torony univerzdlis, ha V j (1 < j < m) esetén
F; e U(P) és |V(F}))| = 25.

Bevezetjik még az F; = {F|F' € F(P), F; C F'} jelolést a F;-t tartalmaz6 hiperla-
pokra, azzal a megjegyzéssel, hogy .#; = (), hai > m, illetve hogy %, = F(P). Végiil
legyen ¢ (7) = (F1 \ Fo) U (F3\ Zy) U....
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Megjegyzés. Néha a .7 tornyot kiegésztjiik az F = () lappal.

Azt mondjuk, hogy az E% Euklideszi tér egy x pontja a P politép F hiperlapja folott
(alatt) helyezkedik el, ha az F’ dltal meghatdrozott hipersik elvélasztja (nem vélasztja el)
P-tés x-et. Az x pont pontosan ¢ (.7 ) folott helyezkedik el, ha minden F' € €'(.7) esetén
F folott van, F' € %, \ €(.7) esetén pedig F" alatt van. Shemer 1982-es [7] cikkében
megmutatta, hogy tetszleges P szomszédsagi politp és ennek barmely .7 tornya esetén

létezik olyan Z pont, amely pontosan €(.7) folott helyezkedik el.

2.3.3. Tétel (Lemma 4.4 ([7]). Legyen P 2m-dimenzids szomszédsdgi politép, 7 ebben
egy torony. Legyen € = € (P, 7). Ekkor létezik olyan T pont, mely pontosan € folott
helyezkedik el.

Az aldbbdiakban, tekintettel a tétel fontossagara, roviden ismertetjiik Shemer eredeti

bizonyitdsat.

Bizonyitds. A bizonyitds a 7 = {F;}*_, torony k magassdgdra vonatkozo teljes induk-
ciéval torténik. Ha k = 0, akkor ¢ := € () = 0, tehat P barmely Z belsd pontja
megfelel, hiszen ekkor Z minden F' € F(P) alatt helyezkedik el. Ha & > 1, akkor le-
gyen ' = T\ {F}, és €' = €(P,7"). Ekkor az indukcids feltevés alapjan 1étezik
egy x pont, amely pontosan ¢” f616tt helyezkedik el. Legyen p € relint(F}), és legyen
T = (1 + ¢)p — ex. Ekkor ha ¢ elég kicsi, akkor Z pontosan & folott helyezkedik el. [

Az T ponthoz viszonyitott helyzetiik alapjan kategorizaljuk P hiperlapjait. Az I. kate-
goridba keriilnek azok a hiperlapok, melyek nem tartalmazzdk a F; varr6élt, x ezek alatt
van. A II. kategéridba soroljuk azon hiperlapokat, melyek tartalmazzdk Fi-et, de Fh-t
nem, = ezek folott helyezkedik el, és igy tovabb. Az  pont 1étezése alapvetd fontossagu
a varrds szempontjabol, ugyanis ez garantélja, hogy a keletkezd politdp is szomszédsagi
lesz, ha az eredeti az volt.Ezen konstrukci6 4ltal a ciklikustdl kiillonb6z6 szomszédsagi

politépok végtelen osztdlyait tudjuk generélni.

2.3.4. Tétel (Varras (4.6 tétel [7])). Legyen P egy szomszédsdgi 2m-politép, T legyen
P egy univerzdlis tornya, és legyen T olyan pont, mely pontosan 7 folott helyezkedik el.
Ekkor a P™ := [z, P] egy szomszédsdgi 2m-politdp, tovibbd V(P*) = V(P) U {z}.
Azt mondjuk, hogy P*-t a P politépbdl iigy kaptuk, hogy a 7 tornyon dt rdvarrtuk az T

csucsot.

Természetesen kiilonbozd 7 tornyok esetén mas és mds P -t kaphatunk, és mivel
az univerzdlis lapok kozponti szerepet toltenk be az eljarasban, igy fontos ismerni, hogy
mely (univerzdlis) lapok tlinnek el, illetve maradnak meg, valamint azt, hogy milyen tjak
keletkeznek.
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2.3.5. Tétel (P hiperlapjai [4]). Legyen P* = [P, ] a P-bél az T pont 7 tornyon dt tor-
téné varrdsdval keletkezett politop. Ekkor P+ lapjai a kbvetkezd két tipus valamelyikébe

esnek:
1. F e F\€(7), ekkor & F alatt van.

2. F =[z,G], ahol G egy (2m — 2)-dimenzids lapja P-nek gy, hogy léteznek P-nek
F\, Fy D G lapjai, melyekre Fy € F \ €(7) (T ez alatt van) és F» € €(T) (Z

folotte van).

Kovetkezzen a varrott politopok univerzalis lapjait leir6 tétel, ami alapjan kovethetd

az univerzalis €lek eltlinése, illetve azok keletkezése.

2.3.6. Tétel (P univerzilis lapjai [7]). Legyen P* az T csiics 7 -n dt torténd P-re var-

rdasdval nyert politop.
1. Ha 0 < j < m pdros, akkor F; univerzdlis lapja P*-nak

2. Ha 0 < j < m pdratlan, akkor F; nem univerzdlis lap P*-ban, de j < m esetén

tovdbbra is lap marad.
3. [Fj_1,x;,T] (és persze [Fj_1,vy;, T] is) univerzdlis (2j — 1)-lap P*-ban.

Igy példaul 4 dimenziGban a varrds utén tehét tin(het)nek el univerzalis élek, viszont
legalabb két 4j biztosan keletkezik is (a varr6él mindkét végpontja az 1j cstccsal 2.3.6
Tétel 3. pontja alapjan). Ez a tény garantdlja, hogy az eljards végtelen sokszor megismé-
telhetd, €s igy szomszédsagi politopok végtelen osztilyait tudja generdlni.

Lee [5] cikkében tekintette a varrds egy olyan altalanositasat, ahol univerzélis torony
helyett tetszéleges P C E? politép és 7 (P) = {F;}*_, kozonséges (nem feltétlen uni-
verzélis) torony esetén 1étezik olyan pont, mely pontosan € (.7) folott helyezkedik el, s
hogy az eltlind és keletkez6 lapok ugyanigy lekdvethetéek, mint Shemer varrdsa sordn.
Az egyetlen lényeges kiilonbség az, hogy altaldban egy ilyen varrdssal a keletkezd po-
litop nem feltétlen szomszédsagi. Viszont Shemer [7] cikkében azt allitja, hogy ha a .7
toronynak része egy univerzdlis torony, akkor a keletkezd politdp is szomszédsagi lesz.

Vizsgalta még a varras altaldnositdsat Finbow-Singh is doktori disszertacigjaban [3].

2.4. Példak varrasra

A tovédbbiakban 4 dimenzidban fogunk dolgozni, ennek megfeleléen ha mast nem mon-
dunk, jeloljon P egy 4-dimenziés szomszédsagi politpot, valamint legyen C'(n) =

C(n,4). Tekintsiik 4t a 4-dimenziés varrast kicsit részletesebben! 4 dimenziéban a .7
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torony viszonylag egyszer(: csupdn egy varr6élbdl, és egy varrd 3-lapbdl (hiperlap) all.
A 2.3.3 tétel bizonyitdsabol jol latszik, hogy az T pont megtaldldsa a .7 tornyon torté-
nd "lépkedéssel” zajlik, ami négy dimenziéban csupan annyi, hogy keresiink egy pontot,
amelybdl csak a varrdlap latszik, majd ezt "atflizziik" a varr6élen, amivel pont azt érjiik

el, hogy ebbdl a pontbdl a varrdélt tartalmazé dsszes hiperlap latszik, kivéve a varrdlapot.

Varras: C'(8,4) — C(9,4)

Nézziink meg most egy konkrét példat a varrasra, amikor ciklikus politopbdl ismét cik-
likusat kapunk! Legyen P = C(8) = [{m;}}_,]. A kovethetSség és érthetdség kedvéért

felsoroljuk P minden hiperlapjat is (2.2.11 alapjan, innen ellendrizheti is az Olvaso):

(1234), (1245), (1256), (1267), (1278), (1238), (2345), (2356), (2367), (2378),
(3456), (3467), (3478), (1348), (4567), (4578), (1458), (5678), (1568), (1678).

Legyen Fy = [my, ms], és 'y = [my, ma, myz, mg| =: (1278) és J = {F}, F,} univerza-
lis torony P-ben, tovdbbd %, = {F : F' C F1} és % = {Fy}. Az egyszeriiség kedvéért
tegylik fel, hogy az origd P belsejében van (ez egy eltoldssal elérhetd, legyen példdul

mj=m; — 30 my, és P' = [{m}}%,] = P). Ekkor
C =C(T) =1\ F = {(1238), (1348), (1458), (1568), (1678)}.

A 2.3.3 tétel és annak bizonyitdsa szerint fogunk végigmenni a varrason, az indukcio itt
ugyanis csak két 1épés. El6szor ¢ = (), ekkor P barmely belsd pontja megfelel Zo-nek.
Ezutian ¢’ = %, = {F»}, azaz olyan pontot keresiink, amely pontosan a F; varrdlap folott
helyezkedik el, avagy amibdl pontosan a F5 varrdlap latszik. Ilyen pontot a bizonyitas
alapjan gy kapunk, ha vessziik F» egy belsd pontjat, s ennek (1 + £)-szorosa elég kis €
esetén megfelel: T, := (1 + €)Z». Innen, hogy mdr ismerjiikk az ; pontot, az indukcids
1épés szerint tudunk taldlni egy olyan pontot, amibdl .%; minden lapja latszik, azaz az
Osszes F)-re illeszkedd lap. Ehhez vessziik F egy belsd x pontjat, s ezt az orig6tdl egy
"e-nyit kintebb toljuk", azaz vessziik az Ty = (1 + ¢)x pontot. Ebbdl pontosan az .#;-beli
lapok latszanak.Azt kell még elérniink, hogy a F5 varr6lap ne latszédjon, csak a tobbi,
azaz pontosan a ¢ folott elhelyezked6 pontra van sziikségiink. Az z, pontbdl kiindulva,
ami az .%1-beli hiperlapoktdl kevesebb, mint e-nyi tavolsagra van, at kell haladnunk a
F5 varrélap hipersikjan tgy, hogy még a politopon kiviil maradjunk, ilyen a bizonyitds
alapjan példaul az * = 7, — £x; pont.

Megjegyzés. A fentieket a 2.2, 2.3 és 2.4 dbrak hivatottak érzékeltetni. Figyelem, az abra
csaldka, F5 3-dimenzids (1-dimenzidsnak dbrdzolva), F, pedig 1 dimenzids (pontként 4b-
rdzolva), tovabba a Fi-re illeszkedd masik lap hivatott jelolni az 6sszes tobbi rd illeszkedd

hiperlapot, nem csak egyet koziiliik.
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2.2. abra. Pontosan .%; folott 2.3. abra. Pont "atfizése" la- 2.4. abra. Egy varr6lépés

elhelyezkedd pont taldldsa.  pon. megtétele.

Most, hogy megtaldltuk a pontot, mar csak a lapokat kell feltérképezniink, illet-
ve az univerzdlis éleket. Nézziik eldszor, hogy P mely lapjai maradnak meg, és me-
lyek tlinnek el. Az eltling, illetve megmaradé lapokkal a 2.3.5 tétel alapjdn nincs ne-
héz dolgunk: a %-ben 1évSk tlinnek el, a tobbi megmarad, azaz az eltlind lapok:
{(1238), (1348), (1458), (1568), (1678) }. A keletkezd lapok mindegyike tartalmazni fog-
jawg = T-t és xq, xg koziil az egyiket. Ezek kideritéséhez a P*/(19), (illetve a P*/(89))
élfigurdkat hasznéljuk (1dsd 2.6 dbra). Ebben minden él P egy (19)-re ((89)-re) illeszke-
do lapjanak felel meg, ezek éleit pedig az x-bdl torténd lathatésdgok alapjan tudjuk (lasd
2.5 abra). A keletkez6 oldalakat pedig leolvassuk:

(1239), (1349), (1459), (1569), (1679), (1789), (1289),
(2389), (3489), (4589), (5689), (6789), (17897, (12897

Megjegyzés. A felss sor a P /(19)-bdl olvashatd le, az alsé pedig P*/(89)-bdl (az athid-

Ftl
i

i

-1

2.5. dbra. P/(1n) élfigura, és a hiperlapok ~ 2.6. dbra. P7/(17) élfigura (Fy =
elhelyezkedése x,, 1 := Z-hoz képest. (In), Fy = (12[n — 1]n)
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z4s ismétlédés miatt van). Lathatd, hogy a megfelel6 sorokban minden hiperlap tartalmaz-
za azt az élt, amely alapjdn az élfigurét vettiik, illetve még a lapot reprezentdl6 oldal két
végpontjanak megfeleld csucsot. Fontos megemliteniink azt is, hogy az élfigurdkban 1évo
csicsokat meg kellene kiilonboztetniink az eredeti cstcsoktdl, azaz példaul P/[xq, xs)-
ben az [z, x9, 3] lapnak megfeleld csticsot x5 helyett mondjuk x3-gal kellene jeldlniink,
hiszen x3 # 3, de ezt a pongyolasdgot a konnyebb érthetdség kedvéért megenged;jiik

magunknak.

Ezek alapjan mdr ismerjilk P minden lapjat, amik megegyeznek azzal, amit kapnunk
kellett (C'(9,4) lapjai 2.2.11 alapjan ismertek):

(1278), (1234), (1245), (1256), (1267), (2345), (2356),
(2367), (2378), (3456), (3467), (3478), (4567), (4578), (5678);
(1239), (1349), (1459), (1569), (1679), (1789), (1289),
(2389), (3489), (4589), (5689), (6789).

Egyetlen 1épés maradt hétra, a keletkezett politop univerzalis éleinek meghatdrozdsa.
Ez megtehetd akar kézzel is az univerzélis él definicidja alapjan, de mivel ismert a 2.3.6
tétel, igy még konnyebb dolgunk van. A tétel 4-dimenzidban egyszerlibben is megfogal-
mazhat6: A keletkezd politépnak két 1) univerzalis éle van, mégpedig amiket az 4j csucs
(T) és a varrdél egyik, illetve masik végpontja hatdroznak meg, a régi univerzilis élek
koziil pedig azok maradnak tovabbra is univerzalisak, amelyeknek vagy nincs k6zos csu-
csuk a varrdlappal, vagy egyetlen k6zos csucsuk van vele, €s ez a kdz0s csucs nincs a
varrGélen. Formélisan u € U (P) esetén u € Uy(PT) < u = [a,x] (a € Fy), vagy
lun (Fy\ F1)| = 1L

Esetiinkben az eredeti univerzélis élek koziil ((12), (23), (34), (45), (56), (67), (78),
(18)) megmarad mindegyik az (18) varr6élt kivéve, tjonnan pedig az (19) és (89) univer-

zalis élek keletkeznek. Ezek gréfjat a 2.8 dbra mutatja.

2.7. dbra. P = (C(9,4) univerzalis élei C'(8, 4)-re varrds utdn
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Varras: C'(8,4) — 5(9,4)

Nézziink meg még egy példat a varrdsra, amikor a keletkez6 politép nem ciklikus. Kiin-
duldsi politépunk tovdbbra is P = C(8,4), azonban legyen .7 = {F}, F»}, ahol F} =
[1, 28] C Fy = [x1, %6, 27, ). A tovdbbiakban is haszndljuk az [z;, ... 2, ] = (i1 ... )
jelolést. Legyen PT = [P, xg|, ahol zg = Z a 2.3.3 tétel alapjan kapott pont. Ekkor
¢ = €(7) = {(1238),(1348), (1458), (1568), (1278)}. F' \ €-beli hiperlapok meg-
maradnak, %-ben 1év§ lapok eltlinnek, P /(19) és P+ /(89) élfigurdk alapjan pedig a
keletkezd lapok:

(1569), (1459), (1349), (1239), (1279), (1789), (1689),
(5689), (4589), (3489), (2389), (2789).

Az univerzdlis  élek  vizsgdlata ~maradt még hiatra. Az  eredeti
(12),(23), (34), (45), (56), (67), (78), (18) élekbdl az (18) varr6él megszlinik uni-
verzdlis lenni (mint mindig), illetve az e; = (12) valamint e, = (67) élek sem lesznek

univerzalisak a keletkezd S(9, 4) politépban, mivel
e N Fy \ Fi| = [(12) N (67)[ = [0 = 0 # 1,
illetve
V(e2) NV(Fy \ Fy)| = |V(67) N V(67)| =2 # 1.

Keletkezik viszont a szokdsos két univerzalis él: (19) és (89). Igy az univerzilis élek
griafja mar nem egy ciklus (Hamilton-kor a csicsok halmazan), hanem két diszjunkt ut
unidja: (19), (89), (78), illetve (23), (34), (45), (56).

2.8. abra. P = 5(9,4) univerzilis élei C'(8, 4)-re varrds utan
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3. fejezet

Eredmények

3.1. Szomszédsagi politopokrol

Ismertetiink a teljesen varrott szomszédsagi politopok szdmét illetden néhdny eredményt,

el6tte azonban ismerkedjiink meg az ehhez sziikséges definiciokkal.

3.1.1. Definicio (Teljesen varrott szomszédsagi politdp). A P 2m-dimenzids szomszéd-
sagi politépot teljesen varrotmak nevezziik, ha megkaphaté C'(2m + 3, 2m)-bdl a kordb-
ban ismertetett varrds ismételt alkalmazdsaval. Varrottmak neveziink egy politépot, ha egy

szomsz€dsagi politopbdl megkaphat6 néhany (de legaldbb 1) varrélépés elvégzésével.

A Shemer 4ltal [7] cikkben bevezetett jeloléssel fogunk €lni a szomszédsagi politopok

szamat illetGen.

3.1.2. Definicié. Jelolje g(v,2m) a v cstcstd 2m-dimenzids szomszédsagi politépok kii-

16nb6z6 kombinatorikus tipusainak szdmat.

4 dimenzidoban a 7 €és 8 csucsu szomszédsagi politopok mindegyike teljesen varrott
(1asd [4] és [2]), a 9 csticstiak kozott azonban mar a 23 megvaldsithatd koziil csupan 18
varrott (1asd szintén [2]). Shemer [7] cikkében megmutatta, hogy a varrott szomszédsagi
politépok szdma a szomszésagi politépok g(2m + [3,2m) szdmdnak csupéan egy csekély
(eltind) hanyadat adja mind rogzitett 5 > 4, m — oo, mind pedig rogzitett m > 2 és
b — oo esetén.

Innen ered a motivacid, hogy valahogyan még generdljuk szomszédsigi politépok
végtelen osztalyait. Shemer szerint megmutathatd, hogy ha a .7 torony tetszSleges bs-
vitése egy univerzdlis toronynak, akkor (egyrészt 2.3.3 tétel bizonyitdsabol latszik, hogy
ilyen médon kapott €' (.7) esetén is 1étezik az T pont, masrészt pedig) a kapott politop
szintén szomszédsagi lesz. Ennek altaldnositdsa Lee [5] cikkében megtaldlhatd, "zaszlon

at" torténd varrasként (az a zdszl6 fogalom megegyezik Shemer tornydnak fogalmadval,
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azaz lapok szigortian bdviild rendszerét jelenti, illetve 4ltaldnos esetben tetsz6leges to-
rony/zaszl6 esetén nem feltétlen szomszédsagi a kapott politép). S6t, mivel tudjuk, hogy
szomszédsagi politdpok részpolitdpja is (azaz néhdny cstics elhagydsa utdn a megmarado
csucsok konvex burka) szomszédségi, ezért tekinthetjiik a kovetkezo eljarast is (szintén
Shemer [7] cikke nyomdn): Vegyiink egy szomszédsagi politdpot, €s varrdsok, valamint
csucselhagydsok tetszdleges sorrendben torténd egymads utdni elvégzésével is szomszéd-
sagi politopokat kapunk. Ezen eljards 4-dimenzioban nem produkal semmi tjat, de m > 3
esetén mar szigordan tobb politép kaphaté meg igy, mint pusztan varrdssal. Ezen eljara-
sok egyiittesen sem hoztak tdl sok javulast az eldéllithatd szomszédséagi politépok szamat
illetleg.

Azt vizsgaltuk (igaz, nem til nagy mintdn), hogy hogyan nyerhetéek kisebb szom-
sz€dsagi politopbdl azok a szomszédsagiak, amelyek nem varrottak. Mivel a 8 csucsuak
kozott még mind teljesen varrott, azaz elérhetéek C'(7,4)-bdl varrdssal. A 9 cstcsu 4-
dimenzids szomszédsigiakbdl mar van viszont olyan, amely nem varrott, egész pontosan
ot. Vizsgédlatunk médja az volt, hogy mivel tudjuk, hogy szomszédséagi politop részpoli-
topja is szomszEédsagi, ezért ha elhagyjuk egy csucsét ezeknek a nem varrott politépoknak,
akkor melyik eggyel kisebb cstcsszamu politéppal kapunk kombinatorikusan ekvivalen-
set. Bzt a vizsgdlatot Wolfram Mathematica® program segitségével végeztiik. A prog-
ramkdd kérésre elérhetd. A vizsgalat abbdl allt, hogy az 5 targyalt 9 cstcsd nem varrott
szomsz€dsagi politdp csucsait egyesével elhagyva megnéztiik, hogy az igy megmaradé
hiperlapokat melyik 8 csicsi szomszédsdgi politdp hiperlapjaiba lehet atcimkézéssel 4t-
vinni. Az 5 hidnyz6 hiperlap miatt lehetséges volt elméletileg, hogy akéar tobb 8 csicsu is
lehetett az 6se, am a vizsgalat sordn szerencsére kideriilt, hogy nem ez a helyzet: minden
politépnak egyértelmi Sse van. (Megjegyezziik, hogy nem kellett volna mind a 9 cstcs-
ra megnézni a politopok kombinatorikus szimmetridi miatt, viszont a kéd szempontjabol
egyszerlibb volt az Osszesre, a futdsi idében pedig elhanyagolhat6 a kiilonbség.) Miutian
megtudtuk az 6soket, megnéztiik, hogy melyik az az 6t hiperlap, ami az elhagyott csucs-
bol latszik, és ezek elhelyezkedését, illetve egymashoz viszonyitott helyzetét vizsgaltuk.

Ezt az 6t politépot a 4.2 dbra mutatja be.
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4
o

3.1. abra. A lathat6sag egy koc-
kan dbrazolva. A piros pontbodl
egy, a zoldbdl kettd, a kékbdl 3

lapja latszik a kockdnak.

3.2. dbra. Egy ikozaéder, illetve egy kiilsé pontbdl 14t-
hat6 lapjai (kék), valamint a latott lapok szomszédsagi

grafja
3.2. Lathatosag

Ebben a szakaszban bevezetiink néhany definiciét, melyek a vizsgalataink targyaldasdhoz

sziikségesek.

3.2.1. Definicio (Lathatésag). P legyen d-dimenzids politdp, x pedig egy rajta kiviil es6é
pont, amely nem esik P egyetlen hiperlapjanak sem a hipersikjaba (erre a tovdbbiakban
ugy hivatkozunk, hogy legyen a pont altalanos helyzetben). Azt mondjuk, hogy az x pont-
bol ldtszik P egy F hiperlapja, ha [P, z]-nek F' nem lapja. Jelolje C(P, z) A P politépbdl

az x kiils6 pontbdl latott lapok halmazat.

A fogalom, illetve ennek alkalmazdsa megtaldlhat6 példaul Griinbaum [4] konyvében,
illetve Altshuler és Shemer k6zos [1] cikkében. Eszerint egy politép hiperlapjait 3 osz-
talyba soroljuk F 4, Fp, illetve F aszerint, hogy az x pont a hiperlapokhoz képest hol he-
lyezkedik el. Az F4 osztdlyba keriilnek azok a hiperlapok, amelyeknek hipersikjaba pont
beleesik z, ezekkel mi mar targyalt okokbdl nem foglalkozunk. A F5 osztalyban vannak
azok a hiperlapok, melyek folott helyezkedik el az x pont, F-ben pedig azok, amelyek
alatt van. Tehat C(P,z) = Fp. Ha a hiperlapok ilyen particiéja ismert, Griinbaum leir-
ta a keletkezd politdp lapjait, melyet Altshuler és Shemer korrigaltak [1] cikkiikben. Az

utébbiban szereplé mdédon kozoljiik a tételt.

3.2.2. Tétel (Griinbaum [4]). Legyen P C K< politép, v € ¢\ P rajta kiviil esé pont,
és legyen F o, Fp, Fo P hiperlapjainak olyan particidja, hogy x beleesik az F 4-ban lévé
hiperlapok hipersikjdba, Fp hiperlapoknak a hipersikjai elvdlasztjak P-t és x-et, a F¢
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beli hiperlapok pedig nem. Ekkor P™ = [P, x| minden F lapja pontosan a kivetkezdk

valamelyike:
1. FeFo
2. F =[G, z], ahol G F4 egy részhalmazdban 1évd elemek metszete
3. F =[G, x|, ahol G mind egy Fp-beli, mind pedig egy Fc-beli elemnek lapja.

Altshuler és Shemer [1] cikkiikben vizsgaltak, hogy milyen F 4, F g, F¢ esetén 1étezik
olyan z pont, mely teljesiti a fent elvartakat, azaz F4 hiperlapjainak a sikjaba esik, Fp

lapjai elvalasztjak P-t és x-et, F hiperlapjai pedig nem.

3.2.3. Definicié (Lathatésagi graf). Legyen P d-dimenzids politép, x rajta kiviil esd, élta-
lanos helyzetben 1évS pont, C( P, x) pedig az x-bdl latott hiperlapok halmaza. Definidljuk
aG = G(P,x) grafot akovetkezképpen: V = V(G) = {F : F € F(P)NC(P,x)}, E =
E(G) ={(a,b) : a,b € V(G),dim(anNb) =d -2}, G=(V,E). AG(P,x) grifota P

politép x pontbeli ldthatosdgi grdfjénak nevezziik.

A lathat6sagi grafot szemléletesen ugy képzelhetjiik el, hogy a kiilsé pontbdl latott
hiperlapok szomszédsagi grifja, azaz a hiperlapoknak feleltetjiik meg a graf pontjait, az
élek pedig a szomszédos hiperlapok kozott futnak. Két hiperlapot akkor neveziink szom-

szédosnak, ha metszetiik (d — 2)-dimenziés lap.

3.3. Nem varrott 9 csicsa szomszédsagi politopok

Jelen fejezettdl mind az {rast mind pedig az olvasdst megkonnyitendd, bevezetjiik a ko-
vetkez$ egyszer(bb jelolést a P = [xq,. .., z,] politép lapjaira: (ijkl) := [x;, z;, Tk, T4].
Tovabba a [2] cikkbdl atvett politépoknak is rovidebb jelolést adunk, hogy kényelme-
sebb legyen réluk beszélni. Legyen P := NP i = 1,2, 3, valamint legyen Q' = N7,
Q* = Ni., Q3 = Njy, Q' = N3, és Q° = Nj,. Ezek hiperlapjaira is beveztiink egy
globilis jelolést. Jelolje F; P* lapjait i = 1,2, 3, illetve j = 1,.. ., 20, tovabbd jeldlje G
Q' lapjaiti = 1,...,5,illetve j = 1,...,27.

Az 6t vizsgélt politopot hiperlapjaik listdjaval ismertetjiik, ahogyan a [2] cikkben is
szerepelnek, illetve a jel6lést is dtvettiik innen, valamint felsoroljuk még a politépok uni-
verzalis éleit is. Az adatokat a 4.2 tdblazat tartalmazza. Az univerzdlis élek alapjan rogton
latszik, hogy nem lehetnek varrottak, hiszen ezek gréafja nem tartalmaz cseresznyét (2

hosszu utat), ami a varras soran automatikusan keletkezik.
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Eszrevehetjiik, hogy adott csticsszam, illetve dimenzié esetén a szomszédséagi polit6-

pok hiperlapjainak szdma kombinatorikus tipustdl fiiggetleniil egyforma. Ez nem véletlen:

3.3.1. Allitas (Szomszédsagi politépok hiperlapjainak szdma [4]). Ha P 2m-dimenzids v

csticsu szomszédsdgi politdp, akkor

ren= (7))

Megjegyezziik, hogy a szomszédsagi politopok barmely dimenziés lapjainak szama is
ismert, €s csak a d dimenzid, illetve a csticsok n szdmdnak fiiggvénye. A szomszédsagi

mivoltbdl automatikusan kovetkezik ng -nél kisebb k-ra:

n d
F.| = < |=1.
| (k—i—l)’ ha k < {2J

Ez alapjan pedig a Dehn-Sommerville egyenletekbdl (lasd pl. [4, 9]-ben) mér kovet-
kezik tetszbleges k-ra a k-dimenzids lapok szdma [9] alapjan, ezt az Olvasé megtaldlja
példaul a [4] kdnyvben.

McMullen 1970-ben belétta, hogy a szomszédsagi politépok lapjainak szdma maxi-
malis. Az eredményrdl bévebben pl. [4]-ben taldlhat az Olvasé leirast.

Nézziik meg most részletesen egy példdn, hogy mi tortént a vizsgélat soran. Legyen
példaul P = (Q°, és hagyjuk el P 1-es csucsdt, jelolje az igy kapott politépot P~. A 4.2
tdblazat alapjan ismeriink P~ 20 lapjabdl 15-6t (azt az 6t6t, amelyik latszik az 1-es cstcs-

bodl, azokat nem ismerjiik — érdekes maga tény, hogy ez minden esetben 5):

(3467), (3456), (4567), (5678), (2678), (2378), (3478),
(3569), (3459), (2459), (2349), (3679), (2379), (2679), (2689).

P~ azonban sziikségképp szomszédsagi, és mivel 8 csticstibdl ilyen csak 3 van (C'(8,4) =
P, P?, P3,14sd 4.1 t4blazat), ezért valamelyikkel kombinatorikusan ekvivalens kell hogy
legyen a részpolitdp. Nincs mas dolgunk, mint taldlni a 8 cstics egy olyan atcimkézését,
hogy ez a 15 lap a 3 ismert politép valamelyikének 15 lapja legyen. Két permutécié is
megfelel: (19)(2876543), illetve (194823765). Ezek mindegyike P~ 15 ismert hiperlap-
jat P? valamely 15 hiperlapjdba viszik at (Ezt dgy kell értelmezni, hogy P = @Q° csdcsain
végrehajtjuk ezt a permutécidt, €s amelyik csics igy 9-es lett, azt eldobjuk; ekkor ponto-
san P2-nak valamely 15 hiperlapjat kapjuk). Ezek utdn meg tudjuk mondani azt is, hogy
P~ melyik 5 lapja latszik a P-ben 1-essel cimkézett csticsbdl. Ezek pedig a kovetkezdk:
F} = (1457), F7) = (1478), FL = (2378), FZ = (3467), F3, = (3478) (lasd 4.1 és
4.2 tablazatok). Az 1-es csuicsbol a lathat6sagi grafot a 3.3 dbra mutatja, azt pedig, hogy
az 5 politép megfeleld indexl csucsait elhagyva melyik kisebb csicsiszamu politoppal

kapunk kombinatorikusan ekvivalenset, azt a 3.4 dbran l4thato.
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3.3. dbra. P? lathat6 lapjai olyan kiils6 x L -
pontbdl, mellyel egyiitt Q° a konvex burka  3.4. dbra. Q" j indexi csticsdt elhagyva a
(a "T"-graf) kapott politép P4,

3.4. A részpolitopok feltérképezése

A vizsgélatok bemutatdsa el6tt megfogalmazunk egy sejtést amely a szomszédsagi poli-
tépok egy kiilsd pontbdl vett 1athatésagi grafja és az ezzel a ponttal egyiitt alkotott politop

szomsz€dsagi mivolta kozott 4 dimenzidban.

3.4.1. Sejtés. Legyen P egy 4-dimenzids n csiicsu szomszédsdgi politop, legyen x rajta
kiviil esd dltaldnos helyzetben 1évd pont, és legyen G(P, x) a P politdp x-beli ldthatésdgi
grdfja. A G(P, x) grdf pontosan akkor n — 3 csicsu fa, ha | P, x| szomszédsdgi politdp.

Nyilvanval6an akdrmilyen fa nem fordulhat el6 l14that6sagi grafként (példaul minden
csucs foka legfeljebb 4 lehet), de ugy tlinik, hogy ha a n — 3 hiperlap latszik, és ezek
szomszédsagi grafjaban nincs ciklus, akkor a keletkez politép szomszédsagi lesz.

Felmeriil a kérdés, hogy ezek az esetek, amiket vizsgdlunk, vajon nem-e specidlis
esetei a Lee-féle altalanositott varrasnak (lasd 2.3, illetve b&vebben az [5] cikkben), azaz
esetleg talalhat6-e olyan z4sz16 a 8 cstcsu 4-dimenzids szomszédsdgi politépokban, amire
varrva a nem varrott (Shemer-értelemben) 9 csicsiak koziil kapjuk valamelyiket?

A valasz az, hogy olyan eset biztosan van, ami nem tartozhat (iires halmazt nem tar-
talmazd) zdszl6hoz, ugyanis z4aszl6n varrds sordn is kell lennie az eltlind lapoknak leg-
aldbb egy k6z0s csicsdnak (a legkisebb lap a zaszloban kozos lapja kell, hogy legyen az
Osszes eltind hiperlapnak), olyan példa pedig van, amelyben ez nem teljesiil (a lathaté
5 tetraéderlap grafja egy csillag, azaz egy adott hiperlap, illetve annak négy szomszédja
tlinik el). Megjegyezziik, hogy az ellenpélda 1éte 6nmagaban értelmet ad a vizsgalatok-
nak, ezért diplomamunkdm szempontjabdl irrelevans, hogy van-e olyan eset, ami zaszl6n
torténd varrassal eldall, azonban egyeldre ismeretlen.

Viszont a Lee-féle dltalanositott varrds is hoz érdekes példakat. Legyen példaul P 2m-
dimenzids szomszédsagi politdp, 7 (¢ (P)) = {F;}!, egy univerzélis tornya és cseréljiik
ki F,,-et valamely F), lapra gy, hogy F,,_1 C F C F,, (ekkor nyilvdn F' (2m — 2)-

dimenzi6s). Ekkor tulajdonképpen "majdnem" Shemer-médon varrunk, csak két varrd
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hiperlapunk van. Konnyen lathat6, hogy az eljards majdnem szomszédsdgi politépot ad,
azaz egy ilyen lépés utdn kapott politopnak egyetlen olyan csucspérja lesz, amely nem
alkot €lt. Ez nyilvdn nem szomszédsagi, viszont még mindig viszonylag sok lapja lesz.
Az eljarés végesen folytathat6, amig marad univerzalis él a politopban (egy 1épés soran a
varrdélen kiviil legfeljebb még 2 univerzdlis €l tud eltlinni), tehat igy is nyerhetjiik nagy
lapszdmmal rendelkezd politépok véges osztilyait.

Megjegyezziik tovabba azt is, hogy a torony barmely eleménél megtehetd, hogy
eggyel kisebb dimenzids lapra cseréljiik, csak alacsonyabb dimenzids lapok esetén tobbet
fog vesziteni a politép szomszédsdgi mivoltabdl, azaz tobb olyan csicspdr is lesz, ami
nem alkot élt.

Shemer a [7] cikkében azt 4llitja, hogy ha olyan torony mentén varrunk, amelynek
része egy univerzdlis torony, akkor is szomszédsagi politépot kapunk

A Shemer-féle varras (1d. 2.3) egy specidlis eset, ugyanis a varrds sordn az tj pontb6l
a lathatésagi graf egy specidlis fa, egész pontosan egy (n — 3 hosszisagu) ut. Azonban
nem csak a varras produkal utat. Példaul Q' 8-as csucsat elhagyva az elhagyott csticsbol

a megmaradt politép (P?) 5 l4thaté lapjanak szomszédsagi grafja szintén egy (t.

sz

3.4.2. Megjegyzés. Legyen P konvex politdp, X egy altalanos helyzetben 1évs kiilsé pont,
G(P, x) pedig P x-beli lathatsagi grafja. Ekkor a G(P, z) graf osszefiiggs.

3.4.3. Lemma. Legyen P egy 4-dimenzios n csicsi szomszédsdgi politop, x rajta ki-
viil esd dltaldnos helyzetben 1évé pont, és legyen G(P, x) a P politép x-beli ldthatdsdgi
grdfja. Ha P™ = [P, x] szomszédsdgi, akkor V(G(P,xz)) > n — 3, tovdbbd ha G(P, )

tartalmaz kort, akkor az egyenldtlenség szigorii.

Bizonyitds. Ha G(P, z)-nek egyetlen pontja van, az annyit jelent hogy pontosan egy lap
latszik x-bdl, azaz pontosan négy cstics (emlékeztet6iil: tudjuk, hogy a P politép szimp-
licidlis).

Innentd] minden tovédbbi €l a 3.4.2 lemma miatt €llel csatlakozik a graf tobbi ré-
széhez, tehat valamely mdsik kordbbi lappal 3 kdz0s csicsa van, azaz egyetlen tovdbbi
csuccsal jarul(hat) hozza az z-bdl latott csiicsok szdmahoz. Ha ezzel az éllel nem kelet-
kezett G(P,x)-ben kor, akkor hozz4 is jarul (ekkor ez a cstcs "még nem ldtszott"), ha
viszont kor keletkezik, akkor nem jéarult hozza uj latott csuccsal, hiszen két kordbbi lappal
is szomszédos volt (nyilvan kiilonb6z6 2-dimenzids lap mentén, azaz mind a négy csuicsa
latszott mar valamely kordbbi hiperlapok miatt), tehdt dj csucs ettdl a hiperlaptél nem
latszik.

Ezek utdn mar csak 0ssze kell szamolnunk a latott csticsokat. Az elsd hiperlap 4-gyel
jéarul hozz4 a latott csticsok szdmdhoz, minden tovabbi pedig 1-gyel, ha ettdl a csuicstol

nem keletkezett kor, ha pedig igen, akkor nem jarul hozza, azaz ha n — 3 lapnél kevesebb
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latszik z-bdl, akkor az j cstics nem lat minden kordbbi csicsot, tehdt [P, x| nem lehet
szomsz€dsagi, ha pedig n — 3 lap latszik, de ezek szomszédsagi grafjdban van kor, akkor
is legfeljebb 3 +n — 3 — 1 = n — 1 cstcs latszik z-b6l, azaz [P, x] szintén nem lehet

szomszédsagi. Ezzel a lemmat belattuk. 0

Tekintsiik 4t a kapott eredményeket. A 45 esetbdl kombinatorikus szempontbo6l 13 1é-
nyegesen kiilonboz6 fordult el6 az alapjan, hogy milyen politépbdl milyet kaptunk, illetve
milyen volt a lathat6sagi graf (tehét ha adott politépbdl két kiilonb6z6 pontot elhagyva a
lathatsagi graf izomorf volt, a megmaradé szomszédsagi politop pedig kombinatoriku-
san ekvivalens, akkor nem tekintettiik kiilonbozdnek a két esetet). Megjegyezziik, hogy
el6fordulhat, hogy ezek kozott is vannak, amelyek egyméssal nem kombinatorikusan ek-
vivalensek, hiszen attdl, hogy a lathat6sdgi graf mondjuk egy fa, attél még a hiperlapok
tobbféleképp is csatlakozhatnak egymdshoz. A kovetkez6kben leirtakat osszevetheti az
Olvasé 3.4, 4.1, 4.2 abrakkal és a 4.1, 4.2 tablazatokkal.

A program tobb permutaciot is adott (természetesen) minden esetben, amelyek a po-
litdpokat egymadsba viszik, a kovetkez6kben mi ezek koziil egyet védlasztunk a demonst-

ralashoz.

Esetek ()'-bél

A kovetkez8kben a Q'-bdl adédé esetekbdl tekintiink at par kiillonbozot.

Az 1-es, 2-es, 5-0s és 6-0s csucsok

Az 1-es, 2-es, 5-0s, illetve 6-0s cstcs elhagydsaval az elhagyott pontbdl a politép lathato-
sagi grafja egy a 3.3 dbran lathatoval izomorf graf (tovabbiakban "T"-gréf), a megmarad6
politép pedig mind a négy esetben P? volt.

Az 1-es csticsot nézziik meg részletesebben. Ekkor (Q*-bél elhagyjukaz dsszes olyan

lapot, amely tartalmazza az 1-es csucsot. Az eltind hiperlapok a kdvetkezdk:
SR R B B B B B B B B R |
G17 G77 G87 Gl(]ﬂ GlQ? G147 C1167 G187 G197 C1217 G257 G26'

A megmarad6 lapok alapjdn a program P2-vel talélta ekvivalensnek, az egyik permu-
tacié ami az ekvivalencidt biztositja: (19)(28)(37)(46). Latjuk, hogy ez az egyes csuicsot
viszi a 9-esbe, tehdt az 1-est kell eldobnunk, a tobbit pedig a permuticid szerint atcim-
kézni. Ezek utdn megkeressiik azt az 6t lapot, amely nincs meg a csonkolt Q'-ben, de
P?-ben igen, ugyanis ezek azok a lapok, amelyek a "visszaragasztaskor" latszanak. Ezek

a kovetkezok:
F? = (1234), Fi = (1238), Fy = (1256), F, = (1268), F75 = (2678).
A lathat6 lapok gréfjat az Olvasé is ellendrizheti, hogy egy "T"-graf.
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A 3-as, 4-es, 7-es és 8-as csucsok

A 3-as, 4-es, 7-es valamint a 8-as csucs elhagyésa esetén szintén P? a megmaradé politop,
azonban ekkor a lathat6sdgi graf az elhagyott pontokbdl mind a négy esetben egy 4 €l
hosszu 1t volt (akdrcsak a varrdsndl, viszont ezek mégsem varrdsok — nincs kozos €1, a
varrasndl pedig az univerzalis varréél kozos).
A 3-as cstics fog a példa alapjaul szolgdlni. Q' 3-ast tartalmaz6 (elhagyando) lapjai a
kovetkezok:
G, Gy, Gy, Gy, G, G, G, Gy, Gy, Gy, G, Gy

Ekkor is P2-vel ekvivalens a politdp, egy lehetséges permutécié az (139482765). Az
ot kimaradt lap pedig a kovetkezd:

F} = (1457), F, = (1578), F}, = (2378), s = (2678), F}; = (5678).

Ez az 6t lap pedig egy 5 hosszu utat hatdroz meg, mint szomszédsdgi graf.

A 9-es csucs

Egy érdekes eset volt a 9-es csucs elhagyasa, egyrészt azért is, mert minddssze 3 esetben
volt a lathatsagi graf egy csillag (ez az egyik), masrészt pedig azért, mert ez egy olyan
példa, ami biztosan nem keletkezhetett dltalanositott (z4szl6n torténd) varrdssal, hiszen a
latott 5 lap csticshalmazdnak metszete iires, azaz nem taldlhatd alap a zdszlénak (kozos
legkisebb lap). A megmaradd politép szempontjabdl szintén érdekes ez az eset, hiszen
ez az egyetlen eset, amikor az &s a ciklikus politép: P'. Erdekes, azonban nem meglepd,
hogy mindossze egy esetben adddott ilyen, hiszen a ciklikus politép rengeteg szimmetri-
dja miatt varhatéan kevesebb esetet produkal.

A 9-es cstics elhagyésdval eltding hiperlapjai Q'-nek:
1o o A AL A
Gig: Gz Gig: Gg Gagy Gars Gag, Gag, Gag, Gas, Gag, Gar

A megmarad6 politép kdzvetleniil a ciklikus politép (P'), az identikus permutécidval

elérhet6 tehat.

Esetek ()%-bél

A [2] cikkben 17-es sorszamu Q2 politép szintén 3 kiilonbozd esetet adott, s ezek struk-
tiraja is hasonl6 a Q'-nél targyaltakhoz.

Az 1-es, 2-es, 5-0s és 6-0s csucsok

Az 1-es, 2-es, 5-0s, illetve 6-0s csics elhagydsa mind P?-re vezetett vissza, a lathatésagi

graf pedig tt volt.
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Példaként az 1-es csdcsot hagyjuk el, s nézziik meg 1€pésrdl 1épésre, hogy milyen
politép marad, s milyen lesz a lathatésagi graf.
Hagyjuk tehdt el Q% 1-es csticst, és vele egyiitt az dsszes r4 illeszkedd hiperlapot is.

Ezek a hiperlapok a kovetkezok:
G%’ G%? G%, Gi’ G%Oﬂ G%l? G%?ﬁ G%m G%& G%Q? Ggo: Ggl

Az igy megmaradt 15 hiperlapra alkalmazva példéaul az (1946)(23)(78) permutaciot,
ldtszani fog az ekvivalencia P2-vel, s igy mar konnyen kiderithet$ az 5 keresett hiperlap

is, illetve ezek szomszadsagi grafja is.
F? = (1245), F2 = (2345), F7 = (2356), F2 = (2367), F'%, = (2678).

Ezek szomszédsdgi grafja pedig egy 5 csucsu ut.

A 3-as, 4-es, 7-es és 8-as csucsok

A 3-as, 4-es, 7-es valamint a 8-as cstcs elhagyasdnak esetei csupdn a lathat6sagi grafban
kiilonboznek az eldzd esettdl, ugyanis a megmaradod politdp szintén kombinatorikusan
ekvivalens P2-vel, a lathatésdgi graf viszont ezekben az esetekben a fentebb targyalt "T"-
graf volt.

Példankat a 3-as cstcs elhagydsédra nézziik meg.

Elhagyott hiperlapjainkat ismét a 4.2 tdbldzat alapjan konnyen meghatarozhatjuk:
G%, va G%, G?? Gg, G%Z&v G%m G%l? Ggi&ﬂ G§47 Ggﬁ’ G§7.

Ezek elhagydsa utdn a megmaradé 15 lap dtcimkézhetd P2 15 lapjava példdul az
(1639)(48)(57) permutacidval, s ezaltal kiderithetd az az 5 lap, amit igy nem kaptunk

meg:
F? = (1234), F% = (1238), Fy = (1256), F, = (1268), F% = (2378).

Ezen 6t lap szomszédsagi struktirdja alapjan pedig egy "T"-gréfot hatdroz meg.

A 9-es csucs

A 9-es csics itt is rendhagydan viselkedett, ez az eset P3-ra vezetett vissza, és a 3 ritka
eset egyike volt, ugyanis a lathatosagi graf ez esetben is csillag volt, azaz a lathato hiper-
lapok egy kitiintetett hiperlap, és annak négy szomszédja voltak (természetesen négy agu
csillag a graf, akdrcsak Q' esetén, 5 csicson mdsmilyen csillag nem is lehet).

Ezt az esetet is megnézziik 1épésrdl 1épésre. Induljunk ki ismét Q2-bél, s hagyjuk el a

9-es cstcsat a rd illeszkedd Osszes lappal egyiitt. Ekkor az elhagyott lapjaink:
Gi(%v G%% G%Sv G%Q? G%O? G%la G%27 G%?,a Gé47 G%57 G%G? Gé7
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A 12 lap elhagyasdval Q* megmarad6 15 lapja példaul az (1265)(37)(48) permutéci-
6val P3 15 lapjat kapjuk. Ekkor a P?-bdl kimarad6 lapok, amik pontosan az elhagyott

csucsbol lathaté hiperlapok a kovetkezdk:
F2 = (1348), F7 = (2378), Fg = (3467), F, = (3478), Fiay = (4578).

Ezek a hiperlapok pedig P3-ban egy FZ kozéppontd 4 dgi csillagot hatdroznak meg

szomszédsagi grafként, az elhagyott csticsbdl tehat ez a lathatésagi graf.

Esetek (3-bél
Az elso 8 csucs

Ez az Osszességében két esetet produkald politop volt taldn a legérdektelenebb olyan
szempontbdl, hogy 8 esetben is ugyanaz volt mind a megmaradé politép kombinatori-
kus tipusa, mind pedig a megmaradt politépnak az ebbdl a pontbdl latott hiperlapjainak
struktardja (lathatosdgi grafja). Az 1-8 csucsok barmelyikét elhagyva ugyanis a lathato-
sagi graf egy ut volt, amegmaradt politép pedig P2

Nézziik meg az 1-es csucsra pélaul a megmaradé politépot, s abban az elhagyott pont-
bol vett lathatosagi grafot.

Az 1-es csucsot elhagyva az elting hiperlapok a kovetkezok:
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Gl? G77 GQ? Glla G13v G14> C116’ G18v G197 G217 G257 G26'

A megmaradt lapok 4tvihetSk a csicsok megfelels permutdciéjaval P2 politép hiper-
lapjaiba. Ehhez egy j6 permutécié példaul az (194253678). Ezutan be tudjuk azonositani

a kimaradt lapokat, pontosan ezek latszanak az elhagyott csucsbol:
F? = (1234), F7 = (1348), F} = (1457), Fiy = (1478), F) = (4567).

Ezek gréfja pedig konnyen ellendrizhetden egy ut.

A 9-es csucs

A 9-es csucs ebben az esetben is kitiintetett szerepet toltott be, ennek elhagyésa esetén
ugyanis mds politépot kaptunk (P3-at), illetve a lathat6sagi graf ismét egy csillag lett (ez
a 3. és egyben utolsé eset).

A 9-es cstics elhagyaséval Q3 elt{ing hiperlapjai:
TR B B R B B B BN RN B
Gig, Gir, Gig: Gig: Gag, Gars Gag, Gag, Goy, Gosy Gag, G-

Az identikus permuticié ismét megfeleld, hiszen az igy megmaradé hiperlapok mind-

egyike hiperlapja P3-nak. A kimaraddak pedig, amelyeket nem kaptuk meg igy:

F3 = (1245), F = (1256), F}}, = (1268), F} = (1567), F;; = (2356).
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Ezek szomszédsagi grafja pedig vildgos, hogy egy F kdzéppontd 4 4gt csillag.

Q4
Az els6 3 eset furcsa anomadlidja utdn (1-8 csucsok ugyanazt a politdpot adtdk Osnek,
a 9-es pedig egy kiilonb6z6t) megszakadt ez a tendencia, ugyanis a 2 kiillonbozd esetet

szolgéltaté N,0° esetén nem volt a 9-es cstics semmilyen szempontbdl sem kitiintetett (és

semelyik masik csucs sem).

A 2-es, 5-0s és 7-es csucsok

A 2-es, 5-6s illetve a 7-es csticsokat elhagyva vezetett vissza a politép P3-ra, s mindhdrom
esetben egy ut volt a lathatésagi graf.
A 2-es csucs elhagydsa esetén keletkezd példat részletezziik ki ebbdl a blokkbdl.

A 2-es cstcs eltlinéséhez elhagyandé hiperlapok a kovetkezdk:
G%? Gé? Giv G%Oﬂ Gilla Gzll27 Géllﬁa Géoa G§27 GgS? GéS? Gg?

A politép megmaradt hiperlapjai dtcimkézhetdk az (14)(297)(38) permutécidval pél-

ddul P? politép hiperlapjaiv4, s ez esetben a meg nemkapott hiperlapok:
F? = (1458), F2 = (2367), F, = (2378), F}. = (3478), Fiy, = (4578).

Ez az 6t hiperlap pedig szomszédsédgot tekintve egy utat hatiroz meg.

Az 1-es, 3-as, 4-es, 6-0s, 8-as és 9-es csucsok

A fennmaradé 6 cstics (1, 3, 4, 6, 8, 9-es csticsok) mindegyikében P? lett a megmaradé
politdp, a lathat6sagi graf pedig a mar sokat emlegetett "T"-graf.

A figyelmes Olvasé észrevehette, hogy a 9-es cstics elhagydsa esetén konny( kovetni
az eltlind hiperlapokat, hiszen a [2] cikkben, s igy e dolgozatban is Ggy vannak a politd-
pok hiperlapjai felsorolva, hogy a 9-es cstics pontosan az utolsé 12 lapban szerepel. Mi
azonban tartjuk magunkat ahhoz a trendhez, hogy a legkisebb sorszdmi csticsot hagyjuk
el.

Hagyjuk tehét el az 1-es csticsot! Ekkor az elt(ind hiperlapok:
Géllv Gé, Gé, GZ%, Gé, G;llv G11137 Géll47 Ggi&ﬂ G§47 G§5’ Ggﬁ

A cstcsokon hat6 (194863)(257) permuticidval (tobbek kozott) elérhets, hogy meg-
maradé politépunk 15 hiperlapjat megfeleltessiik P2 15 hiperlapjdval. Az elhagyott 1-es

csucsbol a lathatosagi graf csicsainak megfeleld hiperlapokat, s ezek szomszédsdganak
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leolvashatésdga 4ltal az éleket is szolgdltatja az az 5 hiperlapja P3-nak, melyet igy nem

kaptunk meg:
F3 = (1256), F7, = (1268), F = (2356), F? = (2367), F;; = (3456).

Javasoljuk az Olvasénak, hogy maga prébalja meg felrajzolni az 6t hiperlap alapjén
a lathatésagi gréfot, s csak utdna olvasson tovabb! Ellenérzésképp ismét egy "T"-grafot
kellett, hogy kapjon (melynek 3-as fokd csticsa az F?, mdsodfokd csdcsa pedig az F3

hiperlapnak megfeleld csucs).

Esetek ()°-bél

Tovabbi 3 esetet szolgaltatott az utolso politdp. Itt ismét volt egy kitiintetett szerept csucs,

am az nem a 9-es, hanem az 5-0s volt.

Az 5-0s csucs

Ez esetben a megmaradé politép P? lett, a ldthatésagi graf pedig a "T"-graf.
Az 5-0s csucs elhagydsa utdn megsziinnek a ra illeszkedd hiperlapok, azaz a kovetke-
z0k:
G, G5, Gho, GT1, Gy, Gls, Gy, Gy, G5y, Gy, Giog, Gy

A csucsokon hat6 (13597)(268) permuticié szolgdltat egy ekvivalenciat a megmarado
15 hiperlap és P2 15 hiperlapja kozott. Azon 6t hiperlap, mely nem taldl part Q° megma-

rado6 hiperlapjaibdl a kovetkezo:
FP = (1238), Fs = (1348), F = (3467), F, = (3478), Fiy = (4578).
A szomsz€édsagi grafja ennek az 6t csucsnak (ami egyben az elhagyott csticsbol a
lathatéséagi gréf) pedig egy "T"-graf.
A 2-es, 3-as és 7-es csticsok

Ezen csticsok esetén a megmaradé politép P?, a lathat6sagi graf pedig egy tit.

A 2-es cstiicson mutatjuk be a példat, igy az erre illeszkedd hiperlapok fognak eltlinni:
G?? Gg? G?O? G?lv G?l)27 G?87 G?Qﬂ Ggl? GgQ’ Gg47 Gg(i? Gg?

Permuticiét nem nehéz taldlnunk, ugyanis a 2-es csicsot egyszerlien eldobva, s a 9-est
2-essel cimkézve mar meg is kapjuk a keresett politépot, ami a P?. (A permutacié tehdt a
(29) csere.)

F} = (1234), Flyyq = (1245), F? = (2378), F* = (2678).

A lathatdsagi graf pedig egy ut.
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Az 1-es, 4-es, 6-0s, 8-as és 9-es csucsok

Az 8spolitép itt is P?, viszont a ldthatésagi graf ezen esetekben a "T"-graf.
Demonstralni ezt az esetet az 1-es csicson fogjuk.

Az eltling hiperlapok:
5 %5 (5 5 5 5 5 5 5 45 5 4
GlJ Gza G37 G?a G87 G11= G137 G147 G237 G247 G257 G26'

A megmaradé hiperlapokat a csticsok (194823765) permutécidja P? 15 hiperlapjdba
viszi. A kimaradé lapok, melyek a lathatosagi grafot fogjdk alkotni:

F} = (1457), F7 = (1478), FE, = (2378), F2 = (3467), Fiay = (3478).

Ellendrizhetd, hogy valéban a "T"-grafot szolgéltatja ezen 6t csics szomszédsagi graf-

ja.
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4. fejezet

Tovabbi célok

Szakdolgozatom irdsa sordn az alapprobléma tobb lehetséges utirdnyt is kijelolt tovdbbi
kutatdsokhoz. Az egyik viszonylag nagyobb teriilet lehet ténylegesen karakterizdlni azon
lathat6sagi grafokat melyek szomszédséagi politopot generdlnak (ez potencidlisan a 3.4.1
sejtés bizonyitasaval, esetleg cafolatdval jar), s ezdltal szomszédsagi politépok végtelen
osztalyainak generdldsdra nyilhatna lehet6ség. Ehhez nyilvdanvaléan az kell, hogy ezeket
a lathatésagi grafokat megvalosito pont valéban 1étezzen minden (vagy legaldbb jelentds
szamu) esetben. Ennek vizsgdlata a problémat elviheti az analitikus geometria irdnyaba.

Téavlati cél egy olyan eljarast taldlni, melynek segitségével a meglévd szomszédsa-
gi politépokbdl tovébbi, eddig meg nem kapott szomszédsdgi politopok olyan végtelen
osztalyait generdljdk, melyek az Osszes kombinatorikus tipus egy nemeltiind hanyadét
alkotjak.
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4.1. tablazat. 8 csucsu szomszédsagi politopok hiperlapjai €s univerzalis élei [2] I tdblazat



P Hiperlapok
Gl =(1234) Gi=(2345) G} =(2367) = (3467) G} = (3456)
Gy = (4567) G =(1238) G§ = (1278) = (2378) Gi, = (1348)
Q' || Gl = (3478) G1, = (1458) Gi; = (4578) Gh = (1678) G1}; = (5678)
Gls = (1689) Gi, = (5689) Gl = (1589) Gi, = (1679) G, = (2679)
Gl = (1279) Gi, =(3569) Gl =(2369) G, =(2359) Gl = (1459)
G%G = (1249) G§7 = (2459)
= (1234) = (1256) = (1245) = (1567) G2 = (2345)
= (2356) = (2367) = (3456) = (4567) G%, = (1268)
Q? G%l = (1678) G%Q = (2678) Gfg = (1238) G%4 = (1458) G3%, = (1578)
G = (4589) G2, = (5789) G2y = (4579) G35 = (1489) G2, = (1389)
G3, = (1349) G3,=(2789) G35 =(2389) G2, =(2379) G3; = (4679)
Ggﬁ = (3469) G§7 = (3679)
= (1234) = (2345) = (2367) = (3467) G? = (3456)
= (4567) = (1678) = (2678) = (1238) G3, = (2378)
Q3 G:fl = (1348) G?Q = (3478) G:fg = (1458) G:{’4 = (1578) G3, = (4578)
G3s = (1679) G3. = (5679) G323 = (1579) G35 = (1689) G3, = (2689)
G3, = (1289) G35, = (3569) Gi;=1(2369) G3,=(2359) G35 = (1459)
Ggﬁ = (1249) G§7 = (2459)
= (1234) = (1245) = (1457) = (2345) G2 = (3467)
= (4567) = (1568) = (1578) = (5678) GY, = (2678)
Q* G‘fl = (1238) G‘fz = (2378) G‘g = (1348) G‘lﬂl = (1478) Gis; = (3478)
Gle = (2359) G, = (3459) Gig = (4569) G1, = (3469) G3, = (2379)
G5, = (3679) Ghy = (2679) G35 = (1259) G3, = (1569) G35 = (1289)
G§6 = (1689) G‘217 = (2689)
= (1234) = (1245) = (1457) = (3467) G = (3456)
= (4567) = (1568) = (1578) = (5678) G5, = (2678)
Q° G?l = (1238) G‘i’z = (2378) G§3 = (1348) G‘;’4 = (1478) G =}; (3478)
Gis = (3569) G5, = (3459) Gig = (2459) GI, = (2349) G5, = (3679)
G5, = (2379) G5, = (2679) G35, =(1569) G3, = (1259) G55 = (1689)
G = (1289) G35, = (2689)

4.2. tablazat. Nem varrott 9 csticst 4-dimenzids szomszédsagi politopok [2] II tdblazat
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Q! Q? Q° Q' Q°

1234 1245 1234 1256 1457
1238 2345 1348 1268 1478
1 1256 2356 1457 2356 2378
1268 2367 1478 2367 3467
2678 2678 4567 3456 3478
1478 1245 1234 1458 1234
2367 2345 1245 2367 1238
2 3467 2356 1256 2378 1245
3478 2367 1348 3478 2378
4567 2678 1478 4578 2678
1457 1234 1238 1568 1268
1578 1238 1268 2678 1568
3 2378 1256 1457 3467 3467
2678 1268 1568 4567 4567
2678 2378 1578 5678 2678
1457 1234 1245 1256 1256
1578 1238 2345 1268 2356
4 2378 1256 3456 2356 2367
2678 1268 3467 2367 2678
2678 2378 3478 3456 3456
1478 1245 1234 1238 1238
2367 2345 1348 1348 1348
b} 3467 2356 1457 3467 3467
3478 2367 1478 3478 3478
4567 2678 4567 4567 4578

4.1. dbra. A 45 nem varrott 9 csucsu szomszédsagi politop esetén az elhagyott csicsok-
bdl l4thato hiperlapok tdbldzata (1-5 csucsok). A matrixok sorai egy adott hiperlap négy

csucsét jelentik.
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Q! Q? Q° Q' Q°

1478 1457 1234 1568 1348
2367 1578 1348 2678 2378
6 3467 2367 1457 3467 3467
3478 2678 1478 4567 3478
4567 2678 4567 5678 4567
1457 1478 1245 1458 1238
1578 2378 2345 2367 1348
7 2378 3467 3456 2378 3467
2678 3478 3467 3478 3478
2678 4567 3478 4578 4567
1245 1234 1238 1256 1256
2345 1238 1268 1268 2345
8 2356 1256 1457 2356 2356
2367 1268 1568 2367 2367
2378 2378 1578 3456 2678
1245 1348 1245 1256 1256
1256 2378 1256 1268 1268
9 1267 3467 1268 2356 2345
1568 3478 1567 2367 2356
2356 4578 2356 3456 2367

4.2. dbra. A 45 nem varrott 9 csucsu szomszédsagi politop esetén az elhagyott csicsok-
bol 14thaté hiperlapok tdblazata (6-9 csicsok). A métrixok sorai egy adott hiperlap négy

csucsat jelentik.
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