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1. fejezet

Tartalmi osszefoglal6

A dolgozatunk az ors6konvex halmazok néhdny tulajdonsédgait vizsgélja. El6szor a konvexitas
definici6jdban levd szakasz mintdjara bevezetjiik az orsé fogalmét, majd ennek segitségével az
orsokonvexitdst. Sikban mutatunk orsékonvex testre egy egyszerd példat. Majd a tdmaszhiper-
sikok mintdjara bevezetjiik a timaszgomb fogalmat, és ennek segitségével ekvivalens megfogal-
mazasokat adunk az orsokonvexitdsra. A linedris konvexitdsban hasznélatos poldris analdgjat,
a dualist definidljuk orsékonvex halmazokra. Megmutatjuk, hogy linedrisan konvex testek ese-
tében a poldrisra igaz allitdsok hasonldan igazak lesznek orsékonvex test dudlisdara. Majd a ta-
maszfiiggvény segitségével mutatunk egy érdekes Osszefiiggést egy S orsdékonvex test €s annak
S* dudlisa kozott.

A kovetkez6 részben defindljuk az dn. alapmértékeket. Ezekre a mennyiségekre bizonyos
simasagi feltételek mellett pontos formuldkat mutatunk. Hirom dimenzidban ezek a mennyisé-
gek a térfogattal, felszinnel illetve az atlagszélességgel lesznek ardnyosak. Ezutdn tovédbbra is
a haromdimenzids térben dolgozva kiszamoljuk egy orsdkonvex test alapmértékeit a dudlis test
alapmértékeinek segitségével. Majd az S orsékonvex test és dudlisdnak két specialis elhelyez-
kedésében becslést mutatunk S térfogatdra illetve felszinére az dtlagszélesség segitségével.

Ezutdn definidlunk orsékonvex halmazok tn. ,,gombolyitett” sorozatit, amely Hausdorff
metrikdban egyre kozelebb lesz az egységgombhoz. Ezen sorozat a tartalmazasra nézve mono-
ton novekedo és feliilrdl az egységgomb altal korlatolt lesz. Felhaszndlva ezen sorozatot tijabb
becsléseket ismertetiink 3 dimenzidban a felszinre illetve térfogatra a kevertmértékek segitségé-
vel. Majd mutatunk elemi eszk6zokkel ennél jobb becsléseket adott atlagszélességii orsékonvex
testekre.

Az utolso részben a centrélis szimmetrizacio és a dudlis képzés kapcsolatét vizsgéljuk.



2. fejezet

Elokésziiletek

2.1. Altalanos jelolések

Dolgozatunkban a d-dimenziés euklidészi teret B¢, az origét o fogja jelolni. A pontokat és a
pontba mutat6 helyvektorakat is kis bettivel, a halmazokat nagybetiivel jeloljiik.
Két vektor skaldris szorzatit a szokdsos modon: (-, -) jeloli. Egy v vektor hosszan az euklideszi
normadjat értjiik, amit ||v||-vel jeloliink vagy skaldris szorzatként felirva v(v, v)-t frunk. Két pont
tdvolsagan a szokdsos Euklideszi tdvolsagot értjiik, amit d(-, -) fog jeldlni.
Egy K C E? halmaz belsejét, hatarat illetve 4tmérgjét rendre int(K), bd(K), diam(X) fogja jeldlni.
Az egységsugari, origd kozépponti d-dimenziés gdombot B?-vel, hatdrat S 9~'-gyel jeloljiik.
Legyen adott A, B C E¢ két nemiires halmaz, ezek Minkowski dsszegén a kovetkez8 halmazt
értjiik:

A+B:=la+b|lacA,be B}
A p € E? kozéppontd r sugarti gdmbét p + rB? Minkowski dsszegként fogjuk felirni.
A d-dimenzios térfogatot V(-), a felszint A(-) jeloli. Specidlisan az egységsugaru d-dimenzios
gomb térfogatdra a «,, felszinére az w, jelolést hasznaljuk.
A d-dimenziés Hausdorff mértéket a H? szimbolummal jeloljiik. Specialisan, H¢ megegyezik

a d-dimenzi6s térfogattal.



2.2. Orsokonvex halmazok alaptulajdonsagai

Ebben a dolgozatban alapvetéen a Bezdek Karoly altal haszndlt terminoldgiat fogjuk kovetni
(1asd [7] [8]). A konvexitdshoz hasonlé médon fogjuk bevezetni az orsékonvexitds fogalmat.
Emlékezziink vissza, hogy mit is jelent az, hogy egy K C E? halmaz konvex! Legegyszer(ibb
megfogalmazasban: egy K ¢ E¢ halmaz konvex, ha barmely két pontja 4ltal meghatdrozott sza-
kaszt tartalmazza. Az orsékonvex halmazokndl a szakasz helyét az orsé fogja atvenni. El6szor

definidljuk, hogy mit is értiink pontosan két pont dltal meghatdrozott orsé alatt:

2.2.1. Definicié. Legyen r > 0 valés szdm és p,q € B¢ két pont. Ha d(p, q) < 2r, akkor a p és
q dltal meghatdrozott r-sugaru [p, ql; orsé az dsszes p-t és g-t tartalmazo r-sugari zdrt gomb

metszete. Ha pedig d(p,q) > 2r, akkor [p, q1". legyen a teljes B tér.

Vegyiik észre, hogy amennyiben d(p, q) = 2r, akkor [p, gl éppen a p-t és g-t tartalmazo 2r-
sugard gomb.

Megjegyezziik, hogy a p €s g éltal meghatarozott r-sugaru orsét masképpen is lehet defini-
alni (1asd [1]] vagy [8]): az Osszes legaldbb r-sugart p €s g végpontu rovidebb koriv unidjanak
lezartja. Megmutathat6, hogy ez a két definici6 1ényegileg ekvivalens.

Most, hogy megadtuk az orsé fogalmat, definidlhatjuk, hogy mikor neveziink egy S C E¢

halmazt orsokonvexnek.

2.2.2. Definicié. Az S < E“ halmaz r-sugdrral orsékonvex, ha tetszleges p,q € S esetén
[p.qls €S-

Ebben a dolgozatban mi elsGsorban egységsugard orsékonvex halmazokat fogunk vizsgdlni,
ezért ha masképpen nem mondjuk, akkor mindig feltessziik, hogy r = 1, valamint a p és ¢
altal meghatarozott 1 sugard orséra az egyszerdsitett [p, gl jelolést fogjuk hasznélni. Ezentdl,
ha kiilon nem hangsulyozzuk, akkor orsékonvex test alatt mindig 1 sugérral ors6konvex testet

értiink.

2.2.3. Definicid. A zdrt orsokonvex halmazokat, amelyek belseje nem iires 2 dimenzioban orso-

konvex lemezeknek, 3 és magasabb dimenziokban orsékonvex testeknek nevezziik.

A kovetkezdekben mutatunk példat orsékonvex testekre, s6t egy egész test osztalyt adunk, ami

orsokonvex lesz.

2.2.4. Definicié. Az olyan E?-beli testeket, amelyekre az teljesiil, hogy tetszéleges u € S
irdnyra vett meroleges tamaszhipersikok tavolsdga minden u irdnyra megegyezik, dlland6 szé-

lességlieknek nevezziik.



A kovetkezd egyszert allitds megtaldlhat6 példaul a [6] cikkben is.
2.2.5. Allitas. Az dllandé szélességii testek orsokonvexek a szélességiik sugardval.

Sikban a legegyszeribb példa dllandé szélességli alakzatra a Reuleaux-haromszog (lasd [2.2]
abra), melyet gy kapunk, hogy vesziink egy egységnyi oldald szabédlyos haromszoget, majd

vessziik a haromszog csicsaibdl rajzolt egységségyni sugari korok metszetét.

2.1. ébra. Egy élland6 szélességli halmaz a sikban: a Reuleaux-haromszog.

A tovabbiakban az orsékonvexitds néhdany ekvivalens megfogalmazdsat fogjuk adni. Ehhez

sziikségiink lesz a kovetkez0 definicidkra:
2.2.6. Definicié. Egy X C E? halmaz dltal generdlt orsékonvex halmaznak a kovetkezét nevez-

ﬂ(Bd + %)

xeX
Ha diam(K) > 2, akkor az tireshalmazt, ha diam(K) = 2, akkor az egységgombot kapjuk.

ziik:

Ha X C E? csak véges sok pontot tartalmaz, akkor a generdlt orsékonvex halmazt két dimenzio-

ban korpoligonnak, magasabb dimenziokban gombpoliédernek is szoktdk nevezni.

6



2.2.7. Definicié. Ha egy B? + ¢ gomb tartalmaz egy S C E? halmazt és egy x € bdS pontra
x € ST + ¢ is teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy a c kézéppontii gomb tdmaszgdmbje S -nek az

X pontban.
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Az ors6konvex halmazok karakterizacigjardl sz6l6 kovetkezd allitas megtalalhat6 a [8]] cikk

5. oldalan a Corollary 3.4-ben:
2.2.8. Allitas. Legyen S egy zdrt, konvex halmaz, ekkor a kovetkezok ekvivalensek:
(i) S orsokonvex.
(ii) S az 6t tartalmazo egységsugari gombok metszete.
(iii) Teszoleges x € bd S -re létezik tdmaszgombje S -nek x-ben.

Nyilvanvalé médon egy orsokonvex test szigordan konvex a szokdsos értelemben, hiszen tar-
talmazza barmely két pontja dltal meghatdrozott ors6t, ami tartalmazza a két pontot dsszekotd
szakaszt is. Ismert, hogy barmely konvex test el64all zart félterek metszeteként, ezen zart félte-
rek hatarat timaszhipersikoknak nevezziik. Orsékonvex testeknél a zart félterek szerepét a zart
egységsugard gombok, a tdmaszhipersikokét a tdmaszgdmbok fogjdk atvennni. Azonban nem
csak gombokkel lehet helyettesiteni a zart féltereket a konvexitds definicigjaban. Az orsékon-
vexitds fogalmat el6szor valdszintleg Mayer 1935-6s cikkében hasznélta, bar 6 ezt a fogalmat
tdgabban értelmezte €s ,,iiberkonvexitdsnak™ nevezte (lasd [1] cikk). Az ors6konvexitdst vizs-
gélta tobbek kozt Bieberbach [9]], Heppes és Révész [2], Straszewitcz [11]] sikban illetve térben.
A kozelmiltban Bezdek, Léangi, Naszddi, Papez [8]] és Kupitz, Martini, Perles [12] kezdte el
részeletesebb tanulmédnyozdsat a témakornek. Tobbek kozt vizsgaltak példdul azt, hogy a szo-
kasos konvexitasra igaz éllitdsok koziil melyek és hogyan vihetdk 4t orsékonvexitdsra. Analdg
allitasokat mondtak ki a Kirchberger, Carathéodory tételekre, vizsgéltdk az orsdkonvex testek
szétvalaszthatésdgi tulajdonsagait. Az érdekl6dd olvasé az orsékonvex halmazokrdl tovabbi
torténeti attenkint6t taldlhat példaul Langi, Naszddi, Talata [|13]] cikkében.

A konvex testeknél bevezetett polaritdshoz hasonlé tulajdonsdgu ponthalmazt az orsékonvex
halmazokra is lehet definidlni. Ezen ponthalmazt az ors6konvex halmaz dudlitisdnak fogjuk

nevezni. Mint majd késébb kideriil, konvex test poldrisdra igaz allitdsok hasonlé formdban

érvényesek lesznek orsokonvex test dudliséra.

2.2.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy x € E? pont generdlopontja az S orsékonvex testnek,

ha S C B + x. S generdldpontjainak halmazdt S dudlisdnak nevezziik. Jelolése: S*.
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2.2.10. Allitas. Legyen S C E? orsckonvex test. Ekkor S elddll generdlépontjaiba dllitott egy-

S = ﬂ(x+Bd).

xeS*

séggombok metszeteként:

Bizonyitas. A generilépont definici6jabol: barmely x € S*-ra S C (x + BY), igy:

S C ﬂ(x+Bd).

xeS*

A forditott iranyu tartalmazds bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy létezik egy

pe ﬂ(x+Bd)

xes*

pont, amire p ¢ S. Ekkor S szigort konvexitdsa miatt (hiszen orsékonvex) egyértelmden létezik
egy y € E pont, amelyre: a d(y, p) tdvolsdg minimdlis. Ebben az y pontban a[2.2.8}as allit4s
szerint létezik tdmaszgdmbje y-nak. Ez a tdmaszgdmb nem tartalmazza a p pontot, viszont

kozéppontja generdlépontja S -nek. O

Most nézziink néhany egyszerl tulajdonsagat a dudlitdsnak:
2.2.11. Allitas. Tetszleges S orsékonvex test esetén S* is orsékonvex.

Bizonyitas. A [2.2.8}as dllitds szerint elég megmutatni, hogy tetszSleges ¢ € bdS* pontra
létezik tamaszgdmbje S “-nak g-ban.

Legyen ¢ € bdS* tetszleges. Mivel ¢ generdlpontja S-nek, igy S C ¢ + BY. Nyilvan a
g + B? gomb tdmaszgdmbje S -nek valamely p € bd S pontban. Kiilonben vagy lenne pontja S -
nek az g+ B? gdmbon kiviil, vagy barmely z € bd S, y € bd(B? + g)-ra: d(z,y) > 0 lenne. Legyen
t € bd S olyan, amire d(z,y) minimalis (S szigoru konvexitdsa miatt egyértelmien 1étezik ilyen

tulajdonsdgu pont). Ekkor a

l‘ﬁ
.
llzgll

pont generalopontja lesz S -nek, viszont nem lesz benne S *-ban.

d(t,y) q

Tehét g + B¢ tdimaszgdmbje S -nek p-ben, igy a p + B¢ gomb hatdrén tartalmazza g-t.

S* C p+ B4, ellenkezd esetben lenne egy ¢t € S* pont, hogy: t ¢ p + B?, de ekkor a t pont nem
lehet generald pontja S -nek, hiszen d(¢, p) > 1, ellentmonddsra jutottunk.

Azaz kaptuk, hogy tetszbleges g € bd S *-ra 1étezik p € bd S pont, hogy a p + B? timaszgombje
S*-nak g-ban. |



2.2. abra. A dualis orsokonvexitasa.

2.2.12. Allitas. Orsokonvex test dudlisdnak dudlisa onmaga: S™ =S

Bizonyitas. S c S*: Legyen s € S tetszleges. Ekkor Vs* € S§* pontra d(s,s*) < 1, igy
sES™.

S* c §: Legyen s** € §™ tetsz6leges. Ekkor Vs* € S* pontra d(s**, s*) < 1,1gy s™ € §. O

A fenti két 4llitas hasonl6 formaban igaz a (linedrisan) konvex halmazok polarisara. A kovetkezd

allitds azonban ravilagit arra, hogy a két fogalom nem teljesen hasonlo.

2.2.13. Allitas. Legyen S 1,5, C BY két (1 sugdrral) orsékonvex test. Ekkor az S| + S, Min-

kowski dsszeg 2 sugdrral orsékonvex.

Bizonyitas. A allitast felhasznélva elegendé megmutatni, hogy barmely x € bd(S; + S»)
pontra létezik 2 sugara timaszgémbje S| + S,-nek x-ben.

Legyen x € bd(S | + §,) tetszbleges. Tekintsiik egy x-beli H tdimaszhipersikjat S| +S,-nek (ez a
hipersik nem biztos, hogy egyértelmii). Legyen ug,.s,(x) ezen H hipersik kiilsd egységnyi nor-
malvektora. Vegylink olyan H;, H, timaszhipersikjait S |, S ,-nek, amelyek parhuzamosak H-val
és kiils6 normdlvektoraik megegyeznek H-éval. Legyenek a hipersikok metszetei az orsékonvex

testekkel s; = H; NSy, so = H, NS, (ezek a pontok egyértelmiiek, hiszen az orsékonvex testek



szigoruan konvexek). Nyilvan x = s; + 5, hiszen az us, ,s,(x) irdnyban a H hipersikhoz legkoze-
lebb az sy, s, pontok esnek S, S,-bdl, igy csak ezek 0sszegeként dllhat el6 az x € S| + S, pont.
Mivel S, S, testek orsOkonvexek, ezért 1éteznek egységsugart timaszgombjeik s, s,-ben (ezek
egyuttal érintik a H,, H, hipersikokat is). Legyenek ezek a tdmaszgombok: p; + B, p, + BY,

azaz: S| C p; + B, S, C p, + BY. Vegyiik ezen két tartalmazds Minkowski 6sszegét:
S +Szgp1+p2+23d.

Nyilvan
x € bd(p; + py + 2B%),
hiszen x = s; + s, és az u irdnyban d(py, s1) = 1, d(p2, 52) = 1, igy d(p1 + p2, x) = 2. Vagyis az
x € bd(S +S5,) pontban a p; + p, + 2B¢ gdmb 2 sugard tdmaszgdombje S| + §,-nek. ]
Ezek szerint az % (S1 + S2) Minkowski 0sszeg 1 sugarral orsokonvex.
A konvex testeknél alapvetd fontossdgu a tdmaszfiiggvény, amely egyuttal egyértelmiien

meg is hatdrozza az adott konvex testet. Orsokonvex testeknél is hasznos lesz a szimunkra ez a

fogalom.

2.2.14. Definicié. Legyen K C E? egy nemiires zdrt, konvex halmaz. A tér minden egyes x

pontjdhoz hozzdrendeljiik a kovetkezd fiiggvényt:
hi(x) := sup{{x,y) : y € K}.
Ezt a fiiggvényt a K halmaz tamaszfiiggvényének nevezziik.

Vegyiik észre, hogy:

hx(x) = sup{{x,y) : y € K}
= sup{(—x,—y) : y € K} = sup{{—x,y) : y € —K}
= h_g(=Xx)

Ha a fenti definiciéban tetsz6leges x € E¢ pont helyett csak x € S! pontokra értékeljiik ki
hg(x)-t, akkor az origé és az ox kiilsé normdlisd tdmaszhipersik elGjeles tavolsagat kapjuk. Ezt
tekinthetjiik dgy is, hogy az x € S9! pont helyett az u = 0% irdnyra szdmoljuk ki hg(x)-t. A
tovdbbiakban igy is tesziink és hg(u) alatt mindig az u irdnyra szamolt A (x)-t értjik.

A tdmaszfiiggvény segitségével a kordbban mar hasznélt szélesség fogalmét pontosabba te-

hetjiik:

10



2.2.15. Definicié. Legyen K C E? korldtos, zdrt halmaz. Egy adott u € S" irdnyban vett W(u)
szélessége K-nak:
W(u) := hg(u) + hg(—u).

Ha minden u irdnyra vessziik az ezirdnyu szélességeket, majd kidtlagoljuk ezeket, akkor kapjuk

az un. W(K) 4tlagszélességet, amit a kovetkez6képpen lehet kiszdmolni:

W(K) = wid W) H (du)
Sd—l
= L hK(M) + h]((_l/l) ﬂd_l(du)
Wy Jgd-1
=2 bty H dw)
(,Ud Sdfl
_ 2 hyx(u) H (du).
de §d-1

2.3. dbra. K konvex test timaszfiiggvénye.

Most belatjuk a kovetkezd egyszert allitast.
2.2.16. Allitas. Legyen S C E orsckonvex test, u € S9! tetszbleges irdny. Ekkor:

hg (u) + hs*(—u) =1.

11



Bizonyitas. Legyen az u kiilsé normalisi tdmaszhipersik metszete S-sel p. Ekkor a[2.2.11
4llitds bizonyitdsdban hasznélt gondolatmenet szerint létezik ¢ € bdS*, hogy a B? + g gdmb
tamaszgombje S-nek p-ben és B + p tdamaszgombje S *-nak g-ban. Igy d(p,q) = 1 és S-nek

p-ben, S *-nak g-ban vett timaszhipersikjai pairhuzamosak és merdlesegesek az u irdnyra. Tehdt:

1 =d(p,q) = W) = hs(u) + hs-(-u).

2.2.17. Kovetkezmény. Bdrmely S C E? orsckonvex testre: S + (=S*) = B?, azaz ha vesziink
egy orsokonvex testet majd hozzdadjuk a dudlisdnak az origora vonatkozo centrdlis tiikorképét,

akkor az egységgombot kapjuk.

Bizonyitas. Felhasznalva az el6z6 allitast, illetve a tdmaszfiiggvény definicidja utan leirt ész-
revételt:
1 = hg(u) + hs:(—u) = hs(u) + h_g-(u) = hgs+(u)

Tehat tetsz6leges irdnyban vett tdimaszhipersik egységnyi tdvolsdgra van az orig6tél. Mivel az
egységgdmb is ilyen tulajdonsdgu, valamint a tdmaszfiiggvény egyértelmlien meghataroz egy

konvex testet kapjuk, hogy § + (=§*) = B. i

2.2.18. Kovetkezmény. Legyen S orsokonvex test. Ekkor S = S*, akkor és csak akkor, ha S 1

dllando szélességii.
Bizonyitas. Ha S = §*, akkor[2.2.17b61 kapjuk, hogy:
W) = hs(u) + hs(—u) = hs(u) + hs-(—u) = hs () + h_s-(u) = 1

azaz tetsz6leges u € S ! irdnyban S szélessége 1.
Ha S szélessége minden irdnyban 1, akkor: barmely u € S '-re: W(u) = hg(u) + hs(—u) = 1 és
az elozd tételbdl: hg(u) + hg-(—u) = 1, igy hg«(—u) = hg(—u). A tdmaszfiiggvény egyértelmiisé-

gébdl pedig kovetkezik, hogy § = S~ O
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2.3. Konvex testek alapmértékei

Ebben a részben bevezetiink konvex testekkel kapcsolatos bizonyos fontos mennyiségeket. Ezek
a mennyiségek valamiképpen konvex testek Minkowski 0sszegének térfogatat jellemzik. Mi itt

csak egy specidlis esetet tekintiink, amikor a két 6sszeadando egyike egy A sugari gomb.

2.3.1. Definicié. Legyen K C E“ konvex test, A > 0 valds szam. A K + AB? konvex testet K

A-sugaru paralleltartomadnyénak nevezziik.

2
K+AB

2.4. dbra. Egy sikbeli hatszog A-sugaru paralleltartomédnya

Ezen A-sugart paralleltartomany térfogatat szeretnénk kifejezni az eredeti K konvex testb6l. A
Steiner formula szerint ez megtehetd K un. (W;(K)) alapmértékeinek linedris kombindcidjaként

(1asd pl. a [10] monografia 197. oldaldn 4.11-es formula):

d
V(K + ABY) = Z Af(‘il)w,-(K). 2.1

i=0
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Ezen W;(K) egyiitthat6knak a kovetkezd geometriai jelentésiik van:

Wo(K) = V(K),
A(K
wwmzéf,

mxm:%mm,
Wd(K) = Kq.

Azonban a W;(K) alapmértékek altalanos esetben nehezen szamolhaték. Ha viszont feltesziink
K hatéréara bizonyos simasagi feltételeket, akkor viszonylag egyszer(i formuldkat kapunk ezen

mennyiségek kiszamitasara.

2.3.2. Definicié. Legyen k > 1. Azt modjuk, hogy egy K C B¢ konvex test bd K hatdra C* osztd-
Iyii, ha k-szor folytonsan differencidlhaté hiperfeliilet B4-ben. Tovdbbd, ha bd K C* osztdlyii és
minden x € bd K esetén az x-beli Gauss-gorbiiletre teljesiil, hogy k(x) > 0, akkor azt mondjuk,

hogy K hatdra C* osztdlyii.

Ett6l kezdve feltessziik, hogy a K c E“ konvex test hatdra C? osztdlyd. Ismert, hogy egy C2
hatard konvex test szigortian konvex. A C? tulajdonsagbél kovekezik, hogy minden x € bd K

hatdrpontban létezik egyértelm@ ug(x) € S ! kiils6 normalis egységvektora K-nak.

2.3.3. Definicié. Azt a ok : bd K — S hozzdrendelést, amelyre ok(x) := u(x) gémbi lekép-

zésnek nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a gombi leképezés definidlhat6 abban az esetben is, ha bd K-ra nem tesziink
semmilyen simasdagi feltételt, azonban akkor a leképezés nem feltétleniil egyértékii. Mi ezzel az
dltaldnosabb esettel itt nem foglalkozunk. Mivel bd K C? osztalyu, ezért oy bijekcid, igy annak
o : S - bd K inverze is létezik, és u € S esetén 0! () = x, ahol x € bd K és u(x) = u.
Legyen K egy C? osztélyi konvex test E/-ben és u € S*'. A bd K hiperfeliilet x = o' (u)-
beli f6gorbiileteit rendre a ry(u), - - - , r4—1(#) szimbdlumokkal jeldljiik. Vezessiik be az r;-k nor-

malt elemi szimmetrikus polinomjaira a kovetkez6 jelolést:
d-1\"
aw:(.) > n@e .
J 1<iy << j<n—1

Ezen s;-k segitségével pontos formuldk adhatok a W;(K) alapmértékek kiszdmitasara (lasd [[10]
monografia 290-291. oldaldn):

Wi(K) = éf B () Sq—io1 () H (du), i=0,..,d-1 (2.2)
§d-1

Wi(K) = éf Sa_i(u) H N (du), i=1,..,d (2.3)
§d-1

14



Tehit ha az u € S ! irdny fiiggvényében ismerem a fégorbiileteket, akkor a W;(K) mennyiségek

a fenti integrdlokkal szamithatok.
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3. fejezet

Orsokonvex test dualisanak alapmértékei
az eredeti orsokonvex test alapmértékeinek

fiiggvényében

Ebben a fejezetben megvizsgéljuk, hogy egy S C E* C? hatéri orsékonvex test alapmértékei
hogyan viszonyulnak a dudlis alapmértékeihez. Az el6z6 részben kapott édltalanos formuldkat
felirjuk 3 dimenzidban, majd ezek segitségével Osszefiiggéseket frunk fel a dudlis és az eredeti
orsokonvex test alapmértékei kozott.

Hérom dimenzidban a kovetkezd négy alapmérték 1étezik:

Wo(K) = V(K) 3.1)
Wi(K) = 3AK) (32)
Wa(K) = %W(K) = 23—7TW(K) (3.3)
W3(K) = &3 = 4?” (3.4)

ElGszor irjuk fel a dudlis atlagszélességét. Felhaszndlva a (3.3) és (2.3)) egyenleteket, illetve a

16



[2.2.16}os allitast kapjuk, hogy
3
W(S™) = 2—W2(S*)
s
1
:—fmem>
27T S2
1
= — | 1-hg(u) H*(du)
27T S2

= i (4r — 3W,(S))
2

=2 - W(S).

Tehat ezek szerint barmely S orsdékonvex test és dudlisa atlagszélességének Gsszege 2, ami meg-
egyezik az egységsugard gomb szélességével. Ezt persze mar onnan is tudhattuk volna, hogy
S +(=S*) = B

Most szamoljuk ki a dudlis felszinét. Ekkor a[2.2.16}os allitas, (3.2), (3.3)) és (2.3)) formuldk
felhaszndldsaval kapjuk, hogy

AS®) = 3W,(S")
=Lﬂwﬂm
_ fs ) H ()
= ﬁz(l — riw)(1 = ra(u)) H*(du)
_ fs 1= (1) + ) + @) HEw)

:4ﬂ_j‘mmm—sxm¢ﬂmw
SZ

— 47 — 6Ws(S) + 3W,(S)

=4 — 62?”W(S) + 3%A(S)

=4n —4aW(S) + A(S).

Es végiil a térfogat a kiszamitdsa, melynek sordn felhasznaltuk a[2.2.16}os 4llitdst, a @3.1), (3.2),

17



(3B3), @.2), (2.3) egyenlSségeket.
V(S™) = Wo(ST)

:% f hs-(u)s5(u) H*(du)
SZ

1
=3 fs 2 (1 = hs(w) riw)r;(w) H*(du)

1
=3 f (1 = s () (1 = r@)(1 = ra(u)) H*(du)
S2

1

= g fsz 1 — (ri(u) + ry(u)) + ri(wra(u) — hs (u)

+ hs (u)(ry (1) + ro(u) — hs (u)ry (w)ry(u) H*(du)
1 f 1= 250 (u) + $20) — hs () + 25 ()31 (1) — hs (w)s20) H()

3Js
= % Ar — 6W,(S) + 3W(S) —3W,(S) + 6W(S) — 3Wy(S))
= 4?” = 3W,L(S) + 3W(S) — Wy(S)

47

= ?—ZNW(S)+A(S)—V(S).

Osszefoglalva, ha S c E? egy C? hatért orsékonvex test, akkor a dudlis test alapmértékei:

W(S™) =2-W(S), (3.5)
A(S™) =4r —4aW(S) + A(S), (3.6)
V(S™) = 2—ﬂ =27W(S) +A(S) - V(). (3.7)

Megjegyezziik, hogy a fenti szamolas elvégezhetd magasabb dimenzidban is. Ez ismert is ab-
ban az esetben, ha az S 4lland6 szélességli. Errdl bévebb informacié taldlhaté példaul a [S]
Osszefoglald cikkben. Mi azért csak 3 dimenziéban szdmolunk, mert szeretnénk valamilyen
egyenlGtlenségeket taldlni a W(S), A(S) és V(S) mennyiségek kozott.
Specidlisan, ha példaul S = S*, azaz[2.2.18|szerint S dlland6 egység szélességli konvex test,
akkor
W(S™) =W(S)=1.

Ezt behelyettesitve a (3.7) egyenletbe:
4
V(S) = 5 = 2n+ AS) - VIS).

Atrendezve kapjuk, hogy:
1 n
V(§) = ZAS) - =,
(§) = 5A(S) 3

18



amely megegyezik a [5]] 6sszefoglal6 cikk 366. oldaldn 1évd elsd formula egy specidlis eseté-
vel. Tehat az olyan 3 dimenziés orsékonvex testekre, amelyek dudlisa megegyezik onmagukkal,
kaptunk egy egyszer(i 0sszefiiggést a felszine és a térfogata kozott.
Masik érdekes eset, amikor csak azt tessziik fel, hogy S* € §. A tartalmzdsbdl nyilvin
W(S) = W(S™), és (3.5) miatt:
W(S)>1=>W(SH).

Mivel S* C S, igy V(S) > V(S™), (3.7)-bdl kapjuk, hogy:

V(§) > %T—ZHW(S)+A(S)—V(S).

V(S) > 23—7r—7rW(S)+%A(S)

Specidlisan, a fenti egyenl6tlenség visszadja az 1 dlland6 szélességt testekre vonatkozo ha-
sonl6 egyenldtlenséget.
Folytathatjuk a becslést, ha példaul W(S) helyére a fels6 korlatjat, 2-t frunk:
1 4r
V(§) > ZAS) — —,
(§) 2 SAS) - 3
vagy ha V(S) helyére az egységgdmb térfogatat irjuk:

2nW(S) + 43_7r > A(S).
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4. fejezet
Orsokonvex halmazok ,,gombolyitése”

Legyen S C E? olyan orsékonvex test, amelyre o € intS és S C B is teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az origét szabadon valasztva ors6konvex testekre ezek a feltételek nem jelentenek megszo-
ritast. Vegyiik észre, hogy ekkor o € S*. Ilyen ors6konvex testekre a kovetkezdkben defindlunk
egyfajta gombolyitési eljarast, melynek ismétlésével orsékonvex testek egy olyan (S ;) sorozatat
nyerjiik, amely a B? egységgémbhoz konvergal a Hausdorff metrikdban. Ennek megfelelden, a
sorozat elemeinek térfogata, felszine és atlagszélessége is tartani fog a gdbmbéhez.

Legyen az S -bdl kiindul6 orsékonvex testek sorozata a kovetkezd:

So=S8
Slzé(S()+Bd)

1 d
SiZE(Si—I'FB)

A 2.2.T3}as allitas és az azt kovetd megjegyzés alapjan az (S ;) sorozat elemei 1 sugdrral orsé-
konvexek. (Az 1/2-el val6 szorzds ezért fontos a fenti definiciéban.)

A ,,gombolyitett” sorozat elemeit explicit modon is felirhatjuk:

1 L1 1 1
S;i==S+ —.Bd:—.S+1——. Bd.
21 ;2! 21 ( 21)

Vegyiik észre, hogy i novekedésével, egyre kisebb mértékben vessziik figyelembe az S orsokon-

vex halmazt, egyre inkdbb az egységsugari gomb fog domindlni a Minkowski 0sszegben.
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4.1. abra. A Reuleaux-hdromszog gombolyitése

Ebbdl a felirasbol és abbdl, hogy o € int S kovetkezik, hogy:
1 1 1
1——. BdC—.S 1——. Bd:S[gBd,
[oz)rezs (g
Tehat

1 1
. B < 1-—|B4 B ==
du(Si, )—dH(( 2,) , ) >

azaz |
lim dy (S, BY) < lim 5 =0.

AR.2.160s allitds megjegyzésében leirtat: BY = S + (=S*), és S konvexitdsat (barmely 0 < a <

I-re: aS + (1 —a)S = §) felhaszndlva a ,,gombdolyitett” sorozatot felirhatjuk kizarélag S és S*

segitségével:
1 1 1
S,‘:—.S 1——. S —S* :S 1——. —S*.
> +( 21)( +(=57) +( 2,)( )

Most megmutatjuk, hogy az (S ;) sorozat tartalmazasra nézve monoton névekedd.

4.0.4. Allitas. Ha S C E? olyan orsékonvex test, amelyre teljesiil, hogy S C B%, akkor S; C S i1

mindeni=0,1,... esetén.
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Bizonyitas. Az i =0¢&si> 1 esetet kiilon vizsgaljuk:
. 1 |
oeS*-bol: S :S+(——0)QS +(——S ):Sl.
2 2
Mivel §* tartalmazza az origdt, ezért minden i > 1-re teljesiil, hogy:

1) - APT
(1—5)3 g(l—zm)s :

igy az §; C S tartalmazas is fenndll. O

A fenti allitasbdl és az alapmértékek tartalmazassal szembeni monotonitdsabdl kovetkezik, hogy
Wi(S) < Wi(S;s1) mindeni>06és0 <k <d esetén.
Tovéabba az alapmértékek Hausdorfl metrikaban val6 folytonossagabdl adodik, hogy
,ILIE, Wi(S;) = Wi(BY) minden 0 < k < d esetén.

Megjegyezziik, hogy ha orsékonvex test helyett egyszertien csak egy K (linedrisan) konvex
testbdl inditjuk a gdmbolyitési eljarast, és feltessziik, hogy K C B¢, akkor is igazak maradnak
a fenti 4llitdsok. Azonban a K C B? feltétel megszoritést jelent K konvex testre (természetesen
megfeleld irdnyu eltoldssal és kicsinyitéssel teljesithetd ez a feltétel). Orsékonvex testek esetén

nincs ilyen probléma, az origét a megfeleld helyre felvéve teljesiil az S C B¢ feltétel.
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S. fejezet

Adott atlagszélességii orsokonvex testek

térfogatanak és felszinének becslése

Ebben a fejezetben adottnak tételezziik fel az S C E? ors6konvex test W(S) atlagszélességét, és

ennek segitségével probalunk meg becsléseket adni S térfogatara illetve felszinére.

5.1. Alapmértékek segitségével

A 23] részben bevezetett W;(-) alapmértékekre is létezik a (2.1)) Steiner formuldhoz hasonl6
osszefiiggés. Legyen K C E? konvex test, ekkor a kovetkezd formula teljesiil a W;(K) alapmér-
tékekre (lasd pl. Note 4.2.2 a [10] monografia 212. oldalan):
< (d—i
Wi(K + AB%) = Z( )Wi+k(K)/lk, i=0,--,d. (5.1)
o\ K
Nekiink ennek az dltalanos formuldnak egy specidlis esetére lesz sziikségiink. Legyen S C E?

ors6konvex test, frjuk fel W (S + B3)-t:

2

Wi(s + By =Y (i)WHk(S)

k=0
= Wi(S) + 2W,L(S) + W5(S)
4

1 A
=-AlS)+ —W(S)+ —
3 S)+ 3 (S)+ 3
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Tegyiik fel, hogy o € intS és S C B°. Ekkor hasznalhatjuk a allitast, valamint a felszin,

mint operdtor négyzetes homogenitdsabdl, illetve a (3.2]) formulabdl a kovetkez6t kapjuk:
1 3
A(S) sA(E(S +B ))
= 1A(S + B’)
4

3
= WS + B

4
3/(1 4 4

1
= ZA(S)+7TW(S)+7r
Atrendezve a kovetkezs felsG becslést kapjuk adott W(S) atlagszélességli S orsékonvex test

felszinére:
4
A(S) < 3 WS+ 1)

W(S) = 2 esetben a fenti becslés élessé valik: ekkor S = B, aminek térfogata 4. Kis atlagszé-
lesség esetén azonban nem ad tul j6 becslést a felszinre.

A térfogatra vonatkozo becslésnél is folhaszndljuk a gdmbolyitett sorozat tartalmazasra néz-
ve vonatkozé monotonitdsat, a térfogat kobos homogenitdsat, a (2.1]) Steiner formuldt, illetve a

(3.1) egyenlGséget, majd alkalmazzuk az el6zGekben a felszinre kapott becslést:
1 3
V(S) < V(E (s+B ))
= V(S + B
4
V(S)+A(S) +2xaW(S) + ?)

V(S) + 4?JT(W(S)+ 1)+ 27aW(S) + 4%)

0| — O|— 0| — 0| —

107 8
V(S) + TW(S) + ?)

Azaz az S orsOkonvex test térfogatdra a kovetkezo felsd becslést kapjuk:

1071 871
‘/ < _M/ —_

Errdl is elmondhaté ugyanaz, mint a felszinre kapott becslésrol: W(S) = 2 esetben megkap-

juk az egységgdmb térfogatat, azonban kis dtlagszélesség esetén nem kapunk tidl j6 becslést a

térfogatra.
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Megjegyezziik, hogy a fejezetben targyalt becslések igazak az olyan K (linedrisan) konvex
testekre is, amelyekre K € B?. Azonban nyilvdnval6 médon ezen testekre nem lesznek olyan

JOk a becslések, mint a ,,kovérebb” orsékonvex testek osztalydra.

5.2. Elemi eszkozokkel

Két dimenziéban a Cauchy-féle formula szerint S keriilete kifejezhetd a kovetkez6 médon

27
AS) = % W(u)yde = aW(S).
0

Azaz a W(S) atlagszélesség egyértelmiien meghatarozza S keriiletét. EbbdI pedig az izoperi-
metrikus tétel alapjan kovetkezik, hogy S teriilete pontosan akkor maximadlis, ha S éppen egy
W keriiletl korlemez, azaz sugara W/2. Tehat

2

W
VIS)<m—,
§) =m—

és egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha S korlemez. Hasonléan éles becslést a felszinre €s
térfogatra azonban nem tudunk magasabb dimenzidkban.

A W(u) szélesség fliggvény folytonos, igy létezik olyan u irdny, amelyben S szélessége pon-
tosan W(S). Tehat ebben az irdnyban 1étezik: H;, H, tdmaszhipersikja S -nek, melyek tdvolsaga
W(S). Mivel minden pontjaban l1étezik tdmaszgombje S -nek, igyah, = HiNS ésah, = H,NS
pontokban is. Azaz S benne van két egységsugari G, G, gomb metszetében, melyek Ay, h,
pontokban érintik S-t. A G; N G, metszet (ezzel egyiitt S) térfogatat, felszinét fogjuk foliilrdl
becsiilni. Az vildgos, hogy G| N G, térfogata €s felszine is akkor lesz maximadlis, ha a két gomb
kozéppontja minél kozelebb van egymashoz. Ez pedig akkor kovetkezik be, ha G|, G, gdmbok
kozéppontja és a hy, hy pontok egy egyenesre esnek (lasd[S.T}es abra).

El6szor a G| N G, térfogatat fogjuk becsiilni. Ez a metszet tulajdonképpen két W/2 mélysé-
gli gdmbsapka unidja. Egy gombsapka térfogatat ki lehet példaul ugy is szamolni, hogy nézziik
az x : 0 < x < W/2 mélységben vett, a H;, H, hipersikokkal parhuzamos hipersik és a gomb-
sapka metszetét (ami egy eggyel kisebb dimenzids m sugard gomb lesz), majd ezen

metszeteket térfogatat ,,0sszegezzik™:

w/2 d-1
V(GlmGz):Zf Kd_l(\/l—(l—x)z) dx, (5.2)

0
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5.1. abra.

Harom dimenziéban a kovetkez6 format olti a becslés:

w/2 2
V(GlﬂGz):Zf Kz(\/l—(l—x)z) dx
0
w2
:2K2f 1—(1-x)*dx
0

w2 w3
{5 -1)

Magasabb dimenzidkban is ki lehet szamolni az (5.2)) integralt, azonban akkor nem kapunk szép
zart formul4t.

A G N G, felszinére nincs ilyen egyszer(i formuldnk, azonban harom dimenziéban elemi
geometriai eszkozokkel konnyen kiszdmolhaté. Tudjuk, hogy egy x magassagi gombréteg pa-
lastja 27x. gy G| NG, felszinére a 27W(S) fels6 becslést kapjuk. Az izoperimetrikus tételt erre

alkalmazva kapjuk, hogy a 27W(S) felszin( testek koziil a gombnek lesz maximalis a térfogata.

[w
drr* = 2aW(S) = r = >

Ebbdl pedig kapunk egy masik felsd becslést S térfogatéra:

V(§S) < 4; (W(S))Z .

Ennek a gdbmbnek a sugara:

2
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Egyszer( analizisbeli eszkozokkel megmutathatd, hogy ez a becslés gyengébb lesz a kordbban
kapottndl.
Oszegezve az eddigieket: adott W(S) atlagszélességii S orsékonvex test felszinére, térfoga-

tara a kovetkezd felsd becslések érvényesek:

(i) 2 dimenzidban:
W3(S)

ViS)<nm

A(S) =aW(S)

(i) 3 dimenzidban pedig:

2 3
V(S)SH(W s) w (S))

2 12
A(S) <27W(S).

Ezek a becslések 2 illetve 3 dimenzidban is élesebbek lesznek, mint az el6z6 fejezetben kapottak.
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6. fejezet

A dualitas képzés és a centralis

szimmetrizalas kapcsolata

Ebben a fejezetben egy S C E? orsékonvex test centralis szimmetrizaltjat vizsgéljuk. A centralis

szimmetrizalt fontos szerepet jatszik a konvex testek elméletében. Definicidja a kovetkez6:
6.0.1. Definicié. Legyen K C E? konvex test. Ekkor a

D(K) := K + (-K)
Minkowski osszeget a K test centrdlis szimmetrizaltjdnak nevezziik.

A fenti definiciobdl nyilvanvaldan kovetkezik, hogy D(K) az origéra nézve centrélisan szim-
metrikus konvex test lesz. Az is észrevehetd, hogy minden u € S9! irdnyban D(K) szélessége
kétszerese K szélességének. A D(K) szimmetrizalt ezért dltaldban joval nagyobb, mint K. Hogy
példaul D(K) térfogata mennyivel nagyobb, mint K-€, azt a nevezetes Rogers-Shepard (lasd [3]]
és [4]]) tétel mondja ki.

6.0.2. Tétel (Rogers-Shephard). Legyen K C E¢ konvex test. Ekkor
V(D(K)) < 2d
VIK) ~\d/)

ahol egyenléség pontosan a d-dimenzios szimplex esetén dll fent.

A Rogers-Shephard tételnek szamos fontos alkalmazasa van a konvex és diszkrét geometridban.
Példaul konvex testek megvildgitasi szamdnak becslésében (lasd [7]] konyv 3. fejezete) fordul
eld természetesen vagy konvex testek elhelyezési siirtiségének becslésében.

Vegyiik észre, hogy ha S C E? orsékonvex test, akkor a as allitas alapjan a D(S) =
S + (=5) olyan konvex test, amely 2 sugarral orsokonvex. Ezért ha meg akarjuk tartani az (1

sugarral) orsokonvexitast, akkor az S centralis szimmetrizdltjara j6 definicié az aldbbi.
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D(K)

XX

6.1. dbra. Egy sikbeli szabdlyos haromszog centrdlis szimmetrizéltja.

6.0.3. Definicié. Egy S C E" orsékonvex halmaz centrdlis szimmetrizdltjdn a
1
Dy(S) = 5(5 +(=5))
Minkowski 0sszeget értjiik.

Erdekes kérdés az, hogy mit lehet mondani egy S c E¢ orsékonvex test D,(S) centralis
szimmetrizaltjdnak térfogatar6l? Természetesen erre is érvényes a Rogers-Shephard tétel fels6
becslése. Altalanos esetben ennél jobb nem is mondhatd, mert S tetszdlegesen kozel lehet a
Hausdorff-metrikdban egy d-szimplexhez. Azonban, ha feltessziik, hogy S nem tdl kicsi, mond-
juk példaul tartalmazza S* dudlisat, akkor mar valdsziniileg mas a helyzet. Ha példaul ilyen
orsokonvex testekre a Rogers-Shephard tételben szerepld felsd korlatnél jobbat tudnank monda-
ni, akkor az adhatna példdul egy javitott felsd korlatot a megvilagitasi szamra.

A kovetkezd tétel azt fejezi ki, hogy az S orsékonvex testre a centralis szimmetrizalt képzése

felcserélhet a dudlis képzésével.
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6.0.4. Allitas. Legyen S c E orsékonvex test. Ekkor
Dy(S7) = (Dy(S))".

Bizonyitas. Legyen u € S tetszbleges irdny. Irjuk fel a (D,(S))* c E¢ halmaz tdmaszfiigvé-
nyét felhaszndlva a[2.2.16}os allitast:

s W) = ygse o500

1
= 5 (s (1) + hs-(~1))

1
= 5(1 - hs(l/l) +1 _hS(_u))

=1- ]’le(S)(l/t).
Mivel az[2.2.13] dllitas szerint D(S) is orsokonvex, ezért D(S )-re is alkalmazhat6 a[2.2.16}0s
allitas:
hp,sy- @) = 1 = hp ) (u).
Tehét azt kaptuk, hogy
hp s @) = hp,s)y- ().

Innen pedig a tdmaszfiiggvény egyértelmiiségébdl kovetkezik az allitas.
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