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Tartalmi 6sszefoglalé

A klasszikus izoperimetrikus tétel a sikban azt mondja ki, hogy adott
keriiletii (konvex) lemezek koziil a kornek a legnagyobb a teriilete. Az alli-
tas magasabb dimenzidban is teljesiil: adott felszini (konvex) testek koziil a
gomb a maximalis térfogati. Az izodiametrikus tétel egy rokon Aallités, azt
allitja, hogy az adott atmérdji testek koziil a gobmbnek maximalis a térfo-
gata. A hasonl6 megfogalmazasia allitdsok k6zott - nem megleps modon -
szoros matematikai kapcsolat is van. A dolgozatban az izoperimetrikus ill.
izodiametrikus tételeket igazoljuk ill. bemutatjuk a két allitds kozotti Ossze-
fiiggéseket is.
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1. Bevezetés

Kiilénb6z6 geometriai jellegli maximum és minimum tulajdonsagokat jol is-
mertek mar a gorogok is, még ha az eredményeket sokszor anélkiil mondottak
is ki, hogy a valédi bizonyitast megkisérelték volna:

- Az egyenesszakasz a legrovidebb Osszekottetés két végpontja kozott.”

— A legnagyobb gémbi kor ive a gombfeliilet két pontjat Gsszekots leg-
rovidebb gombfeliileti gérbe.”

— ,Azonos hosszusagu sikgorbék koziil a kor zar be legnagyobb teriiletet.”

— ,Azonos felszind zart feliilet altal bezart térfogatok kozott a gomb tér-
fogata a legnagyobb.”

Az élet mindennapi problémai kézott is allandéan jelen vannak a maximum-
minimum jellegii probléméak a legjobb” és  legrosszabb” kérdésének formaja-
ban. Vannak matematikai, illetve a természetben ezzel kapcsolatban elGfor-
dul6 kérdések. Miért van a vizben lebegé buboréknak megkozelitleg gomb
alakja? Miért henger alakt a virdgok szara, a fak torzse? Adott anyagmennyi-
ségbdl késziilt milyen hengeres tartonak lesz legnagyobb a térfogata?

Ezen példakbol is latszik, hogy a fels6bb matematikanak egyik jellemzd
vonasa, hogy igen gyakran dolgozik egyenlétlenségekkel. A maximumproblé-
mék megoldasa -legaldbbis elvben- mindig egyenlGtlenségre vezet, amely azt
a tényt fejezi ki, hogy a tekintett valtozé mennyiség kisebb, vagy legfeljebb
akkora, mint a megoldas altal szolgaltatott maximalis érték. Sok esetben az
ilyen egyenl6tlenségek 6nmagukban véve is érdekesek. A szélsGértékek alta-
lanos elmélete a XV II. szizadban indult el, s a természettudomany egyik
nagy rendszerezé és egységesits elve lett beléle.

Az izoperimetrikus sz6 egyenls (allando) keriiletiit jelent. A sikbeli izope-
rimetrikus tétel kimondja, hogy adott keriiletd lemezek koziil a kérnek a leg-
nagyobb a teriilete. A kornek ezt az extremalis tulajdonsagat mar a gorégok
is ismerték, és igazolni is tudtak. Steiner szamos Gtletes modszert ajénlott
annak a megmutatasara, hogy a kor csak egy adott hosszusagu gorbe, amely
a maximalis teriiletet koriilveszi [13]. Az ilyen extremdlis gorbék létezését
Carathéodory és Study bizonyitotta 1909-ben |2]. A haromdimenzids esetet
elGszor Schwarz bizonyitotta, ennek a belatésa sokkal nehezebb, mint a két-
dimenzios eseté [9]. Az n-dimenzios esettel Schmidt foglalkozott, de ennek a
bizonyitésa fiigg a feliilet fogalmatol [10].

Az izodiametrikus sz6 egyenl$ atmérgjit jelent. A sikbeli izodiametrikus
tétel kimondja, hogy adott atmérdji konvex lemezek koziil a kor a legnagyobb



teriiletd. Altalaban magasabb dimenziéban is teljesiil, hogy a maximalis tér-
fogati, adott atmérdji test a gémb.

Szakdolgozatomban bemutatom az izoperimetrikus és izodiametrikus té-
telek pontos bizonyitasat, illetve a két tétel kozti kapcsolatot. Kiilon foglal-
kozunk a sikbeli esettel, a magasabb dimenzios kérdések koziil csak a harom
dimenzidt targyaljuk részletesen, a tobbi eset hasonléan kezelhets. A bizo-
nyitasokhoz f6képp analitikus geometriai és konvex geometriai eszkozoket
hasznalunk.

A dolgozatban a bevezets szakasz utan 6sszegyiijtjiik a megértéshez sziik-
séges fogalmakat, illetve a hasznalt alapvets tételeket. A harmadik és negye-
dik szakaszokban az izoperimetrikus és az izodiametrikus egyenlGtlenségekre
egy-egy specidlisan sikbeli bizonyitast mutatunk. A zaroszakaszban a maga-
sabb dimenzios kiterjesztés egy lehetséges induktiv itjat mutatjuk be.



2. Geometrial alapismeretek

2.1. Gorbék

Ebben a szakaszban a gorbékrél tanult legfontosabb, a dolgozatban is el-
keriil6 fogalmakat és éllitasokat mutatjuk be. A részletek irant érdekl6ds
olvasonak ajanljuk |7] konyvet, az itt taldlhato Osszefoglald is lényegében
ezen mi alapjan késziilt.

2.1. Definici6. Az 7 : (a,b)(C R) — R?® differencidlhatd figguény képhal-
mazdt eqyszerd gorbeivnek nevezzik, ha r injektiv, inverze folytonos, ésr # 0.
Az r fligguény a hozzd tartozo eqyszerid gorbeiv eqy paraméterezése.

2.2. Definicié. Az r(t) egyszerd gorbeivet rektifikdlhatonak nevezzik, ha a
beirt poligonok hossza rogzitett korldt alatt marad. Ha a gorbeiv rektifikdlhato,
akkor a beirt poligonok hosszdanak felsd hatdrdt a gorbe ivhosszdnak nevezzik.

2.3. Tétel. Ha az r(t) (a < t < b) egyszer folytonosan differencidlhaté
skaldr-vektor fiigguény egyszerid ivet ad meg, akkor ennek az egqyszerd gor-
bének létezik tvhossza és az tvhossz képlete:

5= /ab 17(0)|dt.

2.4. Definicié. Ha |7(t)| = 1, akkor az egyszerd gdrbeiv r paraméterezését
ivhossz szerintinek mondjuk. Az fvhossz szerinti paramétert dltaldban s jeloli.

2.5. Definicié. Az r paraméterezésii eqyszerd gorbeiv t paraméterd pont-
jaban 7(t) érintd irdnya t(t) = r(t)/|7(t)|, az egységnyi érintd vektor. Az
eqységnyt érintdvektor fiiggetlen a paraméterezés vdlasztdasdtol, és az ivhossz
szerinti paraméterezés esetén t(s) = r(s).

2.6. Definicid. A girbe ivhossz szerinti paraméterezésének i*(s) mdsodik de-
rivdltja a gorbe gorbileti vektora, melynek hossza k(s) = |#(s)| a gorbe gor-
biilete, irdnya pedig az n(s) = 7(s)/|F(s)| egységnyi gorbiileti vektor, amit a
gorbe normdlis vektordnak is szokds nevezni.



2.2. Konvexitas

A kovetkezékben az n-dimenzids Euklideszi térben, E"-ben dolgozunk. A
dolgozatban tobbnyire n = 2 vagy n = 3, de az itteni allitasokat altaldnosan
fogalmazzuk meg. Az Gsszefoglald [11] konyv alapjan késziilt.

2.7. Definicié. Valamely ponthalmazt konvexnek neveziink, ha barmely két
pontjaval eqyiitt a pontokat 6sszekitd szakaszt is tartalmazza, vagyis D C E™
halmaz konvex akkor és csak akkor, ha tetszdleges p,q € D esetén pq C D.
Egy A C R" halmaz konvex burkdnak nevezziik a A-t tartalmazo dsszes konver
halmazok metszetét, jele: conv A.

2.8. Definicidé. A belsd ponttal rendelkezd konvex, kompakt ponthalmazokat
konvex testeknek (sikban konvex lemezeknek) nevezziik. Az n-dimenzids kon-
ver testek halmazat K" jeldli.

2.9. Tétel (Carathéodory). Legyen D C E". Ekkor a D halmaz konvex
burkdnak tetszdleges X eleme benne van legfeljebb n + 1 darab D-beli pont
konvex burkdban.

2.10. Definicié. A H hipersik tdmasztja a K konvex testet, ha H (| K # 0,
és a H-hoz tartozo egyik H' (zdrt) féltér tartalmazza K-t. A H -t K egy
tamaszfélterének nevezzik.

2.11. Definicié. Legyenek K, L € R" konvex testek. Ekkor a két test Min-
kowski 0sszegén a kovetkezd konvex testet értjik:

K+L={k+l:keK,leL}.

A konvex testek analitikus elméletében alapvets fontossagi a kovetkezs
egyenlGtlenség.

2.12. Tétel (Brunn-Minkowski-egyenl6tlenség). K, L € E" konver tes-
tek. Ekkor fent dll a kovetkezd egyenldtlenség:

V(K + L)Y" > V(K)Y™ + V(L)'

Egyenldség csak akkor teljesil, ha K és L egqymds pozitiv homotelikus
képe.

A tétel bizonyitasa megtalalhato példaul |11, Theorem 6.1.1].



3. Izoperimetrikus tétel a sikban

Ebben a szakaszban igazoljuk a klasszikus izoperimetrikus egyenl6tlenséget
a sikban. Az egyszeriiség kedvéért csak konvex lemezekkel foglalkozunk. A
bizonyitas 1ényegében a [1] cikkben leirtakat koveti.

3.1. Tétel (Izoperimetrikus tétel). Adott keriletd konver lemezek kiziil
a kornek a legnagyobb a teriilete. Az dllitds egyenldtlenség formdjdban :

L? > 4 A, (1)

ahol L a konvexr lemez keriilete és A a konvex lemez teriilete. Eqyenldség
akkor €s csak akkor teljesil, ha a konvex lemez kor.

A tétel bizonyitasa elGtt néhany el6készité fogalmat vezetiink be, illetve
egy segédallitast igazolunk.

3.2. Definicié. Legyen D C R? konvex lemez, amelynek hatdrgirbéje szaka-
szonként differencidlhato. A D, = {x € D : dist(x,0D) > p} teriletet belsd
parallel tartomdnynak nevezzik p tdvolsdggal, és~, = {x € D : dist(z,0D) = p}
a megfeleld parallel gérbe, amely D,-t hatdrolja.

Ha po jeloli a beirt kor sugarat, akkor D, és vy, az Gsszes p(€ [0, po])
esetén definidlt. Majdnem minden p-ra, a 7, parallel gorbe szakaszonként
differencialhato.

Legyen dx = dxidzs , s az ivhossz, és jelolje

A(p):/Dpdx 63 L(p)://pds

a bels6 parallel tartomény teriiletét és keriiletét.
3.3. Definicié. Legyen D C R? konvex lemez. A

D(p) = {x € R?: dist(D, ) < p}
lemezt a D p sugari kiilsé parallel tartomdnydnak nevezzik.

3.4. Allitas. A D konvex lemez p sugari belsé parallel tartomdnydnak p
sugari kilsd parallel tartomdnydra D,(p) C D teljesiil.



Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy p € D,(p)\D. Létezik = € D,, hogy
Tp < p, és messe xp szakasz D hatarat m-ben. A definiciok miatt

p=Tp>TM = p,

ellentmondés, ami igazolja az allitast. [J

Egy D konvex lemez p sugart kiilsG parallel tartomanyénak keriiletét meg
tudjuk hatérozni, pontosan a D lemez L(D) keriiletének, illetve a p sugara
kor 2pm keriiletének Osszegével egyezik meg a sikban (lasd [6, 4.6. szakasz]),

igy

L(D,(p)) = L(p) + 2p, (2)

ahol L(D,(p)) a belsd parallel tartomany kiilsé parallel tartomanyanak hossza.
A tartalmazést figyelembe véve tudjuk, hogy a L(D,(p)) kisebb, mint az
eredeti D konvex lemeziink keriilete, igy

L(D,(p)) < L.
Amelybe a egyenlGséget behelyettesitve kapjuk, hogy
L(p) +2pm < L.
Atrendezve az egyenl6tlenséget megkapjuk, hogy
L(p) < L —2mp, (3)
A trivialis —A’(p) = L(p) egyenléségbdl segitségével nyerjiik, hogy
—A'(p) < L—2mp

A'(p) > 2mp— L.

Ezt az egyenl6tlenséget p szerint integralva kapjuk a kovetkez6 egyenltlen-
séget:
A(p) > A= Lp+mp*. (4)

(A) Ha p megegyezik pg-al, akkor megkapjuk a Bonnesen-egyenlGtlenséget:

L > A/po+ mpo,

(B) p kikiiszobolése a (3)-bol és a (4)-bol:
A —b()’l kifejezziik p-t, igy a kovetkezs egyenlGtlenséget kapjuk:



1. dbra. A konvex lemez és bels§ parallel tartomanya.

Amelyet a —ba behelyettesitve:

A(p)ZA_% LJ”T(L or )2’
AT A(p) > 4rA —2(L(p) - L — L) + (L(p) — L)?,

dn(A(p) — A) = 2L(p) - L+ 2L* + L(p)* = 2L(p) - L — L?,
dm(A(p) — A) = L(p)* - L,

és atrendezve megkapjuk:
L* — L(p)* = 4m(A — A(p)). (5)

Ha p megegyezik pg-al, akkor megkapjuk a klasszikus izoperimetrikus
egyenlGtlenséget :

L? > 47 A.

EgyenlGség csak akkor allhat ha egyrészt —ben egyenlgség all, vagyis
D,(p) = D, valamint —ben is egyenlGség all p = po esetén. Utobbi azt
jelenti, hogy D,, egyetlen pont, ami D, (py) = D egyenlGséggel egyiitt mu-
tatja, hogy valoban csak korre teljesiil az egyenléség.



4. Izodiametrikus tétel a sikban

Ebben a szakaszban az izoperimetrikus tételhez hasonld allitast igazolunk,
amelyben azonos d4tmérgji konvex lemezeket vizsgalunk. Az itt leirtak lénye-
gében [4] cikkben leirtakat koveti.

4.1. Definicié. Egy D konvex lemez dtmérdjén a leghosszabb hirjanak hosszdt
értyiik, azaz
diam(D) = max{7Ty: x,y € D}.

4.2. Tétel (Izodiametrikus tétel). Adott dtmérdji konvex lemezek kéziil
a kor a legnagyobb teriletd. Azaz tetszdleges diam(D) dtmérdji D konver
lemezre

Agw(dmmT@)2, (0

ahol A a D lemez teriilete.

Elgszor belatjuk a kovetkezs lemmét, amit a [4.2] tétel bizonyitasaban
hasznalni fogunk.

4.3. Lemma. Vegyiink eqy tetszdleges P ponthalmazt, aminek legyen az dt-
mérdje diam(P). Jeldlje S a P ponthalmaz konvex burkdt, azaz S = conv(P).
Ekkor

diam(P) = diam(.S),

azaz a konver burok képzés nem noveli az dtmérdt.

Bizonyitds: Legyen P a ponthalmazunk, és S a konvex burka, azaz S =
= conv(P). Jegyezziikk meg, hogy P C S miatt diam(P) < diam(S).

Vegyiink két pontot a konvex burokbol: sy, s, € S. Ahhoz, hogy a lemmat
igazoljuk, elég lenne taldlnunk p és ¢ pontokat P-ben, amelyek tavolsaga
legalabb s7s5.

A tétel alapjan léteznek olyan pi, po, ps(€ P) pontok, hogy ezeknek a
pontoknak a konvex burka tartalmazza s;-t. [lletve léteznek olyan ¢y, g2, g3(€
€ P) pontok, hogy ezeknek a pontoknak a konvex burka tartalmazza so-t.

A bizonyitas els6 lépése, hogy meré6legeseket allitunk az s;sy szakaszra
51-b6l és s9-b6l az abran lathaté modon, legyenek ezek e és f. Vilagos, hogy
dist(e, f) = 5152. Jelolje et az e egyenes azon (zart) félsikjat, ami nem tar-
talmazza s;-t, és hasonléan f1 az f egyeneshez tartozo azon félsikjat, ami
nem tartalmazza so-t.



2. abra. Carathéodory tétel szemléltetése

Vilagos, hogy a p1, p2 és p3 pontok valamelyike e-ba esik, hiszen e egyenes
metszi a p1paps -t (s biztosan benne van a metszetben). Feltehetjiik, hogy
p1 € et. Hasonloan lathato, hogy ¢, € f*. Igy

5182 = dist(e, f) < piqx < diam(P).

Ebbdl az allitds adodik, mivel s; és sy tetszdleges volt.
Magasabb dimenzidéban a lemma bizonyitasa ugyanezen az elven alapszik.

0J
A2 tétel bizonyitdsa:

Helyezziik el a lemeziinket a koorditanarendszerbe tgy, hogy teljesen a
fels6 félsikba essen, és az origbban érintse az x tengelyt. Ekkor a lemez hatara
leirhato egy f(0) fiiggvénnyel az abra szerint, ahol

r< f(0),é0<6< 7.

Alkalmazzuk a [14]-ben leirtakat a test teriiletének kiszamitasara:

N e
A= /Of(e)de.

Osszuk fel az integralt két részre ugy, hogy
1 w/2 ) 1 ™ )
A=—. f(0)*do + = - f(6)=de.
2 0 2 w/2

9



3. abra. Az f(0) fiiggvény

Majd hasznaljuk a t = 0 —x /2, dt = df helyettesitést, ekkor kapjuk, hogy

1 w/2 ) 1 /2 N 2
A_E-/O £(0) d0+§-/0 f<t+§> dt.

Igy mar egy integral jel ala tudunk mindent hozni, mégpedig

A:%./Oﬂ/2f(9)2+f<9+g>2d6’.

Pitagorasz tétele alapjan az integrandus, éppen a derékszogi haromszog
atfogoja az abran lathato modon.

A definici6 szerint az atfogdé nem lehet nagyobb, mint a lemez diam(D)
atmeérGje, azaz

2
fO)?*+ f (9 + %) < &,
ahol d = diam(D).
Tehat

/2 2 1 /2
- . 2 T < Z. 2
A /O £(0) +f(9+2> o < 3 /0 4240,

DO | —

Amelynél



gy megkapjuk, hogy

d 2
AL -
()

amely az izodiametrikus egyenl&tlenség.
Az egyenlGség vizsgalata nehéz, erre a kovetkezd szakaszban még vissza-
tériink.

O
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5. Az izodiametrikus egyenl6tlenség levezetése
az izoperimetrikus egyenlStlenség segitségé-
vel

Ebben a szakaszban rdmutatunk az Osszefiiggésre az izoperimetrikus és izo-
diametrikus egyenl6tlenségek kozott. A Brunn-Minkowski egyenlétlenség (1asd
tétel) segitségével igazoljuk az izoperimetrikus egyenl6tlenséget, majd
megmutatjuk, ebbdl hogyan vezethetd le az altalanos izodiametrikus egyen-
16tlenség. A hidat a kett§ kozott az tétel teremti meg.

A szakaszban lényegében a [8] cikk elsG felében leirtakat kovetjiik. Az
izodiametrikus egyenlGtlenségre szamos bizonyitas ismert. A bemutatott 1j
modszer elénye, hogy segitségével az izoperimetrikus egyenlGtlenségre ismert
stabilitasi eredmények ,athizhatéak” az izodiametrikus egyenlGtlenségre is.
Ennek ismertetése mar tulmutat ezen dolgozat keretein, az érdekl§dé olva-
sonak ajanljuk a mar emlitett [§] cikket.

Els6 lépésként igazoljuk az izoperimetrikus tételt tetszdéleges dimenzio-
ban.

5.1. Tétel (Izoperimetrikus tétel). Legyen K n-dimenzids konvexr test,
jelolje A( ) a felszint, V() a térfogatot. Ekkor

(AK)"  (AB")"

V)= = V(B

ahol B™ az eqyséqgombdt jeléli. Eqyenldség csak gombre teljestil.

Bizonyitds:
A Minkowski-féle felszin definici6 szerint
K B — V(K
A(K) = lim LK +EBY) —VIE)

e—0t 5

Végezziik el a kovetkezs becslést a Brunn-Minkowski egyenlétlenség (2.12)
tétel) segitségével

V(K +eB") > (V(K)'" + (V(eB")Y")" = (V(K)Y" +e(V(B™)/")".
(7)

A binomiélis tétel segitségével kapjuk, hogy
(V(E)Y"+mv(B™)Y™)" = V(K) +en-V(K)®D/"y(BY)Yn 4 £2(..).

(8)
A formula és a formula 6sszehasonlitasaval adodik, hogy

12



V(K +eB") > V(K) +en- V(K)" D"y (BMY" 4 £2(..).
Az egyenl6tlenség mindkét oldalabdl kivonva V (K)-t nyerjiik, hogy

V(K 4+ eB") = V(K) > en - V(K)" D™y (BMY™ 4 £2(.).

Majd leosztva e-nal mindkét oldalt, megkapjuk a koévetkezd egyenlGtlen-
séget

V(K +¢eB") - V(K)

>n - (V(K)™ DV (BY)Y" ().

Ezutan ¢ — 07 hatértékkel szamolva az e szorzoként tartalmazo tagok
eltinnek, igy

A(K) = lim V(K +eB") — V(K)

e—0t IS

> n - (V(K) "DV (™).
Ezutan emeljiik a n-edik a hatvanyra az egyenlGtlenség mindkét oldalat

(A(K))" = n" - (V(E) " VV(B).

Rendezziik az egyenl6tlenséget a kdvetkezé moédon

(A(K))" n" - V(B")(V(B")"!
> V(BY) =
vy =V = T e
Ahol tudjuk, hogy A(B™) =n-V(B"), amely alapjan megkapjuk a kere-
sett egyenlGtlenséget :
A(K))"
(V(K))t

Az izodiametrikus tételt a kivetkezd tétellel egyiitt tudjuk igazolni.

5.2. Tétel. Ha K egy konvez test R"-ben, aminek az dtmérdje 2, azaz diam(K) =
= 2, akkor
A(K) < A(B"),

ahol B™ az eqységgombot jeloli. Amikor n > 3, eqyenldség akkor és csak akkor
telyesiil, ha K gompb.
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5.3. Tétel (Izodiametrikus tétel). Legyen K egy n-dimenzids konvex test,
amire diam(K) = 2, és jeldlje V() a térfogatot. Ekkor

V(B") = V(K),
ahol B™ az eqységgombit jeloli. Eqyenldség csak gomb esetén dll fent.

El6szor is jegyezziik meg, hogy mindkét allitas trividlis az n = 1 esetben.
Miel6tt ratérnénk az altalanos bizonyitasokra, igazoljuk a kovetkez6 lemmat,
amit hasznalni fogunk.

5.4. Lemma. A (merdleges) projekcio nem nioveli az dtmérdt.

Bizonyitds:
€
B
d
A o B*
; f
A B

4. abra. Projekcid

Vilagos, hogy elegend§ azt igazolni, hogy egy szakasz hossza nem néhet,
ha merélegesen vetitjiik egy egyenesre. Ebb6l az allitas azonnal kévetkezik.

Legyen D konvex tartomany és az atméréje d, azaz diam(D) = d és legyen
f tetszéleges egyenes.

Ekkor vegyiink egy tetsz6leges AB szakaszt D-ben, az AB egyenest jeldlje
e. Nyilvan d > AB. Ezutéan legyen az A’ és B’ az A és B pont merdleges
vetiilete az f egyenesen. Megkaptuk a d’ szakaszt, azaz d' = A'B’.

Legyen ¢ az a sz0g, amelyet az e egyenes zar be az f egyenessel. Vegyiink
az f egyenessel parhuzamos egyenest az A ponton keresztiil, ekkor a BB’
szakaszon megkapjuk a B* pontot. Igy AB* = d'. Az AB*B haromszog A
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csticsanal 16v6 szog is ¢ az egyallast szogek tulajdonsagai miatt. Tgy kapjuk,
hogy A’/B’ = AB* = ABcosyp < AB < d.

Tehat egy szakasz merdleges vetiilete nem lehet hosszabb az eredeti sza-
kasznal. Hosszuk csak is akkor egyenls, ha a szakasz parhuzamos azzal az
egyenessel, amire vetitjiik.

OJ

Kovetkezd lépésként az tételt igazoljuk n = 2 esetben.

Minden v € 9B? egységvektor esetén, legyen K mer6leges vetiilete a v-re
merdleges egyenesre K.

Az lemma, és a diam(K) = 2 feltétel miatt igaz a kovetkezd egyen-
16tlenség

diam(K,) = V(K,) < diam(K) = 2.
A Cauchy-formulat (lasd [12, (6.12) formula, 222. old]) alkalmazva kap-
juk, hogy
AK) = —/ V(K,)dv.

A fenti becslést alkalmazva a kovetkezd egyenl6tlenséghez jutunk

1 2m
AK) < —/ 2de.
2 0

Az egyenlétlenség jobboldalat kiszamolva nyerjiik, hogy

A(K) < /27r de = 27 = A(B?).

A jobboldalon éppen az egység sugart kor keriiletét kaptuk. Igy bebizo-
nyitottuk az [5.2] tételt kétdimenzioban.

A kovetkez6 lépésként az 5.3 tételt igazoljuk n = 2 esetben az és
az tételek segitségével.

Az Bl tétel kétdimenzios esetben a kovetkezo:
L? > 47 A.

A B" ebben az esetben az egység sugaru kort jelenti, igy az tétel kétdi-
menzids esetben a kovetkezs:
2m > L.
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Az B.1] és az tétel osszevonasaval kapjuk, hogy
(27)? > 47 A,

4 > A7 A.
Az egyenl6tlenség mindkét oldalat leosztva 4m-vel megkapjuk, hogy

T > A.

Amely éppen a keresett egyenlétlenségiink. Tehat

V(B?) > V(K).

Kovetkez6 1épésként az tételt igazoljuk n = 3 esetben.

Minden v € 9B? egységvektor esetén, legyen K merdleges vetiilete a v-re
merdleges (origot tartalmazo) sikra K.

A Cauchy-formula (lasd [12, (6.12) formula, 222. old]) hasznalataval meg
tudjuk hatarozni K testiink felszinét:

A == [ v

™

ahol V(K,) jelen esetben K, konvex lemez teriiletét jeloli.

Ennek a tovabbbecslésére sziikség van egy fels6 korlatra. Ezt az [5.3] té-
tel 2-dimenzids esetébdl, és az lemmébol adodd diam(K,) < 2 feltétel
segitségével kapjuk meg, amely igy a kovetkezs

V(K,) <.
Tehat

T

A(K) < —/ mdy.
oB?
A jobboldalt kifejtve nyerjiik, hogy
A(K) < / dv = 47 = A(B?).
oB2

A jobboldalon éppen az egység sugart gomb felszinét kaptuk. Igy bebi-
zonyitottuk az[5.2] tételt haromdimenzioban.

A kovetkezs lépésként az [5.3] tételt igazoljuk n = 3 esetben az és
az tételek segitségével.
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Az 511 tétel haromdimenzids esetben a kovetkezd:
L? > 36mA2.

A B™ ebben az esetben az egység sugari gombot jelenti, igy az [p.2] tétel
haromdimenzioés esetben a kovetkezo:

4 > L.
Az [B.1] és az tétel Osszevonasaval kapjuk, hogy
(4m) > 36w A%
373 > 4. 3271 A%
Az egyenlGtlenség mindkét oldalat leosztva 4m-vel megkapjuk, hogy
42712 > 3242
Mindkét oldalbdl gyokot vonva ill. leosztva 3-al nyerjiik, hogy

4
T oA
5 2
Amely éppen az tétel haromdimenzios esete, igy igazoltuk ebben a

dimenzidéban is. Tehat

V(B*) > V(K).

Altalanossagban, azaz n > 3 esetben is ugyanigy mikodik a bizonyitas me-
nete. A kovetkezd abra szemlélteti az izoperimetrikus, az izodiametrikus és
az tétel kapcsolatrendszerét. A magasabb dimenzios implikaciok kimu-
tatasa a fentiekkel teljesen analdg, ezeket az olvasora bizzuk.
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dimenzio Izodiam. tétel 5.2, tétel Izoperim. tétel

<

/

DN
%\%
S ENE ENEEN

{j\

Az egyenlGség esetének pontos leirdsa tovabbi vizsgalatokat igényel. Ttt csak
annyit jegyziink meg, hogy lényegében trivialisan kovetkezik [5| cikkben leirt
eredményekbdl.
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