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1. Bevezetd

A dolgozatban a képtar probléméval illetve annak egy valtozataval fogalalkozunk.
Victor Klee 1973-ban vetette fel a jol ismert kérdés, hogy hany 6r sziikséges egy n
oldalu sokszog alaprajzu képtar 6rzéséhez. Erre a kérdésre Vaclav Chvatal adott
mindenre kiterjeds valaszt 1975-ben [10]. Késébb a probléméanak szamos varidnsa
sziiletett, és a képtar problémak a kombinatorikus geometria kiilon agavé fejlédtek.
A szakdolgozatban a teriilet egy nagyon 1j, 2013-as eredményét dolgozzuk fel,
amiben szakaszonként konvex hatara alaprajzi képtérakra bizonyitunk optimaélis
becslést az 6rok szamara.

2. A klasszikus képtarprobléma

A klasszikus képtarprobléma targyalasakor egy zéart, nem 6natmetszd tordttvonal
altal hatéarolt, zart P teriilettel, roviden sokszoggel dolgozunk. Ezt, a probléma
soran képtarnak nevezett, halmazt szeretnénk 6rizni 6rokkel, azaz P-beli pontok-
kal. Olyan pontokat keresiink, hogy P minden pontja legaldbb az egyikbdl lathato
legyen. Egy pont pedig akkor lathaté a masikbol, ha az altaluk meghatarozott zart
szakasz része P-nek.

Chuvdtal klasszikus tétele. Minden n > 3 oldali sokszdg beldthato |3 | alkalma-

san vdlasztott drrel, és vannak olyanok, amelyekhez sziikséges ennyi pont.

Bizonyitds. Steve Fisk a kovetkezsképpen bizonyitotta Chvatal tételét [9]. Vegyiik
a sokszog egy triangulaciojat. Tekintsiik azt a G grafot, amelynek cstcsai a po-
ligon csiicsai, két csiics pedig akkor szomszédos, ha a triangulacioban van olyan
haromszog, aminek mindkettd csiicsa, tovabbé azt a dudalisnak nevezett D gréfot,
melynek csticsai a haromszogek, amiket akkor kot dssze él, ha van kozos oldaluk.

Vil4gos, hogy D egy fa. Ennek egyik gyokerébdl kiiduld bejaréas szerint haladva
G a kovetkezSképpen haromszinezhets. Az els6 haromszoget tetszélegesen szinez-
ziikk. Eztuan az aktualis hdromszognek mindig pontosan egy szomszédos harom-
szoge volt mar szinezve, tehat két csticsa mér szines, igy a harmadik megvalasztasa
is egyértelmtd. A skatulya-elv alapjan lesz olyan szin, amivel maximum [%| cst-
csot szineztiink. Mivel mindegyik haromszoghoz tartozik mindharom szini cstcs,
egy haromszog pedig mindegyik csticsabol beldthato, igy ezen cstcsok megfelel
véalasztasok 6rokként.
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1. abra. Egy triangulasci6 haromszinezése

A masodik allitasra az alabbi abraval szemléltetett sokszogek a példak. Lat-
hato, hogy | %] féstifog allithato Ossze n darab cstics segitségével, és hogy az egyes
fogak belatdsdhoz alkalmas pontok T; halmazai nem metszik egymés. Ennek ko-
vetkezményeképpen tehat sziikséges az allitasban szereplé mennyiségli pont.

2. abra. Féstifogas poligonok

3. El6zmények

A problémanak azota szamos valtozatat vizsgéaltak. Az egyik osztéalyozasi lehets-
ség az 6rokre vonatkozo korlatozasok szerint torténhet. Pontéroknek a klasszikus
eset Greit hivjuk, amikor azok a képtar barmely pontjai lehetnek. Cstcséroknek
azokat nevezziik, amelyek a sokszognek cstcsai, éléroknek pedig azokat, amelyek
a poligon éleinek elemei. Az utoébbiakat Toussaint 1981-ben vezette be.



O’Rourke 1983-ban mozg6 6roket engedett meg, amelyek egy zart képtarbeli
szakaszon mozoghatnak [7], azaz a lathatosag az 6rnek mindsiils szakaszon vett leg-
alabb egy pontra teljesiil. 1990-ben Urrutia bevezette 6rok azon valtozatat, melyek
korlatozott latoszogben 6riznek, vagyis az 6rzott pont és az 6r altal meghatarozott
szakasznak egy adott adott szogtartoményba kell esnie.

A képtarak forméja szerint is osztalyozhatjuk a problémakat. Ortogonalis po-
ligonoknak azon sokszogeket hivjuk, amelyek minden szdge konvex vagy konkav
derékszog. Minthogy a valésagban gyakran ilyenek az épiiletek, és ezekre jobb kor-
lat adhato, népszertivé valt. 1983-ban Kahn, Klawe és Kleitman bizonyitotta az
ezzel kapcsolatos elsé nagyobb eredményt (3], vagyis hogy | 5] elég és néha sziik-
séges mennyiségl pontdr.

Lukas poligonnak azt a halmazt nevezziik, amely el6all egy P poligon és h
darab paronként diszjunkt P-beli poligon belsejének kiilonbségeként. Ilyen kép-
tarakra az els§ nagyobb eredményt O’Rourke bizonyitotta, hogy L%%j csucsor
elég [6], de sejtését, hogy mar L”T%J is megfelel, csak a h = 1 esetre bizonyitotta
Shermer. Pontérokre ez utobbi éles eredményt egymastol fiiggetlentil bizonyitottak

Bjorling-Sachs és Souvaine illetve Hoffmann, Kaufmann és Kriegel [2].

Hasonléan O’Rourke azt is bizonyitotta 1982-ben, hogy a lukas ortogonélis
poligonok |22 | érrel ¢rizhetsk [6], és megsejtette, hogy |2] is elegends. Ezt
1990-ben Hoffmann bizonyitotta [1].

Nemrégiben Karavelas, Tsigaridas és Toth altalanositotta a problémét olyan
képtarakra, melyeknek élei nem szakaszok, hanem tetszéleges Jordan-gorbék |[8].
Ugyan altalanosan nem hatarolhato ilyen képtarak belatdsdhoz sziikséges orék
szdma a csicsok szamanak fliggvényével, azonban ha kikotéseket tesziink ezen
élekre, akkor kiilonbo6z6 kezelhet6bb esetet kapunk. Példak az altaluk vizsgalt tipu-
sokra: szakszonként konvex vagy konkav, lokalisan konvex vagy konkav poligonok.
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3. abra. Képtarak néhany tipusa



Ezen dolgozat a szakaszonként konvex képtarak pontérokkel valo belatasval
fogalalkozik, specidlisan azok szamanak altalanos, a képtéar csiicsainak szaméval
meghatarozhaté korlat konstruktiv bizonyitasaval, amely Javier Cano, Csaba To6th
és Jorge Urrutia kozos bizonyitasan alapszik [4].

4. A tétel kimondasahoz sziikséges fogalmak

4.1. Szakaszonként konvex zart gorbe

Egy 6nmagéit nem metszd, folytonos, zart sik-gorbét akkor neveziink szakaszon-
ként konvex gorbének, ha létezik olyan, az éramutatd jarasa szerinti sorrendben
indexelt {po, p1,p2,-.-Pn = po} (n € N) ponthalmaz a gérbén, amelyre fennéllnak
az alabbiak:

1. Minden k € {0,1,...n — 1} esetén a py és pry1 kozotti gorbeszakasz plusz a
DPrDr+1 Szakasz altal kozrezart halmaz konvex.

2. Minden k € {0,1,...n—1} esetén py, és px.1 kozotti gorbeszakaszon minden
pont a prpprr1 szakasz bal oldalan fekszik.

Egy ilyen gorbe altal hatarolt zart teriiletet szakaszonként konvex képtarnak
neveziink. Rogzitsiink egy minimaélis elemszamu olyan ponthalmazt, amelyre a
fentiek teljesiilnek. Nevezziik ezeket a pontokat a képtar és hataranak csicsainak.

4.2. Pontok és drok

Legyen L C R? és o € L tetszbleges, 6rnek nevezett pont. Azt mondjuk, hogy
p € L lathaté o 6rbél, ha minden = € op pontra x € L fennall, azaz op C L.

Legyen O := {01,02,...0,} (n € N) C L tetsz6leges 6rok halmaza. Azt mond-
juk, hogy egy p € L pont lathato O halmazbdl, ha létezik x € O, ahonnan lathato.

Egy o 6r illetve 6rok O halmazabol belatott teriiletnek azon p € L pontok
Osszességét nevezzilk, amelyek belathatok az o 6rbdl illetve 6rék O halmazabol.
Nyilvanvalo, hogy O halmazbdl belatott teriilet ugyanaz, mint az abban levé 6rok
altal belatott teriiletek unioja.



5. F6 eredmény

Cano, Toth és Urrutia szakaszonként konvexr képtdrakra vonatkozo
tétele. Barmely L szakaszonként konvex képtdrhoz, amelynek csiucsainak szama
n (n € {2,3,...}), létezik 6rik olyan halmaza, amely elemeinek szima nem na-
gyobb mint [5], és amely dltal belatott teriilet egész L, tovabbd minden n esetén
létezik olyan szakaszonként konvex képtdr, hogy [5] sziikséges annak beldtdshoz.

5.1. Az allitas masodik felének igazolasa

Bizonyitds. A masodik allitas igazolasdhoz Karavelas, Toth és Tsigaridas [8] egy
olyan szakaszonként konvex képtéarat konstruélt, amelynél minden konvex gérbe-
szakaszra igaz, hogy az egyik cstcsaban érint§ egyenesén fekszik mindkét cstcs.
Konkrétabban egy ilyen elGallithato egy szabélyos sokszogbdl kiidulva.

Vegyiik minden wecsticshoz az altala és utdna kovetkezd v cstcs altal meghata-
rozott félegyenest, majd rajzoljunk egy olyan kort, ami v-nél érinti a félegyenest,
és nem metszi a tobbi félegyenes egyikét sem, azaz elég kicsit ahhoz, hogy az adott
szogtartomanyban maradjon. Vegyiik azt a w csticsbol kiindul6 érintGszakaszat a
kornek, amelyik nem megy at v-n. Ez az érint§ szakasz és a kor megfelel§ része
egyiitt egy konvex gorbét alkotnak. Az igy konstrualt konvex gérbék egy megfelel
szakaszonként konvex képtarat alkotnak.

4. abra. Sikidom, amelyhez sziikséges [§] 6r



Legyen T; az i-edik és az azt kdvetd cstucs kozotti szakasz és a fenti médon hoz-
zédjuk megalkotott konvex gorbe altal kozrezart teriilet. Minthogy a gérbék érintik
a csucsaik altal meghatarozott szakaszt, nyilvanvalo, hogy T; (i € {1,2,...n})
teljes belatashoz kell olyan o &rt valasztani, hogy o € T;, tehat {11,Ts,...T,}

tertiiletekbdl egy 6r egyszerre maximum kettGt 14t be, ha az éppen cstics. Emiatt

nem lehetséges [ ]-nél kevesebb érrel belatni a sikidomot.

6. Fels6 korlat bizonyitasdhoz sziikséges fogalmak

6.1. Konvex dekompozicid

Legyen L C R? zart halmaz. Jeloljiik bd(L)-lel annak hatarat, int(L)-lel belsejét,
P(L)-lel pedig hatvanyhalmazat, azaz Osszes részhalmazanak halmazat.

s s

mazok Osszeségét nevezziik, melyek belsejei paronként nem metszik egymast és
egylittesiik maga L, azaz: H := {Hy,Hs,...H,} (n € N) C P(L) és U{H; :i €
{1,2,...n}} = L ésint(H;) N int(Hy) iires ha i és k kiilobozéek. Ekkor H elemeit
cellaknak nevezziik.

¢

5. dbra. Konvex dekompozicio



6.2. Dekompozicié grafja és dualis grafja

Legyen C(H) :=|J{ANBNC: A B,C € HU{bd(L)} és A, B, C kiilonboz6ek} a
‘H dekompozicié cstucsainak halmaza, vagyis azon pontok, melyek legalabb hé-
rom cella, vagy legalabb két cella és L hataranak metszetei. Legyen tovabba
E(H):={ANB:A BeHés A B kiillonbozéek} az éleinek halmaza.

Legyen G(H) az a graf, amelynek csicsai C(H), tovabba ¢; € C(H) és ¢, €
C(H) kiilonboz6 csticsok pontosan akkor szomszédosak, ha de € E(H) hogy ¢; € e
és ¢ € e. Ezt a grafot a dekompozicio grafjanak nevezziik. Ennek éleirsl gyakran
geometriai értelemben beszéliink, azaz azonositjuk Sket a benniik levé csticsok &l-
tal meghatérozott zart szakasszal.

Legyen D(H) az a graf, amelynek csticsai a H halmaz elemei, tovabba H; € ‘H
és Hp € H csucsok pontosan akkor szomszédosak, ha metszetiik nem tires. Ezt
a grafot a dekompozicié duléis grafjanak nevezziik. Vegyiik észre, hogy a duélis
grafnak minden legalabb harom cstucsi teljes részgrafjanak megfeleltethets egy
C(H)-beli, nem L hataran 1év6 elem. Ennek az éleit is olykor azonositjuk geomet-
riai értelmezésiikkel, azaz a benniik 1év6 cellak metszetével.

6. abra. Dualis graf



6.3. Normalis dekompozicié

c st

neveziink, ha elemszama L cstucsainak szaménal eggyel tobb, és a hozza tartozo
G(H) grafnak létezik olyan G4(H) irdnyitasa, amelyre az alabbiak igazak:

1. L csucsai a dekompozicié cstcsai is, és azoknak a ki-foka 1.
2. Minden csticsnak, ami nincs L hataran, a ki-foka 1.

3. Mindegy egyéb cstcsnak a ki-foka 0.

7. abra. Normalis dekompozicio

7. Kedvez6 dekompozicé konstrualasa

7.1. Szakaszonként konvex képtar standard dekompoziciéja

Itt rogton kitérnék arra, hogy két cstucsu képtar trividlisan belathato egy &rrel,
emiat a tovabbiakban feltessziik, hogy csiicsok szama legalabb harom.

Legyen L egy szakaszonként konvex képtar, annak csicsai py,po,...p, (akar-
milyen sorrendben). Legyen H := {L} az eddig megvalasztott halmazok halmaza,
E pedig az eddig megvalasztott szakaszok halmaza. Végezziik el az aldbbiakat az
Osszes csucsra egyesével:

10



1. Vegyiik a p; cstcs két oldalan 1évE konvex gorbe szakaszok p;-nél 1évs félérin-
t6i altal meghatarozott zart szogtartomanyt.

2. Valasszunk ezen szogtartomanybol egy tetszéleges nyilt félegyenest p; kezdd-
ponttal. Vegyiik észre, hogy ez a félegyenes mindkét gorbe-szakasszal konvex
szoget zar be. Ezutan keressiik meg az eddig megvalasztott szakaszokkal il-
letve L hataraval vett metszéspontjai koziil azt, amely legkozelebb van p;
csucshoz. Legyen ez a pont g;.

3. Valasszuk be p;q; szakaszt E-be, az altala kettévagott E-beli szakaszt (ha
van ilyen) illetve H-beli elemet cseréljiik le arra a ketts zart szakaszra illetve
halmazra, amire azokat felvagja.

Az igy kapott H halmaz az L képtarnak egy normalis dekompozicidja, és stan-
dard dekompozicidonak nevezziik. Az eljaras soran folyamatosan megfeleltethe-
t6k az E-beli szakaszok és a végpontjaik altal alkotott graf élei.

Nyilvanvalo, hogy minden egyes lépés soran pontosan eggyel né ‘H elemszama,
és hogy a konstrukcié végén minden H-beli elemet konvex szogben talalkozo sza-
kaszok, vagy az eredeti konvex gorbe-szakaszok részei hatéaroljak.

Ha az tjonnan bevalasztott szakaszokat p;q, szerint iranyitjuk, tovabba az al-
tala felvagott prql szakasz két oldalat prq; és @iq szerint, akkor az eljaras soran
folyamatosan teljesiilnek a normalitas kritériumai.

7.2. A cellak osztalyozasa

Vegyiik észre, hogy H celldi mind legaldbb egy cstcsat tartalmazzak L képtarnak,
hiszen minden cella a konstrukci6 sorédn ugy keletkezett, hogy egy csticsbol induld
szakasszal daraboltunk egy zart halmazt.

Azon cellakat, amelyek L képtar legalabb két csucsat tartalmazak, kedvezd,
amik csak egyet, kedvezé6tlen, amelyek pedig csak csiicsban vagy cstcsokban met-
szik L hatérat, ciklikus cellaknak nevezziik. Egy dekompoziciét akkor hiviink ked-
vezének, ha minden benne foglalt cella kedvezé.

Mivel egy ciklikus cella minden csticsdnak ki-foka egy, igy sziikségképpen ezen
csticsok a dekopozicié grafdban kort alkotnak. Ilyen helyzet akkor fordulhat eld, ha
a standard dekompozicié konstrualasakor olyan félegyenest valasztottunk, amely
éppen egy masik csicsot metszett elGszor.
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7.3. A dekompozicié grafjanak a komponensei

Lemma. Legyen H az L szakaszonként konvex képtdr standard dekopozicidja.
Minden mazimdlis dsszefiiggd részgrifia Gqa(H)-nak vagy egy forditva irdnyitott fa
valamely, nem L csicsdba, de annak hatdrdra esd gyokérrel; vagy egyetlen (irdnyi-
tott) kor van benne, ami eqy ciklikus celldt hatdrol.

Bizonyitds. Legyen T egy maximalis Osszefiiggs részgrafja G4(H)-nak. Mivel min-
den cstucsnak a ki-foka maximum egy, igy 7" minden kore iranyitott. Ha van két
irdnyitott kor, azok a fokszamra tett feltevés miatt nem metszhetik egymast. Ha-
sonldan, ha a két iranyitott kor diszjunkt, akkor ket egy tttal 6sszekotve az sziik-
ségképpen tartalmazna (legalabb) kettd ki-foku cstuicsot; igy 7' nem tartalmazhat
egynél tobb kort.

Ha nincs T-ben kor, akkor az visszafele iranyitott fa, hiszen a ki-fokok nem
nagyobbak egynél, és a konstrukcié miatt egyetlen olyan csticsa lehet csak, aminek
ki-foka nulla, az kénytelen a gyokér lenni, ami pedig csak olyan csiics lehet, ami
L-nek nem a csucsén, de a hataran van.

]

Azon cellakat, amelyek cstcsai koziil van legalabb egy, ami T-nek csucsa, T
kisérg cellainak nevezziik. Tovabba, ha T egy ciklikus cellat hatarol, akkor azt,
kiilonben a T' gyokerét tartalmazo cellak koziil azt a kett6t, amelyek L hatarat
nem csak egy pontban metszik, specialis celldinak nevezziik.

7.4. KedvezS dekompozici6 kialakitasa

Lemmal. Minden legaldbb két csiucsiu szakaszonként konvex képtdarhoz létezik ked-
vezd dekompozicio.

Bizonyitds. Legyen L egy tetszéleges szakaszonként konvex képtar, és vegyiik an-

“ .0,

irt modszerrel folytonosan attranszformalhaté kedvezd dekompozicidba, tgy, hogy
kézben végig érvényesiilnek az alabbiak:

1. G4(H) minden e éléhez létezik L-nek olyan csicsa, ami vagy kezdd csicsa
vagy utolso cstcsa egy olyan iranyitott ttnak, aminek az e él eleme, és amely
utban 1évé cstcsok egy egyenesen fekszenek.

2. Ha egy cella L egy csticsat tartalmazta, akkor azt végig tartalmazza. Kévet-
kezésképpen a mér kedvezd cellak kedvez&k maradnak.

3. A dekompozicié normélis marad.
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4. Minden ciklikus cella ciklikus marad.

Nyilvanvalo, hogy a masodik feltétel a kiindulasi standard dekompozicioban
igaz, hiszen a konstrukciéban csak csticsokbol kiidulo szakaszokat hasznaltunk an-
nak megkonstrualasihoz.

A bizonyitast a jobb érthetéség kedvéért két szakaszra tagoljuk.

7.5. Nem ciklikus kedvezdtlen cellak kezelése

Keressiink egy kedvez6tlen nem ciklikus ¢ € ‘H cellat. Ezen cella pontosan egy csi-
csat tartalmazza L-nek, ahogyan azt kordbban észrevettiik. Legyen ez a cstcs v.
G4(H) azon élei, amelyek ¢ hataran vannak, egy v kezdeti irdnyitott utat alkotnak.
Mivel ¢ nem ciklikus, és nem is kedvezg, ezért az ut v melletti egyik konvex gérbe-
szakaszon végzddik, ellenkezd esetben nem lehetne konvex. A ¢ hatara menti atnak
lehetnek olyan részei, melyeken tobb mint két cstics egy egyenesen fekszik, emiatt
legyen {ey, e, ...ex} azon leghosszabb részutainak halmaza, amelyek cstcsai egy
egyenesen fekszenek, és tegyiik fel, hogy az indexelést az iranyitasnak megfeleGen
valasztottuk. (Az e; utak nem feltétlentil a dekompozicio élei.)

Legyen y kezd6 x pedig végz&ds csicsa e, utnak. Mozgassuk x pontot foly-
tonosan az L-t hatérolé megfelels gorbe-szakasz mentén v-vel ellentétes iranyba
ugy, hogy kozben az ep-n fekvd cstucsok is kollinedrisan mozognak az e;-n kiviili,
bel6liik indul6 szakaszok mentén. Ha egy csticshoz tobb ilyen szakasz is taldlhato,
akkor a cstics lecserélhetd egy utra, ami az emlitett szakaszok és az Ty metszeteit
tartalmazza, illetve, ha x taldlkozik G(H) egyik csucséval, akkor is hasonloképpen
fel lehet venni egy plusz rész-utat.

8. dbra. Nem ciklikus cella deforméalasa
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Ilyen esetben is megérzédnek a Gy4(H)-ra vonatkozd fokszam kritériumok és
nyilvanvalo, hogy egyik cella sem vesziti el olyan cstcsat, ami L-nek is csiicsa, és
a mozgatas soran ez az egyetlen mivelet, ami a Dy(#H) grafon modosit annak nem
geometriai értelmezésében. Azt is vegyiik észre, hogy 14j cella nem alakulhat ki, és
olyan helyzet sem allhat eld, hogy e egyik éle egy pontba hitizodna Ossze.

Ha x eléri a v; melletti csticsot, vagy egy olyan helyzetet, hogy Ty nyilt szakasz
tartalmazza L barmely csiicsat, akkor a ¢ cellat kedvezs cellava transzformaltuk.

Ha a mozgatas kozben ey kollineédrissa valik ej_i-el, akkor ismét megkonstru-
alhato az {ej, eq, ... e} halmaz, k csokken, és folytathato a transzformalas.

Ez utobbi biztositja, hogy ¢ végig konvex marad, kivéve, ha k = 1, ekkor vi-
szont a gorbe-szakasz konvexitasa miatt nem sériilhet a cella konvexitésa.

Az, hogy az e;-n kiviili, nem megsziing élek az els feltételt nem sértik, nyilvan-
valo, e éleire ugyan ideiglenesen nem lesz igaz, azonban mivel a mozgatas végén
L-ben végzddik ey, ezért az ismét igazza lesz. A harmadik és negyedik feltételek
teljestilése trivialis.

7.6. Ciklikus kedvezdtlen cellak kezelése

Keressiink egy kedvezé6tlen ciklikus ¢ € H cellat. Ezen cella pontosan egy csiicsat
tartalmazza L-nek, ahogyan azt korabban észrevettiik. Legyen ez a cstics v. Gy(H)
azon élei, amelyek ¢ hataran vannak, egy iranyitott kort alkotnak. A ¢ hatara menti
koérnek lehetnek olyan részei, melyeken tobb mint két cstcs egy egyenesen fekszik,
emiatt legyen {ey,es,...ex} azon leghosszabb részutainak halmaza, amelyek csu-
csal egy egyenesen fekszenek, v-t6l az irdanyitas szerint szamozva. Az e; utak theat
nem feltétleniil a dekompozicio6 élei.

Legyen y kezd6 x pedig végz6ds csiicsa ep_o ttnak, ami létezik, hiszen k leg-
alabb harom. e;_; ttnak van kollinearis folytatasa valamelyik irdnyba tgy, hogy
az tartalmazz L egy csucsat. Nyilvanvaléan ez csak x iranyaban lehet. Legyen L
szoban forgd csiicsa w. Mozgassuk = pontot folytonosan e,_; mentén w franyaba
ugy, hogy kozben a belsd csticsok is kollinearisan mozognak az ep_o-n kiviili, be-
161iik induld szakaszokon. Ha egy csiicshoz t6bb ilyen szakasz is talalhato, akkor a
csucs lecserélhets egy tutra, ami az emlitett szakaszok és az Ty metszeteit tartal-
mazza, illetve, ha = talalkozik G(H) egyik csicsaval, akkor is hasonloképpen fel
lehet venni egy plusz rész-utat.
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9. abra. Ciklikus cella deforméléasa

Hasonl6an a nem ciklikus cellak esetén leirtakhoz: megérzédnek a G 4(H)-ra vo-
natkozo fokszam kritériumok és igaz, hogy egyik cella sem vesziti el olyan cstcsét,
ami L-nek is cstcsa, és tovabbra is ez az egyetlen mitvelet, ami a Dy(H) grafon
modosit annak nem geometriai értelmezésében. Hasonldan 1j cella sem alakulhat
ki, és olyan helyzet sem allhat el§, hogy e, egyik éle egy pontba htizodna Ossze.

Ha x eléri a w cstcsot, vagy egy olyan helyzetet, hogy xy nyilt szakasz tartal-
mazza L barmely csticsat, akkor c cellat kedvezd cellava transzformaltuk.

Ha a mozgatéas kozben ep_o kollineédrissa valik ej_z-mal, akkor ismét konstru-
alhato az {ey, eq, ...ex} halmaz, k csokken, és folytathato a transzformélés.

Ez utobbi biztositja, hogy ¢ végig konvex marad, kivéve, ha k = 3, ekkor vi-
szont nyilvanvaléan nem alakulhat ki konkév szog y cstcsnal.

Az, hogy az e,_o-n kiviili, nem megsziing élek az elsé feltételt nem sértik, nyil-
vanvalo, e,_o éleire ugyan ideiglenesen nem lesz igaz, azonban mivel a mozgatés
végén L-ben végzddik e o, ezért az ismét igaz lesz. A harmadik és negyedik felté-
telek teljestilése itt is trivialis.
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7.7. Kedvezs dekopozicié dualis grafja

Legyen H egy rogzitett kedvezs dekompzicio. Legyen G4(H)-ban T egy maximaélis
osszefiiggd részgraf, és D(H) dualis grafnak legyen D(T') az a részgrafja, amely
T-nek a kisérs cellait tartlamazza cstucskét.

Vegyiik észre, hogy D(#H) minden cstcsa legalabb masodfokd, azaz midnen
cella legaldbb két mésikkal szomszédos. Ez csak akkor nem trivialis, ha egy cellanak
csak egy belsd éle van, ilyen esetben az sziikségszertien az egyik csicsban végzédik,
aminek ki-foka egy, igy kell legyen maésik ¢él is abbdl csticsbol, akkor viszont abban
harom cella talalkozik.

Lemmal. Legyen T G4(H)-ban egy maximadlis dsszefiiggd részgraf. Ekkor D(T')-ben
taldlhato olyan kér, ami minden T-vel szomszédos nem ciklikus cellat tartalmaz.

Bizonyitds. Emélekzziik vissza: T' vagy forditott iranyitésu fa, vagy pontosan egy
kor van benne, ami egy ciklikus cellat hatérol. Ha T" forditott fa akkor annak mély-
ségi bejarasa kozben valasszuk be azon cellakat sorban, amelyeket a bejaras balrol
érint. Konnyt latni, hogy az igy kapott utat lezdrva egy megfelels kort kapunk.

10. abra. Kisérg callak bejarasa a fa mentén

Ha T nem fa, hanem pontosan egy ciklikus cellat koriilolels kort tartalmaz,
akkor hagyjunk el T-bdl egy olyan élt, ami a kornek része, és L egy csticsdbol indul.
Eképpen egy olyan fat kapunk, amivel az iménti eljarast el lehet ugy végezni, hogy
a c ciklikus cella a kapott Gtnak a végén legyen. L szoban forgo csticsdban trivialis,
hogy talalkozik a c el6tti és az elsé cella. Emiatt ¢ elhagyhaté a korbél. Legyen ez
a kor K(T'). A lemma bizonyitasanak melléktermékeként az is kideriil, hogy D(T)
tartalmaz Hamilton-kort. Legyen ez utobbi K (7).

O
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Lemmal. Ha ¢ T-nek specidlis celldi kozil valo, és semmilyen mds Dy(H)-beli
mazimdlis 0sszefiiggd részgrafnak nem kisérdje, akkor van L-nek olyan csicsa, ami
c-nek és'T mdsik két kisérd cellajanak is eleme, és ezen két cella koveti eqymdst az
el6z6 lemmdbol adods K(T) kérben.

Bizonyitds. Ha T nem fa, akkor a ciklikus cella a specialis cella. Az a cstcs, amit
K (T) konstrualasakor kivalasztottunk a bejaras kezdépontjaként, trivialisan szom-
szédja a ciklikus cellanak, illetve K(7T) két szomszédos cellajanak. Ha T nem fa,
akkor tekintsiik az egyik sepcialis ¢ cellat. T' gyokerébdl indulva egy forditott 1t
vezet ¢ hatara mentén L-nek egyik csticséig. Mivel a gyokér ki-foka nulla, ezért az
nem lehet L-nek csicsa, de ¢ kedvezs cella, tehat az emlitett forditott it mentén
kell legyen még egy olyan v cstcs, ami L-nek is csiucsa. A K(T') megalkotasanak
eljarasabol adodik az allités.

O

8. Megfelel6 6rok halmazanak megkonstrualasa

8.1. Egyszeri korok

Legyen K egy tetszéleges kor D(T')-ben. Legyen R(K) azon cellak uni6ja, ame-
lyeket a kor tartalmazza. Vegyiik észre, hogy R(K) pontosan akkor egyszeresen
osszefiiggd, ha K nem olel koriil ciklikus cellat. Azon koroket, amelyekre R(K)
egyszeresen Osszefiiggd, egyszert koroknek nevezziik.

Lemmal. Minden egyszert K kiérhoz tartozé R(K) beldthato |k/2| esucsbdl,
ahol k a korben lévd celldk szdma.

Bizonyitas. Ha K-nak paros sok vagy harom éle van, akkor az allitas egyértelmd.
Kiilonben legyen k egy minimélis elemszamu rész-kore G(H)-nak, amelyeknek leg-
feljebb egy kivételével minden éle K-nak is éle. Ha ez a k kor nem harom elemti,
akkor kell legyen egy cella, amit koriilolel, ami ellentmondés, hiszen k is egyszert
kor kell legyen. Ez a minimalis rész-kor egy csticsbol belathato. R(K) maradék
részét végigjarva kettesével csoportosithatok a celldk, egy-egy 6rt a cella-parok

metszetére téve kovetkezik az allités.
O]

Legyen I' az a graf, melynek csicsai Gy(H) maximaélis 6sszefiiggd részgrafjai,
és amelyben két elem, pontosan akkor szomszédos, ha van olyan cella, ami mind-
kettével szomszédos. Nyilvanvalo, hogy I' 6sszefiiggd.
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[ elemeit indexeljiik szélességi bejaras szerint: I' = {T1,T5,...T,,}. Legyen
n(T;) T; kisérSinek szama. Ez minden esetben legalabb kettd.

Konstrualni fogunk #-hoz egy O(H) C P(H) halmazt, hogy | JO(H) = H
és amelyben 1év6 elemek mind belathatok egy 6rrel. I' elemein haladva O(H)-ba
bevalasztunk cella-csoportok tgy, hogy minden lépés végén maximum egy cella
kivételével minden eddig vizsgalt T;-hez tartozo cella benne legyen O(H) vala-
mely elemében, az esetleg kimarado pedig kisérjen egy olyan Ty-t, amelyre k > i.
Ezen kimarado cella késébb, Tj, vizsgalatakor keriil O(#H) valamely elemébe. Azt
mondjuk, hogy egy cella méar fel lett dolgozva, ha egy csoporttal be lett valasztva
O(H)-ba.

Lemmal. Minden lépésben az aktudlisan vizsqdlt T; kisérdi kozil legfeljebb eqgy
lett mdr feldolgozva.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Akkor van legalabb kettd olyan, ¢; és co
cella T; kisér6i kozott, ami mar fell lett dolgozva. Tehéat van olyan I'-beli T} elem,
melynek kisérdje c;. Vildgos, hogy ¢y ha fel van dolgozva, akkor van bel6le induld
olyan ut T} egyik kisérGjéhez, ami csak feldolgozott cellakon keresztiil vezet, és
nem megy at c¢; cellan, hiszen az csupan az utols6 lépésben lett feldolgozva. Ha ¢;
cellatt kivonjuk L-bél, akkor L-nek diszjunkt tartomanyokra kell szétesnie, hiszen
c1 L hatarat tobb szakaszon is nem csak csticsban metszi. Ez ellentmond az iménti
megallapitdsnak, tehat a feltevés hamis.

O

8.2. A cellak csoportositisanak esetei

Haladjunk tehat végig I' elemein a fent leirt indexelés szerint, és az alabb leirt
esetek szerint eljarva vélasszuk meg a cella-csoportokat. Legyen T; mindig az ak-
tualisan vizsgalt cstucsa ['-nak.

8.2.1. n(T}) =2

Ha a két cella koziil egyik sem volt feldolgozva, akkor a bevalasztott csoport maga
a két cella, kiilonben nem vélasztunk be egy csoportot sem, és a kimarado cella
késébb kertil feldolgozésra. Emlékezziink, hogy minden cella legalabb két masikkal
szomszédos.
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8.2.2. T, kisérd cellai koziil egy sem volt feldolgozva

Ha n(7;) > 2, akkor ahogyan azt korabban lattuk, D(T;)-ben van Hamilton-kor.
D(T;) nyilvan egyszeresen Osszefliggs, tehat a Hamilton-kor egyszert kor. Korab-
ban méar megmutattuk, hogy egyszeri korokhoz létezik megfelels csoportositas.

A kés6bbi esetekben tobbszor fel lesz hasznalva, hogy az egyszerii korokhoz
létezik megfelel§ csoportositas. Ez a tovabbiakban nem lesz kiilon kimondva.

8.2.3. n(T;) paratlan és kisérsi kozott van feldolgozott cella

Ha n(T;) paratlan, akkor a K} (7;) Hamilton-korbol egy paros szamu cellat tar-
talmazo utat kapunk. Ezen az tton a mar feldolgozott cellatol indulva kettesével
csoportosithatok a cellak.

A kés6bbi esetekben tobbszor fel lesz hasznalva, hogy a paros hosszi utakhoz
létezik megfelel§ csoportositas. Ez a tovabbiakban nem lesz kiilon kimondva.

8.2.4. n(T;) paros és van feldolgozott és ciklikus kisérdje is

11. 4bra. Ha van ciklikus cella

Legyen a korabban feldolgozott cella ¢, ami nem lehet maga a ciklikus ¢q cella, hi-
szen az csak T; kisérgje, ahogyan azt korabban lattuk. Minthogy ¢y kedvezé cella,
L hatarédnak két cstcsaban is szomszédos két masik cellaval. Legyenek ezek ¢, és
o lletve ¢, és ¢, rendre a K (T;)-beli sorrendjiik szerint. ¢, = ¢, és ¢, = ¢, el-
képzelhets. Feltehets hogy ¢ a ¢, és ¢, cellak kézott helyezkedik el, netalan egyeld
veliik. Ha ¢ és ¢, cella kozott, mindkettét beleszamitva, paros szamu cella van a
K(T;) koron, akkor legyen ¢, = ¢,, kiilénben ¢, = ¢,. Ha pedig ¢, és ¢ cella kozott
paros szamu cella van a K (7;) koron, akkor legyen ¢, = ¢,, kiilénben ¢, = ¢,.
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Eképpen kaptunk egy utat, ami a ¢ utani elsé cellatol indul, és a ¢, el6tti utolso
cellaban végzddik, és paros, esetleg nulla, eleme van. Hasonloképpen a ¢, uténi elsé
cellatol a c el6tti utolso cellaig ugyanilyen utat kaptunk. K (7;) maradék része egy
olyan 1ut, amelynek minkét végpontja, ¢, és ¢, szomszédos ¢y ciklikus cellaval, igy
az kiegészithets egyszerd korré.

8.2.5. n(T;) paros és nincs ciklikus de van feldolgozott kisérdje

Legyen a korabban feldolgozott cella ¢, tovabba legyen ¢, és ¢, a T;-beli két speci-
alis cella, melyek K (7;) konstrukcioja szerint szomszédosak. Kiilonboztessiik meg
az eseteket aszerint, hogy ezek koziil melyek szomszédosak més I['-beli elemmel is.

Ha mind ¢, és ¢, is kisérGje egy masik T maximalis részgrafnak is, és valame-
lyikiik egyenlé a mar lefedett ¢ cellaval, akkor a mésikat meghagyhatjuk késGbbi
feldolgozasra, a megmaradt Ut pedig paros cellat tartalmaz.

Ha egyik sem egyenld c-vel, akkor K (T;) koron haladva a ¢ uténi elsé cellatol
c,-ig illetve ¢,-t6l a ¢ el6tti utolso cellaig két utat kapunk. Legyen ¢, az a cella ¢,
és ¢, koziil, amelyik az imént emlitett utak koziil a paratlan hosszuséginak eleme.
Ha c¢,-t késébbi feldolgozasra hagyjuk meg, akkor a maradék cellak péaros hosszu,
esetleg nulla méretd, utakon helyezkednek el.

Ha ¢, és ¢, kozil csak az egyik, feltehets, hogy c,, kisérGje egy mésik Ty
maximalis részgrafnak is, akkor legyen c; és ¢y az a két cella, amelyek uni6ja c,-vel
egy 6rbdl lathatok. Ha c¢,, ¢; és ¢y cellakat elvessziik a K (T;) korbdl, akkor két utat
kapunk. Legyen H, az az ut, amin rajta van ¢,, H; pedig a masik. Az altaldnossag
sziikitése nélkiil feltehetd, hogy ¢, az a cella, ami H; uttal szomszédos K (T;)-ben.
Harom alesetet vizsgalunk:

<

C C C C C
2 1 2 1 2
Hy Hy H, & Hy H,
c
v =< Y Sy S S

C

12. 4bra. Ha pontosan egy specialis cella csak T; kisérgje
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1. Ha ¢, = ¢, akkor Tekintsiik azt az utat, ami K(7T;)-nek része, c¢,-bol indul,
azt nem hozzavéve, és a ¢y vagy cs el6tti cellaig tart, aszerint, hogy melyik
esetben paros a hossza. Az az tt, ami a K(7;) kor megmaradt cellaibol &ll,
lezarhato egyszerd korré a c, és a c; vagy co Osszekotésével.

2. Ha ¢ nem egyenld c,-val, és az Hq-en fekszik, akkor vegyiik azt a kort, amit
ugy kapunk, hogy Hi-hez hozzavessziik a c, és c; vagy co cellakat, és a meg-
felels éleket, aszerint, hogy melyik esetben paratlan a kér mérete. Ennek a
kornek a ¢ kivételével kapott része egy paros hosszu ut. K(7T;) a megmaradt
része egy paratlan hosszu at, ami c¢,-ban végzédik, tehat ha c,- cellat késébb
dolgozzunk fel.

3. Ha ¢ nem egyenl§ c,-val, és az Hy-6n fekszik, akkor tekintsiik elGszor azt az
utat, ami része K(7T;)-nek, c¢ és ¢, kozott halad, azokat nem beleszamitva,
és nem eleme cyo. Ha ez az ut paros, akkor ¢, cellat késébb dolgozzuk fel,
kiilonben hozzavessziik az athoz, hogy egy paros hosszu utat kapjunk. Most
vegyiik azt az utat, ami ¢, és co kozott halad, azokat nem beleszamitva, és
amelynek nem eleme ¢,. Ha ez az Gt paratlan, akkor vegyiik hozzé cy cellat
is, hogy paros hosszt utat kapjunk. A K(7;)-nek a megmaradt feldolgozatlan
cellai egy olyan uton vannak, mely a ¢, és ¢, vagy ¢, és ¢, éllel egyszert korré
egészithetd ki.

Veégiil, ha ¢, és ¢, koziil egyik sem kisérdje egy méasik Tj maximalis részgrafnak
is. Ilyenkor a ¢,-hoz tartozo cstcsok, melyek szomszédosak a K (T;) korben és egy
6rbdl lathatok, legyenek ¢y és ¢y, illetve a c,-hez tartozo hasonld csiicsok legyenek
c3 és cy. Harom alesetet kiilonboztetiink meg:

< Cy

13. abra. Ha mindkét specialis cella csak 7T; kisérgje
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1. Ha ¢y, co, c3 és ¢4 koriil kettGt-ketts egybe esik. Feltehets, hogy ¢ = c¢3 és
¢y = ¢y4. llyenkor a ¢ cstcsbol elindulva a K(7;) koron az egyik irdnyban ¢,
és ¢, kozil az egyik csticsot érintjiik, a masik irdnyban pedig c¢; és ¢y koziil
az egyiket. Ha ezek az utak koziil van olyan, ami c cellat leszamitva péaratlan
hosszu, akkor hagyjuk ki belSle a c,, ¢,, ¢1 és ¢y cellak kozil a megfelelst.
Ez a két ut tehat lefedhets a cellakat kettesével csoportositva. A K(T;) kor
maredék része egy olyan 1t, ami az egyik oldalon ¢, vagy ¢, cellaban ér
véget, a masik oldalon ¢; vagy co-ben. Mivel ezek szomszédosak, ezét ez a
megmaradt Gt lezarhato egyszert korré.

2. Ha a c csucs a ¢, és ¢, cstucsokkal elvalasztja K(T;) koron a ¢; és ¢y cellakat
a c3 6s ¢4 cellaktol. Ilyenkor a c¢ csticsbol elindulva a K (7;) kéron az egyik
irdnyban c; és ¢y koziil az egyik cstics-ot érintjiik, a masik irdnyban pedig c3 és
¢y koOzil az egyiket. Ha ezek az utak koziil van olyan, ami ¢ cellat leszamitva
péaratlan hosszi, akkor hagyjuk ki bel6le a ¢, co, c3 és ¢4 celldk kozil a
megfelel6t. Ez a két ut tehat lefedhetd a cellakat kettesével csoportositva. A
K(T;) kérnek a maradék része egy olyan ut, ami az egyik oldalon ¢; vagy
co cellaban ér véget, a méasik oldalon c3 vagy ¢, cellaban. Ez a két végpont
szomszédos rendere ¢, és ¢, cellakkal, amik alapjan ez a megmaradt Gt két
egyszeri korré egészithets ki, a ¢, és ¢, éltdl eltekintve.

3. Ha a fenti esetek egyike sem igaz, akkor a ¢y, ¢, c3, ¢4 cstuicsok koziil legfeljebb
ketts esik egybe. Feltehets, hogy tgy vannak indexelve, hogy a ¢y és c3 az,
amilyekek kozott vezet olyan 1it, amin nincs rajta cq, cq, ¢, ¢y, ¢, egyike sem,
legyen ez p. llyenkor a ¢ csticsbol elindulva a K (T;) koron az egyik irdnyban
c1 és ¢4 koziil az egyik cstics-ot érintjiik, a masik iranyban pedig ¢, és ¢, koziil
azt, amelyikkel az szomszédos. Feltehets, hogy ¢y és ¢, ez a két cstucs. Ha
ez két ut, c cellat nem beleszémitva Osszesen paratlan hosszi akkor vegyiik
hozzéa a megfelel§ uthoz a ¢y cellat. Az igy kapott két ut Osszekothets egy
péaros hosszu utta. Az a c; és c3 k6zott vezets p utbol vegytik el a méar lefedett
cellakat. A maradék cstucsok szama az uton ha paratlan, akkor vegyiik el c3
cellat is. Az igy kapott tehat paros hosszt lesz. A K(T;) kornek a maradék
része egy olyan ut, ami az egyik oldalon c3 vagy c4 celldban ér véget, a
mésik oldalon ¢4 cellaban.Mivel ezek szomszédosak, ezét ez a megmaradt 1t
lezarhato egyszerd korré.

Tehat egy n+1 elemt konvex dekompozicionak egy olyan osztalyozasat hoztuk
létre, hogy minden osztaly legalabb kételemt, és azok belathatok egy 6rrel eképpen
L belathato [(n + 1)/2] azaz [n/2] 6rrel. Ezzel a tételt bizonyitottuk.

m

22



9. Hivatkozasok

[71] F. Hoffmann, On the rectilinear Art Gallery Problem, Springer Verlag lecture Notes in Com-
puter Science 90 Proceedings, 717-728, 1990

[62] F. Hoffmann, M. Kaufmann, K. Kriegel, The art gallery problem for polygons with holes,
32nd Annual Symposium of Foundations of Computer Science Proceedings, 39-48, 1991

[43] J. Kahn, M. M. Klawe, D. Kleitman, Traditional galleries require fewer watchmen, SIAM
Journal of Algebraic Discrete Methods 4, 194-206, 1983

[94] Javier Cano, Csaba D. T6th, and Jorge Urrutia, A tight bound for point guards in piece-wise
convex art galleries, Comput. Geom. Theory. Appl. 46 (8) (2013), 945-958

[105] Jorge Urrutia, Art Gallery and Illumination Problems, Handbook on Computational Geo-
metry, Elsevier Science Publishers, J.R. Sack and J. Urrutia eds. pp. 973-1026, 2000

[56] Joseph O’Rourke, Art Gallery Theorems and Algorithms, Oxford University Press, 1987

[37] Joseph O’Rourke, Galleries need fewer mobile guards: a variation to Chvdtal’s Theorem,
Geometriae Dedicata 14, 273-283, 1983

[88] Manaleos I. Karavelas, Csaba D. Toth, E. P. Tsigaridas, Guarding curvilinear art galleries
with vertex or point guards, Computational Geometry: Theory and Applications, 522-535, 2009

[29] Steve Fisk, A short proof of Chuvdtal’s watchman theorem, Journal of Combinatorial Theory,
Series B 24, 374, 1978

[110] Vaclav Chvatal, A combinatorial theorem in plane geometry , Journal of Combinatorial
Theory, Series B 18, 39-41, 1975

23



Alulirott Pali Robert Laszlo kijelentem, hogy a szakdolgozatban foglaltak a
sajat munkam eredményei, es csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszko-
z0k, stb.) hasznéltam fel. Tudomasul veszem, hogy szakdolgozatomat a Szegedi
Tudomanyegyetem konyvtaraban a kolcsondzheté konyvek kozott helyezik el, és
az interneten is nyilvanossagra hozhatjak.

24



