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Bevezetés

A dolgozat a kodelmélet témakoréhez kapcsolodik. A kédelmélet a kovet-
kez6 kommunikéciés modellel foglalkozik. Egy kiild0 valamilyen csator-
nédn adatokat akar tovabbitani egy fogaddonak. A tovabbitas soran az adatok
egy része esetleg megvéltozik. Hogyan tudja a fogad¢ kivalasztani, hogy
mely adatok véltoztak meg, és hogyan tudja a megvaltozott adatokat kija-
vitani?

A kiildd é&ltal tovabbitott m-mel jelolt tizenetr6l a modelliinkben fel-
tessziik, hogy az IF} vektortér egy eleme. Csak az olyan hibak javitasa-
val foglalkozunk, melyek a szimb6lumok megvaltozdsabol adédnak, nem
foglalkozunk szimboélumok hozzaad6dédsaboél és elhagyasabol keletkezd
hibakkal. A probléma tehat a kdvetkez6: a tovabbitds sordn m-hez hozza-
adodik egy e hibavektor, s igy a fogad6 az x = m + e médosult iizenetet
kapja. Célunk az x dekédolasa, azaz a hibavektor, majd pedig m megha-
tarozasa.

A dolgozat els6 szakasza a tranzitiv bindris kédok targyaldsahoz sziik-
séges csoportelméleti ismereteket tartalmazza. A csoporthatds, a pélya
(orbit) fogalmanak és tulajdonsdgainak ismerete elengedhetetlen a preciz,
pontos targyaldasmoédhoz. A masodik szakasz a kédelmélet alapvetd fo-
galmai, tételei — minimum tévolsag, hibajavit6 képesség, linearitds — koziil
azokat foglalja magaban, amelyek a harmadik szakaszban targyaltak ma-
radéktalan megértéséhez sziikségesek. A harmadik szakasz harom prob-
lémara keres megoldast: adott paraméterekkel rendelkez6 tranzitiv bina-
ris kédokat keresiink; az el6z&ben foglalt feltételek bizonyos mértékii fel-
oldasa mellett kerestink megfelel6 binaris kédokat; illetve ezek koziil csak
linearis kodokat szeretnénk meghatdrozni. E szakasz mindegyik problé-
mara megoldast nytjt egy-egy algoritmus formajaban. A fiiggelék pedig
ezen algoritmusok egy hasznalhaté implementéci¢jat mutatja be a GAP
[GAP] nyelvén.



1. Csoportelmélet

Az ebben a szakaszban ismertetett fogalmak, allitdsok és tételek Kiss Emil
Bevezetés az absztrakt algebrdba [BAA] cim@i konyvébdl szarmaznak az ott
bevezetett jelolésrendszert kbvetve.

1.1. Definicié. Egy X halmazt énmagara képezd kolcsonodsen egyértelmii
leképezéseket (azaz bijekcidkat) az X transzformdcidinak nevezzik, ezek
halmazat Sx-szel jeloljiik.

Megjegyzés. Sx csoportot alkot a kompozicié mfiiveletére nézve.

1.2. Definicié. Legyen X tetsz6leges halmaz. Az Sx csoportot a kompozi-
ci6 miiveletére nézve az X halmazon hat6 szimmetrikus csoportnak hivjuk.
Az Sx egységelemét idx, vagy egyszerfien csak id (s6t néha 1) jeldli, ez az
identikus leképezés, amely minden elemet 6nmagdba visz. Az f € Sx in-
verzét f _1—gyel jeloljiik. A kompozicié mfiiveletét szorzasnak hivjuk majd,
és gyakran f o g helyett fg-t frunk.

1.3. Definicié. Az X véges halmazt onmagdra képezd bijekcidkat az X
halmaz permutécidinak nevezziik. Ha |X| = n, akkor az Sx csoportot
a kompozici6é miiveletére nézve n-edfokii szimmetrikus csoportnak nevez-
ziik. Ha X = {1,2, ..., n}, akkor Sx helyett S,-et irunk.

1.4. Definicié. Legyen G csoport a * mfiveletre, és H csoport a x miivelet-

re. Azt mondjuk, hogy egy ¢: G — H leképezés csoport-homomorfizmus,
ha mftivelettartd, vagyis ha tetsz6leges a,b € G esetén

Ylaxb) =y (a)xyp(b).
Ha 1 kolcsonosen egyértelmti is G és H halmazok kozott, akkor i izomor-
fizmus.

1.5. Definicié. Egy G csoportot (vagy maés struktirat) onmagaba képezd

homomorfizmust endomorfizmusnak neveziink. Ha ez kolcsondsen egyér-

telm{i is G-b6l G-re, akkor a neve automorfizmus. Egy G csoport auto-

morfizmusainak csoportjat (a kompozicié miiveletére) G automorfizmus-

csoportjanak hivjuk, és Aut (G)-vel jeloljuk.

1.6. Definicié. Ha X és Y tetszbleges részhalmazai a G csoportnak, akkor
XY={xy:xe X, yeY}

az X és Y komplexusszorzata. Ha specidlisan X = {a} egy egyelem hal-
maz, akkor {a} Y és Y {a} helyett egyszertien aY-t, illetve Ya-t irunk.

1.7. Definicié. Legyen G csoport, H < G és ¢ € G. A gH halmazt (a H
részcsoport szerinti) bal oldali mellékosztdlynak nevezziik. Ugyanigy a Hg
halmaz jobb oldali mellékosztdly.



1.1. Orbit és stabilizator

1.8. Definicié. Legyen X halmaz. Az Sx szimmetrikus csoport részcso-
portjait transzformdcidcsoportoknak, illetve (els6sorban véges X) esetén per-
mutdciécsoportoknak nevezziik. Az X halmaz elemeit néha pontoknak hiv-
juk.

1.9. Definicié. Legyen G transzformdciécsoport az X halmazon. Ha x €
X, akkor tekintsiik azokat a g € G elemeket, melyek x-et fixen hagyjik, azaz
g (x) = x. Ezek nyilvéan részcsoportot alkotnak G-ben, melynek neve az x
pont G-beli stabilizdtora, jele Gy Ha g (x) = x, akkor mondjuk azt is, hogy
x fixpontja g-nek. Egy transzformacio fixpontmentes, ha nincs fixpontja.

1.10. Definicié. A G < Sx transzformdcidcsoport tranzitiv, ha X barmely
x és y eleméhez létezik olyan ¢ € G, hogy ¢ (x) = y.

1.11. Definici6. Legyen G < Sx transzformdcidcsoport és x € X. A g (x)
alaka pontok halmazat, ahol g befutja G elemeit, az x orbitjinak (palyaja-
nak) nevezziik, és G (x)-szel jeloljiikk. Az orbit elemszdmat az orbit hosszi-
nak hivjuk.

1.12. Allitas. Legyen G < Sx transzformdciécsoport. Ekkor G dsszes orbitja az
X halmaz egy particiojdt alkotjdk.

Megjegyzés. Az allitast természetesen gy kell érteni, hogy ha X két ele-
mének az orbitja ugyanaz, akkor ezt az orbitot csak egyszer vessziik be a
particiét alkot6 halmazok kozé.

Bizonyitds. Definidljunk egy ~¢ relaciét X-en a kovetkezdképpen: x ~¢ y
akkor és csak akkor, ha van olyan ¢ € G, melyre g (x) = y. Tehat két elem
akkor all relaciéban, ha az egyiket a méasikba at lehet vinni G egy elemével.
Azonnal latszik, hogy ~¢ ekvivalenciareldci6. Valéban, x ~¢ x (hiszen az
egységelem x-et bnmagaba viszi); ha x ~¢ y, akkor y ~¢ x (hiszen ha
¢ (x) =y, akkor ¢! (y) = x); végiil ha x ~g y ésy ~¢ z, akkor x ~¢ z
(hiszen g (x) =y és h (y) = z, akkor (hg) (x) = z).

fgy ~¢ ekvivalenciarelaci6 16vén egy partici6t definial. Ennél az x € X
elem osztédlya nyilvanvaléan pontosan az x elem orbitja lesz. O

1.13. Tétel. Legyen G < Sx. Ekkor tetszbleges x € X-re |G (x)| = |G: Gy
Tehdt egy pont orbitjanak a hossza épp a pont stabilizdtordnak az indexe, vagy
mdsképp fogalmazva az x orbitjanak elemszdma szorozva az x stabilizdtordnak
elemszdmdval mindig G elemeinek szdmdt adja.



Bizonyitds. Aztkell beldtni, hogy G (x) elemszdma ugyanaz, mint Gy inde-
xe, vagyis a szerinte vett bal oldali mellékosztalyok szdma. Kolcsondsen
egyértelmii megfeleltetést fogunk létesiteni az G (x) elemei és a G, szerinti
bal oldali mellékosztdlyok kozott, melynél az y € G (x) ponthoz azoknak
a G-beli elemeknek a halmaza tartozik, amelyek x-et y-ba viszik. Ez a
halmaz tényleg G, szerinti bal oldali mellékosztdly. Ha y; # y», akkor
a hozzéjuk tartozé mellékosztalyok kiilonboz6k, mert ha g kozos elemiik
lenne, akkor 11 = g(x) = y» teljesiilne. Minden mellékosztalyt meg is
kapunk ilyen alakban, hiszen ha g € G, akkor y = g (x) € G (x), és igy az
y ponthoz gGy tartozik. O

1.2. Csoporthatas

1.14. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G csoport az X halmazon hat, ha
minden g € G és x € X esetén értelmezve van g * x € X elem gy, hogy
barmely g, i € G és x € X esetén

g* (hxx) = (gh)*x

(azaz G eleminek szorzata kompozicioként hat), és ha 1 jeloli G egységele-
mét, akkor barmely x € X estén

1xx=x
(vagyis az egységelem identikusan hat X-en).

1.15. Példa. Legyen o € S, tetsz6leges permutécio, ekkoraza € {1,2, ...,n}
elem o melletti képe o (a). Tetsz6leges x = (x1,x2, ..., xn) € Fj-re legyen

0 *xX = (xa(l), xa(z), ey xg(n)> (1)
(azaz o szerint permutéljuk a vektor koordinatdit). Ekkor tetszbleges o, T €
Snésx = (x1,x2, ...,x,) € F} esetén
o * (’l’ * X) =0 * (xr(l),xr(z), .. .,xT(n)> = (xm(l),xm(z), .. .,XUT(n)) =
= (0T) * X,

és
id xx = (xid(l),xid(z), . .,xid(n)> = (Xl, X2, ...,xn) =X,

azaz az 1.14-es definici6 szerint S, hat IF;-en.



1.16. Definicié. Legyen G az X-en hato csoport. Ekkor az x € X pont orbit-
jaa g * x alaka pontokbdl all (g € G), vagyis azokbdl, ahovd x-et G elemei-
vel el lehet vinni, jele G (x). Az x € X stabilizdtora azokb6la g € G csoport-
elemekbdl all, melyekre ¢ * x = x, vagyis amelyek az x-et fixen hagyjdk,
jele Gy. Azt mondjuk, hogy G hatdsa X-en tranzitiv, ha csak egyetlen orbit
van, azaz ha X barmely két eleme egymadsba dtvihet6 G egy elemével.

1.17. Tétel. Legyen G az X halmazon haté csoport. Ekkor G orbitjai X egy
particiéjdt adjdk. Tetszoleges x € X pont orbitjdnak a hossza épp a pont stabilizd-
tordnak az indexe.

Bizonyitds. Ertelmezziik a ~¢ ekvivalenciarelaciét az X-en a kovetkezd-
képpen. x ~¢ y akkor és csak akkor, ha van olyan ¢ € G, melyre g *xx = y.
Ennek osztélyai nyilvan az orbitok lesznek. A masodik 4llitds bizonyitdsa
teljesen ugyanaz, mint az 1.13-as tételé: a G, stabilizator szerinti bal mel-
lékosztdlyok elemei x-et ugyanoda, a kiilonb6z6é mellékosztalyok elemei
pedig kiilonb6zd helyre viszik, hiszen

g xx=g*x = (g_lg’)*x:x<:>g_1g’€Gx<:>g’eng.

Ezért az orbitnak ugyanannyi eleme van, mint ahany mellékosztaly. [

1.18. Definicié. Legyen G az X halmazon haté permutaciécsoport. Azt
mondjuk, hogy ez k-szorosan tranzitiv (k > 1 egész), ha barmely paronként
kilonbozd x1, ..., xx € X és szintén paronként kiilonbozd vy, ..., yx € X
pontokhoz van olyan ¢ € G, hogy ¢ * x; = y; minden 1 < i < k esetén.

1.19. Allitas. Az n-edfokii alterndlé csoport (A,) n > 3 esetén (n — 2)-tranzitiv
az{1,2,,...,n} halmazon.

Bizonyitds. Ha adottak a paronként kiilonboz6 x1, ..., x,_2 és az ugyan-
csak paronként kiilonboz6 vy, . . ., y,—2 pontok, akkor jelolje a két kimara-
do pontot x,,_1 és xy, illetve y,_1 és y,. Az S,-ben két olyan permutacioé
van, amely i < n — 2 esetén mindegyik x; pontot pontosan y;-be viszi.
Az egyiknél x,_1 az y,_1-be megy, ezt jelolje f. A masiknal x,,_1 az y,-
be megy, és ezt jelolje ¢. Nyilvan f = g o (x,_1,x,). Ezért f és g koziil
pontosan az egyik lesz paros permutécio.



2. Kodelmélet

Az ebben a szakaszban ismertetett fogalmak, allitasok és tételek Petteri
Kaski — Patric R. J. Ostergard Classification Algorithms for Codes and Designs
[CACD], valamint Kiss Gyorgy — Szényi Tamas Véges geometridk [VG] cimii
konyvébdl szarmaznak.

Legyen x az IF) vektortér egy tetszleges eleme. Kédelméleti kontex-
tusban az x vektort szénak nevezzik. Az x = (x1,xp, ..., X,) komponen-
seit koordindtdknak nevezziik, mig az x; € F, értékeket (i € {1,2,...,n})
koordindtaértékeknek nevezziik. Ha nem okoz félreértést, akkor az x szo6t
gyakran csak x1x, - - - x,-nel jeloljiik.

Célunk, hogy az IF; vektorteret metrizdlhassuk — a lehetd legegysze-
riibb médon. Ezt a kdvetkez6képpen tehetjiik meg.

2.1. Lemma. A d: F) x IF5 — Ny leképezés, melyre
dx,y):=H{ie{l,2, ...,n}:x; #y;}|, (2)
metrika az IF} vektortéren.

Bizonyitds. Legyen x,y,z € IF] tetsz6leges. d pontosan akkor metrika az
IF5 vektortéren, ha a kovetkez6 harom feltétel mindegyikének eleget tesz:

1. d(x,y) > 0, valamint d (x,y) = 0 pontosan akkor, ha x = y;

2. d(x,y) =d(y,x);
3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

Az 1-es feltétel nyilvan teljestil, hiszen d (x,y) > 0 (2)-b6l adédéan. Va-
lamint egyrészt, ha d (x,y) = 0, akkor (2) szerint x és y koordinatdi rendre
megegyeznek, azaz x = y. Mdsrészt, ha x = y, akkor x és y koordinétai
rendre megegyeznek, igy (2) szerintd (x,y) = 0.

A 2-es feltétel trividlisan teljestil.

A 3-as feltétel igazoldsdhoz definidljuk minden i € {1,2,...,n}-re a
0 FY x I — {0,1} leképezést gy, hogy

O, ha Xi = VYi;

0i (x,y) :=
(ey) {1, ha x; # y;.

n
Nyilvand (x,y) = ¥ 6; (x,y). Legyeni € {1,2,...,n} tetszleges.
i=1

Ha d; (x,z) = 0, azaz x; = z;, akkor
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e vagy x; = y; = z;, ésigy

5,’ (X,Z) =0 < 040 < 51' (X,y) +(51 (y,Z);

e vagy x; # y;, ésy; # z;, ésigy
6i(x,2) =0<2=1+1<6(xy)+6(y z),

ahonnand (x,z) <d(x,y) +d(y, z).
Ha ; (x,z) = 1, azaz x; # z; akkor
e vagy x; = y;, és y; # z;, igy
0i(x,z) =1<0+1<46;(xy)+di(y z);

* vagy X; 7 yi, és igy

1+0=1, hayi:zi;

0; y =1<9; ’ di 4 - ’
i (x,z) <4 (xy)+di(y z2) {1+1:2, hay; # z;,

ahonnand (x,z) <d(x,y)+d(y, z).
Ezzel belattuk az allitast.

2.2. Definicié. A 2.1-es lemmaban definialt d leképezést az IF; vektortéren

vett Hamming-tdvolsdgnak nevezziik.

Megjegyzés. Két vektor Hamming-tdvolsdga nem mds, mint azon koordi-

natdk szama, amelyekben a két vektor eltér egymastol.

Igy az IF§ vektortér a d metrikdval mar egy (F%, d) metrikus teret al-
kot. Egy metrikus térben az adott kozéppontu és adott sugart gomboket

célszerti definidlni.
2.3. Definicié. A ¢ € IF) kozéppontii r € INg sugarii gombnek az
Se(c) ={xeF;: d(c,x) <r}
halmazt nevezziik.
2.4. Definicié. Legyen x € IF7, és legyen
wt(x):=|{ie{1,2,...,n}:x #0}.

Ekkor wt (x)-et az x sz6 Hamming-siilydnak nevezzik.

Megjegyzés. Jeloljiik 0-val a csupa 0 koordinatéja sz6t IF;5-ben. Ekkor nyil-

vén tetsz6leges x € Ff-re wt (x) = d (x,0).
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2.1. K6dok

2.5. Definicié. A C C F) nem iires részhalmazt bindris kédnak nevezziik.
C elemei a kdédszavak, a kod hossza n.

2.6. Definici6. Legyen C C IF] kéd, és 2 < |C|. Legyen
d(C):=min{d(x,y): x,y€C, x#y}.
Ekkor d (C)-t a C kéd minimum tdvolsdgdnak nevezziik.

Megjegyzés. Az |C| = 1 esetben szokds a d (C) = +oo konvenciét alkal-
mazni.

2.7. Definicié. Legyen t pozitiv egész szam. A C C [F} kédot (2 < |C|)
t-hibajavité kédnak nevezziik, ha barmely két kiilonb6z6 x,y € C koédszo

esetén
d(x,y)22t+1. (3)

Megjeqyzés. (3) ekvivalens azzal, hogy d (C) > 2t + 1.

2.8. Definicié. Legyen C C [FJ egy t-hibajavité kéd. A C kodot perfekt
kédnak nevezziik, ha tetszbleges x € IF; szohoz létezik tSle legfeljebb ¢
tavolsdgra 1év6 ¢ € C kodszo.

2.9. Lemma. Ha C t-hibajavité kéd, akkor tetszoleges x € F3 széhoz legfeljebb
eqy olyan ¢ € C kddszo létezik, amelyre d (c,x) < t.

Bizonyitds. Mivel C t-hibajavit6 kéd, ezért a haromszog-egyenldtlenségbdl
kovetkezik, hogy a kédszavak koriili t-sugart gombok diszjunktak, ami
éppen allitdsunk atfogalmazasa. O

Megjegyzés. Azaz, ha C minimum tavolsdga d (C), akkor C legfeljebb

[

hiba javitdsdra képes, ahol |- | az als6 egészrészt jeloli.

A 2.9-es lemma megyvilagitja a t-hibajavité kod elnevezést. Ha a kiildo
csak kédszavakat tovabbit, és a tovabbitds soran legfeljebb t hiba 1ép fel,
akkor a fogad6 dekddolni tudja az eredeti tizenetet. Ugyanis a kapott tize-

net pontosan egy kodszo6 koré irt t sugari gombben lesz benne, s ennek a
gombnek a kdozéppontja volt az eredeti tizenet.
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2.2. Lineéris kédok

Ha egy kodot a gyakorlatban akarunk alkalmazni, akkor tarolnunk kell
a koédszavakat, meg kell hatdroznunk, a kéd minimum tdvolsagat, a de-
kédoldsnal pedig ki kell szamolnunk a kapott tizenetnek a kédszavaktol
valo tavolsagat. Ezeket a miiveleteket a kddok egy specidlis osztalya ese-
tén sokkal egyszertibben tudjuk elvégezni, mint az 4ltalanos esetben.

2.10. Definici6. Ha a C C F} kod lineéris altere az IF; vektortérnek, azaz
C < I}, akkor C-t linedris kédnak nevezziik. Ha C dimenzidja éppen k,
akkor linedris [n, k]-kédnak nevezziik.

Ha ¢y, ¢y, ..., ¢, a C egy bézisa, akkor azt a k x n-es G méatrixot, mely-
nek i-edik sora a ¢; vektor (i = 1,2, ...,k), C generdtormdtrixdnak nevez-
zik.

Linearis kodok esetén a a kod minimum tavolsdgdnak meghatdrozasa
egyszer(.

2.11. Lemma. Egy linedris kod minimum tdvolsdga megegyezik a legkisebb stily1i
nem nulla kédszé silydval.

Bizonyitds. Ha C linedris koéd, akkor 0 € C. Ezért
d(C) =min{d (x,y): x,y € C,x #y} <
<min{d(x,0):x € C,x # 0} = wt(x),

tehat a minimum tavolsdg nem nagyobb a legkisebb stilyti nem nulla kéd-
sz6 sulyanal.

Madsrészt ha x és y olyan kédszavak, melyekre d (C) = d (x,y), akkor a
linearitds miatt x —y € C. Mivel

wtx—y)=d(x—y,0)=d(x-yy-y)=d(xy) =d(C),

ezért van olyan kodszo, amelynek stlya éppen a minimum tavolsag. [

2.12. Definicié. Legyen C C IF} egy tetszbleges kod. C dudlis kédja a
Ct={x€F}: (x,c)=0VceC},
ahol (-, -) a skaldaris szorzatot jeloli.

Lineéris algebrabdl ismert, hogy ha C lineéris [1, k]-kéd, akkor C line-
aris [1n,n — k|-kéd. Ennek a C* kédnak egy H € ]Fén_k)xn generatormatri-
xat a C kod paritdsellendrz0 mdtrixdnak nevezziik.

A ,j6” kédok azok, amelyek viszonylag sok hibat tudnak kijavitani.
Linearis kodok esetén a hibajavité képesség és a kéd dimenzidja azonban

csak egymads rovasara novelhetd. Errél szol a kovetkezd, a kddelméletben
alapvet6 egyenl6tlenség.
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2.13. Tétel (Singleton-korlat). Ha valamely C linedris [n, n — k|-kéd minimum
tdvolsdga d, akkor
d<k+1

Bizonyitds. A 2.11-es lemma alapjan elegend6 megmutatnunk, hogy C-ben
van olyan nem nulla kédsz6, melynek stlya legfeljebb k + 1. Ha C genera-
tormatrixa G € Ian_k)X”, akkor elemi transzformacidkkal el6allithatunk

G-b6l egy G’ métrixot, amely szintén generalja C-t, és alakja
G'=( G,
aholI € ngn_k)X("_k) egységmatrix, és G* € ]Pgn_k)Xk. Miutdn G* tetsz6-

leges sordban legfeljebb k nem nulla elem van, ezért G tetszbleges soranak
megfelel6 kodszo sulya legfeljebb k + 1. O

2.14. Definici6. Ha egy linedris [n,n — k]-kéd minimum tavolsaga d, és
teljestil a
d=k+1

egyenl6ség, akkor a kodot MDS-kédnak nevezziik.
A 2.13-as tétel szerint tehat adott dimenzi6 esetén az MDS-kédok mi-
nimum tavolsaga a lehet legnagyobb, illetve adott kédszéhossz és adott

minimum tavolsag esetén az MDS-kédok a lehetd legnagyobb dimenziéju
linearis kédok. Vagyis az MDS-kédok tobb szempontbél is optimalisak.
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3. Tranzitiv binaris kédok

Legyen n természetes szam és o € S, tetsz6leges permutdcié. Jelolje az
a € {1,2,...,n} o melletti képét o (a). Az 1.15-6s példa szerint S, hat
IF7-en, és tetszbleges (x1,x2, ..., X;) = x € [F}-re
O *xX = (xg(l),xg(z), .. .,xa(n)) ’
és jeloljiik o * x-et 0 (x)-szel. Hasonl6an, ha C C F} kod, akkor a
{o(x):x€C}
halmazt jeldljiik o (C)-vel.

3.1. Definici6. Legyen C C IF) tetszbleges kod. Azt mondjuk, hogy a
o € S, permutéci6 automorfizmusa a C kédnak, ha

C=0(C)={c(x):xeC}.
A C kéd automorfizmusainak halmazat Aut (C)-vel jeloljtik.
Megjegyzés. Nyilvanvaldéan Aut (C) C Sy,.
3.2. Allitas. Legyen C C IF} tetszbleges kdd. Ekkor Aut (C) részcsoportot alkot
Su-ben.
Bizonyitds. Tekintsiik az 1 € S, elemet. Definici6 szerint
1(C)={1(x):xeC}={x:xeC}=C,

amibdl kovetkezik, hogy 1 € Aut (C), tehat Aut (C) nem tires.
Legyenek 71,0, T € Aut (C) tetsz6leges permutdciok. Mivel Aut (C) C
Sn, ezért (rto) T = 7 (07). Ebbdl pedig nyilvan adodik, hogy

(o) 1) (C) = (7 (¢7)) (C) -

Fentebb lattuk, hogy 1 € S,-re 1 (C) = C, azaz 1 € Aut(C). Tehat tetsz6-
leges o € Aut (C)-re lo =0l = 0.

Legyen o € Aut (C) tetsz6leges permutdcié. Ekkor egyértelmiien 1é-
tezik c=! € S, dgy, hogy oco~! = ¢7lo = 1. Mivel ¢ € Aut(C), ezért
C = o (C). Ekkor

e (C) =0 (C) = {r e (x):xeC) =
= {a‘la(x) IX € C} ={x:xeC}=C,

azaz o~ € Aut (C).
Ezzel belattuk az allitast. ]
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3.3. Definicié. Legyen C C IF} tetszbleges kod. C-t tranzitiv kédnak mond-
juk, ha Aut (C) tranzitivan hat {1,2, ..., n}-en.

Megjeqyzés. Ez nyilvan azzal ekvivalens, hogy Aut (C) tranzitiv részcso-
port S,,-ben.

3.1. A problémak

Legyenek n, d (1 < d < n) természetes szamok és G < S, tranzitiv rész-
csoport.

1. Probléma. Hatarozzuk meg azokata C C F; n-hossziisdgti, d minimum
tavolsdgu tranzitiv bindris kodokat, amelyekre Aut (C) = G!

Ha meg tudjuk hatdrozni azokat a C kdédokat, amelyekre d (C) > d, és
Aut (C) > G, akkor az eredeti feladat mar megoldhat6, hiszen ezen koédok
kozott szerepelnek az 1-es probléma megoldésai is.

2. Probléma. Hatarozzuk meg azokat a C C IF) n-hossztisagu, legalabb d
minimum tavolsagu bindris kddokat, amelyekre Aut (C) > G!

A koédelméleti szakaszban emlitettek miatt (jobb tarolhatdsdg, kezel-
het6ség, stb.) gyakran a fenti kédok koziil csak a linedrisak érdekesek
szdmunkra, természetesen igy is megfogalmazhat6 lenne a feladat.

3. Probléma.

1. Hatdrozzuk meg azokat a C C F} n-hossztisagu, d minimum tavol-
sagu linedris tranzitiv bindris k6dokat, amelyekre Aut (C) = G!

2. Hatarozzuk meg azokat a C C I} n-hossztsagu, legalabb d mini-
mum tdvolsagu linedris binaris kédokat, amelyekre Aut (C) > G!

A fenti problémédk megolddsainak algoritmusait a kovetkezd alszakasz
mutatja be.

3.2. Az algoritmusok

Az algoritmusok ismertetése el6tt sziikségiink van néhany fogalomra.

3.4. Definici6. Legyen (V, E) véges egyszer(i graf és w: V — IN egy suly-
tiiggvény a graf csicsain. A K C V csticshalmazt klikknek vagy teljes rész-
grdfnak nevezzik, ha barmely u,v € K (u # v) csacsra {u,v} € E. AK

klikk silya
w(K)=) w(v).

veK
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Megjeqyzés. Legyen v € V tetszbleges. Specidlisan a {v} C V részhalmazt
is klikknek tekintjiik.

3.5. Definicié. Legyenek n, d természetes szamok, 1 < d < n, legyen
G < S; részesoport és x € IF] tetszbleges elem. Tekintsiik G-nek az 1.15-
0s példa szerinti hatdsat IF5-en. Ekkor az x elem

G(x)={g(x): g€ G}

palydjat (orbitjat) d-pdlydnak nevezziik, ha barmely y,z € G (x) (y # z)
eseténd (y,z) > d.

Megjegyzés. Az, hogy barmely y,z € G(x) (y #z) esetén d (y,z) > d
nyilvan ekvivalens azzal, hogy d (G (x)) > d. Ebbd&l a megfogalmazasbol
kovetkezik, hogy az egy elemti palydk tetszbleges d € {1,2, ...,n}-re d-
pélyak (lasd a 2.6-os definiciot kdovetd megjegyzést).

Legyenek n, d (1 <d < n) természetes szdmok és G < S, tranzitiv
részcsoport rogzitettek. Tekintsiik G palydit (orbitjait) IF5-ben, jeloljiik a
palydk halmazat P-vel.

Legyen V C P a d-pélydk halmaza, azaz

V={P:d(P)>désPcP}.

V elemei lesznek a grafunk cstcsai. Legyen a w: V — IN sulyfiiggvény
olyan, hogy barmely P € V-re

P w(P) = |P|,

azaz a P d-pélya, mint cstcs stilya legyen a pélya szdmossaga.

Legyen az & C V x V élhalmaz olyan, hogy barmely két kiilonb6z6
P,Q € V-re {P,Q} € &£ pontosan akkor, ha barmely x € P és barmely
y € Qeseténd (x,y) > d.

Megjegyzés. Mivel P és Q is d-pélyak, ezért az el6z6 azzal ekvivalens, hogy
{P,Q} € & pontosan akkor, had (PUQ) > d.

3.6. Definicié. Legyenek n, d természetes szdmok, 1 < d < n, legyen G <
Sy részcsoport. Tekintsiik az el6z6ekben konstrudlt (V, £) véges egyszert
graf klikkjeinek £ halmazat. Legyen K € R tetszdleges klikk. A

Ce=U P
Pek

kodot a K € 8 klikkhez tartozé kédnak nevezziik.
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3.7. Allitas. Legyenck n, d természetes szamok, 1 < d < n, legyen G < S,
részcsoport. Tetszlleges, a 3.6-ban definidlt Cx kddra

1. |Cx| = w (K);
2. d(Cx) >dés
3. G < Aut(C).
Bizonyitds. Legyen Ci tetszOleges, a 3.6-0s definiciot kielégitd kod.
1. Mivel barmely két kiilonb6z6 P, Q € V-re PN Q = @, ezért

Ur

Pe

Ck| = =) [P[=) w(P)=w(K).

Pek Pek

2. Ha a Cx kédnak egyetlen eleme van, akkor a bevezetett konvenci6t
kovetve d (Cx) = oo, azaz d (Cx) > d trividlisan teljestil.

Ha Ci-nak legaldbb két eleme van, akkor definici6 szerint d (Cx) >
d pontosan akkor, ha

Vx,y € Cx, x£y: d(xy) > d. (4)
Mivel
Ck= P
Pek

és P-k mind d-palyak, ezért elég kiilonboz6 P, Q € K d-palyakbol
szdrmazd x € P-kre és'y € Q-kra ellendrizni a 4-es egyenlStlensé-
get. Az £ élhalmaz konstrukcidjakor viszont csak azokat a {P’', Q’}
csucsparokat valasztottuk be £-be, amelyekre d (P’ U Q') > d.

K klikk volta miatt azonnal adédik, hogy tetsz&leges két kiilonb6z6
P,Q € K d-palyakra d (P'UQ’) > d, azaz tetszbleges x € P-re és
tetsz6leges y € Q-ra teljesiil a 4-es egyenl6tlenség, igy d (Cx) > d.

3. Legyen g € G tetsz6leges. Mivel
Cek= P
peK

és P-k a G csoport pélydi, ezért

g(C/c)zg(U P) = JgP) =) P=Ck

PeK Pek Pek

Azaz tetszbleges ¢ € G-re g € Aut(Cx), amibdl kovetkezik, hogy
G < Aut (Cx).
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Ezzel belattuk az 4llitast. O]

A fenti konstrukci6 pszeudokoédjat lathatjuk az 1-es algoritmusban. Az
igy elballitott kodokrol a 3.7-es allitdsban lattuk, hogy biztosan megoldé-
sai a 2-es problémanak. Lehet-e mas megoldas is?

1. algoritmus. A 2-es probléma megoldasa

Bemenet. 1 <d <n, G < S, tranzitiv részcsoport.

Kimenet. Barmely Cx € C-re |Cx| = w (K),d (Cx) > d és Aut (Cx) > G.
1: procedure TRANSITIVEBINARYCODES(#,d, G)
2: P <« G pdlydinak halmaza F3-ben

3: VO > Csuticshalmaz inicializalésa.
4: for P € P do
5: if d (P) > d then > d-palydk bevélasztasa a csticshalmazba.
6: V «— VU{P}
7: end if
8: end for
9: E+ O > Elhalmaz inicializélasa.
10: forP,Qe V(P #Q)do
11: ifd(PUQ) > dthen > Elek behtizésa.
12: E+— EEU{{P,Q}}
13: end if

14: end for
15 R <« (V, &) grdf klikkjeinek halmaza

16: C+® > A kédok halmazanak inicializdlésa.
17: for £ € Rdo

18: Cx O > A K klikknek megfelel6 kod inicializalasa.
19: for P € K do

20: Cr < CrUP

21: end for

22: C+CuU { C/C}

23: end for

24: return C

25: end procedure

3.8. Allitas. A 2-es probléma megolddsai pontosan azok a kédok, amelyek a fenti

n oz

konstrukciéval elGdllnak (az 1-es algoritmus dltal elbdllitottak).

Bizonyitds. Azt, hogy minden, az 1-es algoritmussal el6éllitott kod valo-
ban megoldésa a 2-es probléménak, mar lattuk a 3.7-es allitds bizonyitasa-

17



kor. Most azt kell belatnunk, hogy barmely megoldas el6allithat6 az 1-es
algoritmussal.

Legyen a C bindris kéd megoldasa a 2-es problémanak, azaz Aut (C) >
G ésd(C) > d. Mivel Aut (C) > G, ezért barmely g € G-re g (C) = C. Ezt
megfogalmazhatjuk palyakkal is:

U G(x)=C.

xeC

Tekintsiik ezen palyak koziil az 6sszes kiilonbozot, legyen k ilyen, és jelol-
jik 6ket Py, Py, ..., Pr-val (a palyak diszjunktak). Igy az el6z6vel ekviva-
lens

megfogalmazédshoz jutunk.

d (C) > d pontosan akkor teljestil, ha barmely 1 < i < k-rad (P;) > d,
és tetszbleges 1 < i,j < k (i # j) esetén d (P;UP;) > d. Azaz C olyan
d-pélyak unidjaként 4ll el6, hogy tetszbleges P, Q két kiilonb6z6 ilyen pa-
lydrad (PUQ) > d. Mivel az 1-es algoritmus éppen az ilyen tulajdonsagt
kodokat éllitja el, ezért az &llitds valéban igaz. O

Ezt kovetben az eredeti feladat, az 1-es probléma megolddsa mér egy-
szer(i: az 1-es algoritmus C kimenetébdl — ami a 2-es problémaban keresett
kédok mindegyikét tartalmazza — kell meghatdroznunk azokat, amelyek-
re a minimum tavolsdg pontosan d, valamint automorfizmus-csoportjuk
éppen G. Ezen algoritmus pszeudokoddja lathaté a 2-as algoritmusban.

2. algoritmus. Az 1-es probléma megoldésa

Bemenet. Az 1-es algoritmus C kimenete. d és G az ott szerepld d-vel és
G-vel azonos.
Kimenet. Barmely C € F-red (C) =d és Aut (C) = G.
1: procedure TBCFILTER(C, d, G)
2: F 0 > A megfelel kodok halmazanak inicializéldsa.
3 forC € Cdo
4 if d (C) =dés Aut (C) = G then > A kivalasztas.
5: F +— FU{C}
6: end if
7 end for
8 return F
9: end procedure
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A 3-as probléma megolddsa mondhatni mindennapos feladat: adott
kodok koziil kell kivdlogatnunk a linearisakat. Attdl fiiggden, hogy az 1-
es vagy a 2-es probléma megoldésai kozott szerepld linedris kodokat sze-
retnénk meghatdrozni, a 2-es algoritmus F vagy az 1-es algoritmus C ki-
menetébdl kell kisz{irni a linedris kddokat. A megoldést szemlélteti a 3-as
algoritmusban lathaté pszeudokod.

3. algoritmus. A 3-as probléma megoldésa

Bemenet. A 2-es algoritmus F kimenete.
Kimenet. Barmely C € L-re C lineéris kéd, d (C) = d és Aut (C) = G.
1: procedure LINEARTBCS(F)

2: L+—O > A lineédris kddok halmazanak inicializalasa.
3 forC € F do

4: if C altér IF5-ben then > Linedris kédok bevalasztésa.
5: L+ LU {C }

6 end if

7 end for

8: return £

9: end procedure
Illetve ha az 1-es algoritmus C kimenetére szeretnénk alkalmazni, akkor:

Bemenet. Az 1-es algoritmus C kimenete.
Kimenet. Barmely C € L-re C linedris kéd, d (C) > d és Aut (C) > G.
1: procedure LINEARTBCS(C)
2: L+ O > A linedris kédok halmazanak inicializalasa.
3 for C € C do
4 if C altér IF}-ben then > Linearis kédok bevalasztasa.
5: L+ LU{C}
6: end if
7 end for
8 return £
9: end procedure
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Fiiggelék

Az el6z6 szakaszban leirt algoritmusok implementdcidja lathat6 itt GAP-
ben [GAP] megval6sitva. A GRAPE csomag [GRAPE] segitségével haté-
konyan lehet klikkeket meghatdrozni egy grafban, mig a GUAVA csomag
[GUAVA] biztositja a kddelméleti fiiggvényeket.

Az implementédcidban a 2-es algoritmus egy logikai kapcsoléval hiv-
hat6é meg a TransitiveBinaryCodes fiiggvényen beliil: true érték esetén a
fiiggvény a 2-es algoritmus kimenetével tér vissza, mig false esetén az 1-es
algoritmus kimenetével. A LinearTBCs fiiggvény pedig a 3-as algoritmust
kodolja: a TransitiveBinaryCodes tetsz6leges kimenetére meghivva csak a
linearis kodok listdjaval tér vissza.

LoadPackage("guava");
LoadPackage("grape");
Unbind(n) ;
Unbind (d) ;
Unbind (group) ;
Unbind (filterQ);
TransitiveBinaryCodes:=function(n, d, group, filterQ)
local orbits, vertices, orbit, code, n_vertices,
adjacency_m, vertex_1, vertex_2, vertex_12, i, j
, graph, x, y, cliques, codes, clique, C,
filtered_codes;
LoadPackage("guava");
LoadPackage("grape");
if (1 <= d) and (d <= n) and IsTransitive (group)
then
orbits:=Orbits (group, GF(2)”n, Permuted);
vertices :=[];
for orbit in orbits do
if Size(orbit) = 1 then
Add(vertices , orbit);
else
code:=ElementsCode (orbit , GF(2));
if MinimumDistance(code) >= d then
Add(vertices , orbit);
fi;
Unbind (code) ;
fi;
od;

20



25
26
27
28
29
30
31
32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

49
50
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

Unbind(orbit);
Unbind(orbits);
n_vertices:=Size(vertices);

adjacency_m:=NullMat(n_vertices , n_vertices);

for vertex 1 in vertices do

for vertex 2 in vertices do
if vertex_ 1 <> vertex_2 then
vertex_12:=Concatenation (vertex_1,

od;

vertex_2);

code:=ElementsCode(vertex_12, GF(2));

if MinimumDistance(code) >= d then

i:=Position(vertices , vertex_1);
j:=Position(vertices , vertex_2);

adjacency_m/[i][j]:=1;

Unbind (j) ;
Unbind (i) ;
fi;
Unbind (code) ;

Unbind (vertex_12);

fi;

Unbind (vertex_2);

od;

Unbind (vertex_1);

graph:

OnPoints, function(x, y) return adjacency_m][x

=Graph (Group( () ),

Ily] = 1; end, true);
cliques:=[];
for i in [1..n_vertices] do
cliques:=Concatenation (cliques,
CompleteSubgraphs(graph, i));

od;

Unbind (i) ;
Unbind (graph) ;
Unbind(n_vertices);

codes:
for cl

=[1;

ique in cliques do

C:=[1
for i in clique do

od;

C:=Concatenation (C,

21
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62 Unbind (i) ;

63 code:=ElementsCode (C, GF(2));
64 Unbind (C) ;

65 Add(codes, code);

66 Unbind (code) ;

67 od;

68 Unbind(clique) ;

69 Unbind(cliques) ;

70 if filterQ then

71 filtered_codes:=[];

72 for code in codes do

73 if Size(code) <> 1 then
74 if (MinimumDistance(code) = d) and (

Stabilizer (SymmetricGroup(n), code,
PermutedCode) = group) then

75 Add(filtered_codes, code);
76 fi;

77 fi;

78 od;

79 Unbind (i) ;

80 return filtered_codes;
81 else

82 return codes;

83 fi;

84 else

85 return 0;

86 fi;

87 end;

88 Unbind(codes);
89 LinearTBCs:=function (codes)

90 local linear_codes, code;

91 LoadPackage("guava");

92 linear_codes:=[];

93 for code in codes do

94 if IsLinearCode(code) then
95 Add(linear_codes, code);
96 fi;

97 od;

98 Unbind (code) ;

99 return linear_codes;

100 end;
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