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Bevezetés

Ezen szakdolgozat célja, hogy bemutassa a permutaédert és annak elemi tulajdonsa-
gait. Olyan szempontbdl is hasznos a permutaéderrel foglalkozni, mert azon konst-
rukciok kozé tartozik, melyek nem csak egyetlen 4gat érintik a matematikanak. Se-
gitségével Osszekapcsolhatok bizonyos geometriai, kombinatorikai és csoportelméle-
ti ismereteink is. Ennek a tobbrétiiségnek koészonhetfen egyes témak, problémék
kénnyebben magyarazhatoak lesznek, mivel mas oldalrol is megkozelithetGek.

Mivel a permutaéder az egyik szokasos definicié szerint konvex politopként is
definialhato, az els6 fejezetben néhény, a konvex politop fogalmaval kapcsolatos de-
finiciot ismertetek. Ezutdn magarol a permutaéderrdl esik sz6, de nem a konkrét
tulajdonsagok kifejtésével, hanem magaval a definicidval, és az altalanos tulajdonsa-
gok ismertetésével. Magat a két- és haromdimenziés esetet abraval is szemléltetem.
A kovetkezo fejezetek foglalkoznak a tulajdonsagok bévebb kifejtésével. Az elemibb
geometriai, kombinatorikai és csoportelméleti tulajdonsagokat fogjuk ezekben a fe-
jezetekben bemutatni, tovabba ismertetem a haromdimenziés permutaéder fizikai
vonatkozésait is.

A téma vélasztasiban nagy szerepe volt témavezetémnek, Dr. Gévay Gabor-
nak, aki ajanlotta a permutaéder szakdolgozatban vald feldolgozasat. Mivel tanéri
palyara készilok, az itt targyalt ismereteket majd a késGbbi munkam sorén is tu-
dom remélhetsleg alkalmazni. Ismeretterjesztés esetén, illetve tehetséges gyerekek
szamara rendezett szakkorokon keriilhet el a permutaéder, ahol a tulajdonsagain

keresztil tobb elemi matematikai ismeretet szemléltethetiink.



1. fejezet

Konvex politopok

Ebben a részben a konvex politopok megismeréséhez sziikséges ismereteket taglal-
juk. Mindez azért sziikséges, mert a dolgozatban targyalt permutaéder is a konvex
politopok kozé sorolhatd. A definiciok és jelolések tekintetében G. Horvath Akos,
Langi Zsolt: Kombinatorikus geometria c. konyvére tamaszkodunk .

Kiindulasképpen vegyiink egy P € R" tetsz6leges pontot és egy tetszbleges line-
aris alteret R™-ben, amit L-lel jeloliink. Ekkor a P+ L C E" ponthalmazt az E" tér
egy affin alterének hivjuk. Vegyiink egy A C E™ halmazt. Ekkor definidlhatjuk az A
halmaz affin burkdt, ami nem més, mint az A-t tartalmazo Osszes affin altér metszete
és affA-val jeloljiik. Tovabba véges sok Py, Ps, ..., P, pont esetén, valamint olyan
A1, A9y ..o, Ay € R valos szamokra, melyekre fennall, hogy > " ; A; = 1, megadhato
a Py, Ps,..., P, pontok affin kombindcidja, amit a Y.  A\;P; alakban definialunk.
Megmutathato, hogy az igy definialt alakzat a {P, P, ..., P,} ponthalmaz affin
burka.

Az affin kombinaciohoz hasonldéan definialjuk a konvex kombinaci6 fogalméat. Le-
gyenek P, Py, ..., P, € E". Ha a P pont vektora felithato Y » NPy, >0 A =1
alakban, ahol \; > 0 minden i-re, akkor azt mondjuk, hogy P a Py, P, ..., P, pon-
tok konvexr kombindcidja. A konvex halmaz definidlasa el6tt a zart szakasz fogalmét
kell megismerniink. Egy P,Q € E" végponta zdrt szakasznak a P, () pontok kon-
vex kombinécidinak halmazat értjitk és [P, Q]-val jeloljiik. Ekkor a K C E"™ halmaz
konvez, ha tetszéleges P, € K esetén [P, Q)] C K. A konvex politop definialé-
sdhoz mar csak a konvex burok fogalma hidnyzik. Egy A C E" nemiires halmaz
konvex burkédn azon konvex halmazok metszetét értjiik, melyek A-t tartalmazzak.
Ezt convA-val jeldljiik.

Mindezek ismeretében méar minden lényeges fogalom adott ahhoz, a konvex po-
litop fogalmat definialhassuk. Legyen A C E™ egy véges nemiires halmaz. Ekkor
a K = convA halmazt konvex politépnak, vagy roviden politépnak nevezzik. A K
konvex politép dimenzidja dim aff K. Legyen K C E" zart, konvex halmaz. A H
hipersik((n — 1)-dimenzios affin altér) a K halmaz tamaszhipersikja, ha H N K # 0



és K benne van a H valamelyik zart félterében. Ha H a K halmaz egy tamaszhi-
persikja, akkor a H N K halmazt a konvex politop egy lapjdnak nevezziik, melynek
dimenzi6ja aff(H N K') dimenzidja. Egy n-dimenzids konvex politop esetén a 0-, 1-,

illetve az (n — 1)-dimenzios lapokat rendre csiucsnak, élnek és hiperlapnak nevezzik.



2. fejezet

A permutaéder geometriai leirasa

2.1. Definicié. Permutaédernek nevezziik azon n-dimenzids pontok konvexr burkdt,

melyek koordindtdi az {1,2,...,n} halmaz dsszes permutdcidival egyeznek meg.

A definici6 egy kozvetlen kovetkezménye, hogy a permutaéder egy (n — 1)-dimenzids
konvex politop az n-dimenzids térbe agyazva. Ez abbol lathatd, hogy a permuté-
lasoknél a koordinata-Osszeg nem valtozik, tehat a permutaéder Gsszes csiicsa az
X1+ T+ -+, = %(n + 1)n egyenletii hipersikban helyezkedik el.

A permutaéder csucsainak koordinatait cimkézhetjiik tehat az {1,2,...,n} hal-
maz rendezéseivel. Két csicsot akkor kotiink Ossze, ha azok koordinatasora két
szomszédos koordinata felcserélésében kiilonbozik Tétel). Legegyszertibb tulaj-
donsagait a ketts -illetve haromdimenzids eset bemutatasaval lehet a legkonnyebben

megérteni.

(1,2,3)

2.1. abra.

Tekintsiik els6ként tehat a kétdimenzids permutaédert. Ebben az esetben n = 2
és ezért a csucsok megadasara a helyvektorokat az {1,2, 3} halmaz Gsszes lehetséges
permutécidjaként kapjuk meg. Adodik, hogy a kétdimenzios permutaédernek 3! = 6
cstcsa van. Ha pedig jobban megvizsgaljuk a definicié szerint megadott konstruk-

ciot, az is latszik, hogy egy szabalyos hatszoget alkotnak ezek a csiicsok. Utobbi



tulajdonsag a szomszédos csticsok koordinatainak skalarszorzata segitségével igazol-
hat6. Ahogy azt a 2.1 dbra is mutatja, a hatszog a pozitiv térnegyedben helyezkedik

el, az x 4+ y + z = 6 sikon beliil. A permutaéder éleire érvényes az alabbi tétel:

2.2. Tétel. Ha a permutaéder csicsainak koordindtdit a 2.1. Definicioban megadott
modon vdlasztjuk, akkor két csicsot akkor és csak akkor kit dssze €él, ha ezek pontosan

két koordindta felcserélésében kiilonboznek, és e koordindtdk kilonbsége 1.

A 2.1. abran kozvetlentl lathato e tétel teljesiilése az n = 2 esetben.

A haromdimenzios permutaéder esetén mar 4! = 24 darab cstcs adott és ezeket
a fenti tételnek megfelels6 modon Gsszekdtve a 2.2 abran lathatd poliédert kapjuk.
Ennek a poliédernek 8 hatszoglapja van, melyek mindegyike egy-egy 2 dimenzios
permutaéder. Egy ilyen hatszog mentén pontosan az i-edik helyen (i = 1,2,3,4)
fixen marad az ott lev§ elem, és a fennmaradd 3 helyen teljesiil az alacsonyabb
dimenziés permutaéder konstrukcios elve. Van tovabba 6 darab négyzetlapja is
aminek a magyarazatara majd a alfejezetben fogunk visszatérni. Kozelebbrdl,

érvényes a kovetkezs szabaly:

2.3. Allitas. Egyazon négyzetlaphoz tartozo, eqymdsra merdleges élek mentén disz-

gunkt koordindtapdrokon beliil torténik koordindtacsere.

2.2. abra.



A 2.2. abran a poliéder jobb felsd eliilsé hatszoglapja 1ényegében megegyezik a
2.1. dbréan bemutatott kétdimenzios permutaéderrel. Itt annyi tortént, hogy kiegé-
szitettiik a csticsok helyvektorat egy negyedik koordinataval (ennek értéke 4). A
Tétel és a Allitas alapjan ez meghatérozza a tobbi cstcs koordinatait is, a kovet-
kezdképpen. Tekintsiik a kiindulasi hatszog (2134) — (3124) élét. Az ezen ¢l mentén
csatlakozo hatszoglap cstucsai esetében az 1. és a 3. koordinata nem lehet fix, hiszen
éppen ezek cserélgdtek fel az adott él mentén. A 4. koordinata sem lehet fix, hiszen
az a kiindulasi hatszogon beliil fix. Ezért csak a 2. koordinata lehet fix. A (2134)
cstcsbol balra induld él mentén a Allitas alapjan a 3. és 4. koordinatét lehet
csak felcserélni. Mivel a (2134) — (3124) él mentén (z1x3) koordinatacsere tortént,
a (2134) csticsbol balra indulé él mentén pedig a koordinatacsere (z3z4) alaku, a
hatszog kovetkezs, (2143) cstcsbol lefelé indulo él mentén mar csak (x;x4) koordi-
natacsere torténhet. A hatszoglap élei mentén ebben az iranyban tovabbhaladva,
ugyanez a harom koordinatacsere fog szerepelni. Ezzel mar egy mésodik hatszoglap
csucsainak koordinatait is megtalaltuk. A tovabbi csticsok koordinatéit ugyanezt az
eljarést folytatva sorra meghatarozhatjuk.

Vegylik észre, hogy az egymassal atellenes csiicsok megfelel6 koordinatai minde-
niitt 5-re egészitik ki egyméast. Ez azt jelenti, hogy az ezeket a cstucsokat Gsszekdtd
szakaszok felezépontja a C'(2,5;2,5;2,5;2,5) pont — méas szoval a csicsok halmaza,
és ezért az egész poliéder centralszimmetrikus erre a pontra nézve. A C' pont egytt-
tal a permutaéder stulypontja is. Ha az 8 vektort kivonjuk minden cstucsvektorbol,
a sulypont az origoba keriil. Kozvetleniil lathato, hogy ekkor minden cstcsvektor
hossza megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy a permutaédernek van koriilirt gémbje.
Ezt a tulajdonsagot egy kicsit mas kontextusban a fejezetben is belatjuk majd.

A kétdimenzios esetnél trivialisan kovetkezett, hogy 6 darab éllel rendelkezik
a konvex politop, mivel az egy szabalyos hatszoget alkotott. A haromdimenzios
esetnél azt hasznaljuk fel, hogy az éleket csoportokba lehet sorolni. Hatféle (z;x;)
alakt koordinatacsere van (i # j), és minden ilyen koordinatapéarhoz 6 értékpar
rendelhetd (amelyeket az {1, 2, 3,4} halmaz elemeibdl képezhetiink). Tehat Gsszesen
6 -6 = 36 ¢él van, azaz, ennyi a poliéder éleinek teljes szama.

Magasabb dimenziéban is 1ényegében hasonlé6 moédon lehet leirni a permutaéder
legegyszeriibb geometriai tulajdonsagait. A kovetkezo fejezetekben tovabbi geomet-
riai tulajdonsagokat, valamint néhény egyszert csoportelméleti, kombinatorikai és

fizikai vonatkozast fogunk vizsgélni.



3. fejezet

Az n-ed fokt szimmetrikus csoport

3.1. Definicié. Egy halmaz sajdt magdra invertdlhato leképezéseit permutdcioknak
nevezziik. Eqy X halmaz dsszes permutdaciojanak csoportjat az X halmaz szimmet-
rikus csoportjanak nevezziik és S(X)-szel jeloljik. Ha a halmaz véges, és n eleme

van, akkor a csoportot szokds S,-nel jeldlna.

Szamunkra is fontos ez az algebraban hasznalatos fogalom, mivel a permutaéder
csucsainak koordinatait, az S, altal meghatarozott permutaciokkal adhatjuk meg.
Ezeket a cstucsokat pedig, a definicié szerint akkor koti Ossze él, ha a megfelel§

permutaciok csak egy transzpozicioban térnek el.

3.2. Definicio. Az olyan permutdciot, amely csak két elemet cserél fel és minden

mas elemet helyben hagy, transzpozicionak nevezzik.

Belathato, hogy minden S,,-beli permutécié elallithaté transzpoziciok szorzata-

ként. Kozelebbrdl, ismert a kovetkezs tétel:

3.3. Tétel. Az S, csoport barmely permutdcidja elddllithato a kovetkezd n—1 transz-

pozicid alkalmas szorzataként: (1,2),(2,3),...,(n—1,1).

Ezt a tulajdonsagot tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a tételben szerepls transz-
poziciok generdljak a csoportot, vagy masképpen, ezek a transzpoziciok a csoport
generdtoras.

A szimmetrikus csoport részcsoportjait permutéicidécsoportoknak hivjuk. A Cay-
ley-féle reprezentéicidtétel kimondja, hogy minden csoport izomorf egy permutacio-
csoporttal. Ez azzal magyariazhato, hogy tetsz6leges csoportra igaz az, hogy ha

az Osszes elemét végigszorozzuk egy adott elemmel, akkor ez a miivelet a csoport

s s



4. fejezet

Geometrial tulajdonsagok

A tovabbiakban a haromdimenziés permutaéderrel foglalkozunk. Emlitésképpen a
tulajdonsagokat ismertetjiik magasabb dimenzidokban is, de azok a haromdimenzios

esettel analog moédon beldthatoak.

4.1. Szimmetriatulajdonsagok

A haromdimenziés permutaéder a négydimenziés euklideszi térben helyezkedik el.
Cstcsainak koordinatai az x; + x9 + 3 + x4 = 10 egyenletnek tesznek eleget, te-
hat az ennek megfelel6 hipersikban taldlhaté6 meg maga a permutaéder. FEzeket
a koordinatédkat az S; elemeinek segitségével adhatjuk meg, amely csoportot az
(1,2),(2,3),(3,4) transzpoziciok generaljak. Vegyiik az i-edik és az (i + 1)-edik
koordinatatengelyhez tartozd szogfelezd hipersikokat ¢ = 1,2,3,4 esetén. Az igy
kapott két szogfelezd hipersik koziil azt tekintjiik tiikdrhipersiknak, amelyik a ten-
gelyek pozitiv félegyenesei altal alkotott szogtartoméanyt felezi. Ez a H tiikorhipesik
a cstcspontokba mutato helyvektorok i-edik és (i + 1)-edik elemét cseréli meg gy,
hogy a tobbi elem ekézben invarians marad. A H sik normalvektora megadhat6 az
e; —e;+1 standard bazisvektorok kiilonbségeként is. A fenti transzpoziciok tehat geo-
metriailag tiikkrozéseknek feleltethetGek meg, és igy egybevigosagi transzforméciok
csoportjat kaptuk, amelyet ezen tiikrozések generalnak. Ez utobbi csoport egyébként
az A, _1-el jelolt Coxeter-csoport, amely izomorf az S,, szimmetrikus csoporttal.

A general6 tiikrozésekhez tartozo tiikorhipersikok rendszerét kaleidoszkopnak ne-
vezik. Pontosabban ez csak egy példa a kaleidoszkopra, ami egy tetszélegesen meg-
valasztott Coxeter-csoporthoz tartozik. Jeloljiik ezt a csoportot W-vel. Harom
dimenzidban ez a triéderes kaleidoszkop altalanositasa, amely Mobius nevéhez kot-
hets. A generatorokhoz tartozo tikrok elGallitjak az Osszes lehetséges tiikkorképet,
amelyet egymasrol készithetnek; tehat egyfajta "virtualis tiikorként" viselkednek.
Attol fliggen lehet véges vagy végtelen ezen tiikrok rendszere, hogy a tiikrok koézos

metszéspontja létezik vagy nem létezik (barmely két tiikor kozotti hajlasszog csak

9



diszkrét értékeket vehet fel).

Geometriailag a Wythoff-konstrukcio segitségével is definialhatjuk a permutaé-
dert. Ekkor azt a részét kell a definicionak helyettesiteni ezzel a konstrukcioval,
mely a cstucsok Osszekotésére ad feltételt a transzpoziciokkal. Az el6zGekben meg-
hatérozott kaleidoszkop segitségével alkalmazzuk a Wythoff konstrukciot.

Vegyiink egy V pontot egy alkalmas helyen. Ezutan alkossuk meg a V' pont 0sszes
titkorképét (a generator tiikrozésekkel), majd ezen képek tiikorképét is a "virtualis
tiikrok" Osszes lehetséges felhasznalasaval. Eszerint azt mondhatjuk, hogy megal-
kottuk a V' palyajat, a kaleidoszkop altal meghatarozott W Coxeter-csoport alatt.
Végiil vegyiik ennek a palyanak a konvex burkat, melyet a 1. fejezetben mar defi-
nialtunk. Eredményként egy P konvex politopot kapunk, melyben barmely (13, V3)
csucspar esetében P-hez tartozik egy szimmetria-transzformacié ami Vi-et Vo-be vi-
szi. Méasképpen, a P-hez tartozo szimmetrikus csoport tranzitiv a cstcsokra nézve (P
csucstranzitiv). Megjegyezziik, hogy P szimmetriacsoportjanak a fentebb targyalt
W csoporttal meg kell egyeznie, vagy lehet egy nagyobb csoport, mely részcsoport-
ként tartalmazza W-t.

Altalaban a kezdeti V' pontnak ki kell elégitenie bizonyos feltételeket annak ér-
dekében, hogy a P szabalyos konvex politop legyen. Egy n-dimenziés konvex poli-
topot szabdlyos politdpnak neveziink, ha minden k € {0,1,...,n — 1} esetén a szim-
metriacsoportja tranzitiv a k-dimenzios lapok halmazan. A Wythoff-konstrukcioval
megalkotott konvex politopokat szokas Wythoff-politdpoknak is nevezni. A Wythoft-
konstrukecié ismeretében belathatd, hogy a Wythoff-politépok mindegyikének van
koréirt gémbje, hiszen az origot fixen hagyd izometridkkal transzformaljuk, ezért a
cstucsoknak az origotol vald tavolsaga nem valtozik.

A P Wythoff-politép kezdGpontja legaltalanosabb helyzetben akkor van, ha az a
kaleidoszkop egyik tiikrén sincsen rajta. Ebben az esetben a csticsok szama egyenld
a W Coxeter-csoport transzformaciéinak szamaval.

Visszatérve a kezdé példahoz, azt latjuk, hogy az archimédeszi csonkitott ok-
taéder az Az Coxeter-csoport altal generdlt haromdimenzios Wythoff-politop, ha a
kezd6 pont a megfelel6 helyen van. Ez magyarazza a csicsok koordinatakioszta-
sat, melyet 2.2 abran lathatunk és azt, hogy mért tekintjiik azt a haromdimenzios

permutaédernek.

4.2. A permutaéder, mint archimédeszi test

A haromdimenziés permutaéder megegyezik a csonkitott oktaéderrel. Igy tehat az
altalunk targyalt konvex test archimédeszi test, melyet a kovetkezGképpen definial-
hatunk:

4.1. Definicio. Archimédeszi testeknek nevezziik azokat a konvex testeket, melyek

10



csucstranzitivek, lapjaik szabdlyos sokszégek és a szimmetriacsoportjuk megegyezik

eqy szabdlyos test szimmetriacsoportjaval.

Tizenhédrom archimédeszi testet kiillonboztetiink meg, ezek koziil a csonkitott ok-
taéder 14 lappal rendelkezik melybél 8 db szabalyos hatszog, 6 db pedig négyzet.
Emellett a 24 csticsat 36 él koti ossze. Ezeket a testeket a csiicsalakzataikkal szokas
megadni, azaz azokkal a szabalyos sokszogekkel, amelyek egy csticsban talalkoznak.
Igy a csonkitott oktaédert a (4.6.6) csticsalakzat adja meg, mivel egy csticsaban egy
négyzet és két hatszog talalkozik. A hatszoglapok az oktaéder szabéalyos haromszog-
lapjainak csonkitasaként allnak els, a négyzetlapok pedig az oktaéder cstucsai helyén
keletkeznek.

Az 6t szabalyos test egyikébdl, a szabalyos oktaéderbdl allithato els a csonkitott
oktaéder. A nyolc egyenls oldalt haromszoglapbdl allo konstrukcié éleit valasszuk
meg 3a hosszura. Ekkor az oktaéder mind a hat cstucsardl eltavolitunk egy-egy
négyzet alapu gulat, ahol az alaplap oldalhossza a, és az oldallapjai pedig egyenld
szart haromszogek. Ennek a testnek pedig mar konnyen kiszamithato a feliilete és
a térfogata. Ha a csonkitott oktaéder élének hossza a akkor A = (6 + 12v/3)a? és
V = 8v2a3.

4.3. A permutaéder, mint térkitolté test

A geometrianak nagy fejezete az, amely a lefedési (ezen beliil, térkitoltési) prob-
lémakkal foglalkozik. A sik hézagmentes lefedésén olyan egymassal egybevago sik-
idommal torténd lefedését értjiik, amelyben barmely két sitkidomnak nem lehet ko-
z0s pontja, ugyanakkor a stk minden pontja hozzéatartozik valamely sikidomhoz. Az
ilyen lefedéseket szokas csempézésnek, vagy parkettdzdsnak is nevezni. Ha a sik egy
pontja két sikidomnak is eleme, akkor az a két sikidom hatérvonalan, ha tobb (de
véges sok) sikidomhoz tartozik, akkor az a hatarvonalak metszéspontjan helyezkedik
el.

Itt csak az tin. periodikus csempézésekre szoritkozunk. Fzekre jellemz6, hogy ha
a parkettazasra kiszemelt sikidomot, alapalakzatot egybevigosagi transzformacioval
atvissziik a parketta barmely masik példanyéba, akkor ugyanez az egybevagosag az
egész kiparkettazott sikot tigy képezi le o6nmagara, hogy valtozast nem tapasztalunk,
azaz, a csempézés invarians marad. Kozismert, hogy a szabalyos sokszogek koziil
a haromszoggel, négyzettel és a hatszoggel parkettazhato ki a sik (itt az alapalak-
zat egy eltolassal atvihetd barmelyik masikba). Tehat a kétdimenziés permutaéder
alkalmas arra, hogy a sikot hézagmentesen lefedje.

A sikbeli parkettéazashoz analog moédon értelmezhets a tér hézagmentes kitoltése.
Szoritkozzunk a poliéderekkel torténd térkitoltésre. Ha egy pont valamely poliéder-

nek bels6 pontja, akkor az nem lehet pontja egyetlen mésik tartomanynak sem. Ha
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minden poliéder lapja egybeesik egy maésik, vele lapban szomszédos poliéder lap-
javal, akkor az ilyen parkettazast "lap-lap illeszkedésti" parkettazésnak nevezziik
(a permutaéderrel valo térkitoltés éppen ilyen). A poliéder minden éle egybeesik
legalabb kettd, vele élben szomszédos poliéder éllel is. Cstucsaira pedig az érvényes,
hogy a poliéder minden cstcsaban legaldbb harom, egymaéssal csicsaban szomszédos
poliéder talalkozik.

Konnyen szarmaztathato a kockabol a csonkitott oktaéder térkitolts tulajdonsa-
ga. Toltsiik ki a teret egybevagd, egységnyi éld kockakkal, amelyek cstcsait az egész
szamokbol all6 szamharmasok jellemzik. Jeloljiik pirossal azokat a racspontokat,
amelyeknek mindharom koordinataja péaros, kékkel azokat, amelyeknek mindharom
koordinatéja paratlan és sziirkével a tobbit. Minden kockédnak pontosan egy piros
cstcsa van, és ezzel szemben egy kék. Ugyanis a szomszédos cstcsok pontosan egy
koordinataban kiilonbo6znek, igy minden piros vagy kék csiicsnak sziirke szomszédja
van. Vagjunk minden kockat ketté a piros-kék végpontu testatlojanak a szakaszfe-
lez6 merdleges sikjaval, majd az igy kapott poliédert "fessiik" pirosra illetve kékre
aszerint, hogy piros vagy kék kockacsics az egyik csticsa. A szomszédos piros fél-
kockék egyiitt egy csonkitott oktaédert alkotnak, a kék tugyszintén. Kozéppontjuk
egy-egy piros illetve kék racspont. Ezzel kitoltottiik a teret csupa egybevagd cson-
kitott oktaéderrel, mégpedig tugy, hogy minden poliédernek ellenkezé szind az a
szomszédja, amellyel kozos hatszoglapja van, és vele azonos szind az, amellyel egy

négyzetlap szomszédos.

4.1. abra.

A permutaéder raadasul ugy tolti ki a teret, hogy az Gsszes példany egy kezdd
alakzat eltoltja — azaz, a térkitoltés tiszta transzlaciok segitségével torténik. Az ilyen
feltételnek eleget tevs térkitolto poliédert paralleloédernek nevezik. Fedorov volt az
elsG, aki osztalyozta a haromdimenziés paralleloédereket. Fedorov szerint harom
dimenzidban 5 kiilonbo6z§ tipust paralleloéder 1étezik. Ezek koziil a csonkitott okta-

éder abban az értelemben maximaélis, hogy a lapszdma eléri a lehetségesen felvehets
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legnagyobb értéket, azaz 14-et (vagy n-dimenziés esetben 27! — 2). Mésfeldl ez az
egyetlen paralleloéder, melynek minden cstcsanal pontosan 4 (altalanosan: n + 1)
csempe taldlkozik a megfelels csempézés esetén.

Bebizonyithato, hogy a magasabb n-dimenziés permutaéderek is hézagmentesen

kitoltik az n-dimenzios teret.
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5. fejezet

Egyéb tulajdonsagok

5.1. Permutaéder a fizikiban

A tér hézagmentes kitoltésének a kristalytanban van gyakorlati jelentGsége. A térki-
tolt6 poliéderek él- illetve csticsrendszere tobbnyire olyan elrendezést mutat, amely
egy-egy kristaly atomjainak az elrendezésével azonos.

A kristalytan azon szilard anyagokkal foglalkozik, melyek kristalyos szerkezettiek.
Ezekben az anyagokban az atomok, ionok vagy a molekulédk egy térracs pontjaiban
(racspontokban), meghatarozott rendben helyezkednek el. Térracsnak nevezziik az
anyagokat felépits épitckovek azon szabélyos rendjét a térben, mely a tér mindharom
iranyaban szabalyosan ismétlédik, és minden egyes racspont kornyezete tokéletesen
azonos. Az anyagot felépité atomokat ebben a felfogasban egymast, meghatarozott
irdnyok mentén érint6 gdmboknek tekintjik. A racsszerkezet szimmetridja miatt
definidlhatjuk az elemi cella és a primitiv cella fogalmat. Elemi cellanak nevezziik
a kristalyszerkezet azon legkisebb egységét, amely az adott szerkezet valamennyi
torvényszertiségét magaval hordozza. Primitiv cella pedig olyan elemi cella, mely a
belsejében nem tartalmaz racspontot. Fontos ismerni az atomok kozotti kapcsolato-
kat és a rendezettség mértékét, mivel ezek kiilonboz6 tulajdonsagokra utalhatnak.

A XIX. szdzadban Bravais francia matematikus foglalkozott a récstipusok rend-
szerezésével, és megéllapitotta azt, hogy ha 7, ?, 7 elemi transzlacios vektorok,
akkor ezen vektorok egész egyiitthatokkal vett linearis kombinécidja (amely egy
transzlacio) 6nmagaba viszi a kristalyracsot. Emiatt 7, ?, 7 elemi racsvektorok
hosszénak aranya és az «, 3,7, az egységvektorok altal bezart szogek nagységa sze-
rint 7 kristalyrendszert kiilonboztetett meg a térben, melyek Osszesen 14 réacstipust
foglaltak magukba. A 14 Bravais-racs koziil nekiink most csak a tércentralt kobos
racs (body centered cubic, BCC, a =b = cés a =3 =~ = 90°) a fontos, mivel ezen
racshoz tartozé6 Wigner—Seitz-cella megegyezik a haromdimenziés permutaéderrel.

A Wigner—Seitz-cella olyan primitiv cella, mely a racs teljes szimmetridjat mutatja,
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és csak egy racspontot tartalmaz. Ezt a cellat pedig tigy konstrualhatjuk meg, hogy
kivalasztunk egy tetszGleges racspontot, majd ezt a pontot 6sszekotjiik a legkozeleb-
bi szomszédos racspontjaival, és a kapott szakaszok felezémerdéleges sikjai hataroljak

majd a Wigner—Seitz-cellat.

5.1. abra.

A végtelen periodikus szerkezetek kezelését megkonnyiti, ha nem a valés tér-
ben foglalkozunk veliik, hanem annak egy transzformaltjan, melyet reciprok tér-
nek neveziink. Ha a valdos tér pontjai a T = Ay - H + Ao - CL_2> + A3 - a_g egyenlet-

tel adhatoak meg ahol a_1>, a_%,a? az egységvektorok, akkor a reciprok tér pontjai

— —
aG =c¢ b + 02 ~ by + c3 - bg egyenlettel irhatoak fel, ahol b1 = 27‘(‘%
by 27%, b3 2 3‘2;?22) A reciprok térben az elemi cella megfelelGjét

Brillouin-zénanak nevezziik. Belathaté hogy az elsé Brillouin-zona pedig megegye-

zik a valos térbeli Wigner—Seitz-cellaval.

<=4
‘75«:'&')‘!
BCC — 'i/r' %
4n/a
e % % ) (0 11)
) &~ s a a
aj ex | by ex )
( \l a a a ‘ ( \ 1 1 ‘ i
tﬂz | = 2 5 5 ‘ ey | Lbz | =27 P ‘ ey |
as) a a a ez ) b3) 110 ez
A a a
5.2. abra.

Vegyiik észre, hogy a tércentralt kobos racs Wigner—Seitz-celladja nem mas, mint

ennek a racsnak, mint pontrendszernek a Dirichlet—Voronoi-cellaja.
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Legyen X = {vy,vq,...,v,} véges sok pont halmaza a sikon. Ekkor a kovet-
kez6képpen definialhatjuk D; Dirichlet-Voronoi-cellikat: D; = {w € R? : |wy;| <
|wv;|,Vi # j}. Tulajdonképpen arrél van sz, hogy az X halmaz minden pont-
ja koril vessziik azokat a pontokat, amelyek a kiszemelt ponthoz kozelebb van-
nak, mint a pontrendszer Gsszes tobbi pontjahoz képest. FEzzel a konstrukcioval
a D; cellak konvex poligonok lesznek (5.3 abra). Analég modon definidlhato a
Dirichlet—Voronoi-cella haromdimenziés esetben is. Ekkor konvex politopokat ka-

punk Dirichlet—Voroni-cellakként.

5.3. abra.

A definicié kovetkezményeként a Dirichlet—Voronoi-cella tugy is elGéllithato, hogy
a kiszemelt pontot az 6sszes els6szomszéd-ponttal 6sszekotjiik, és minden egyes ilyen
Osszekots szakasz felezGmerdleges sikjat vessziik. A Dirichlet—Voronoi-cellanak a
tamaszsikjai ezek koziil a stkok koziil kertinek ki.

Tovabba, a tércentralt kobos racs reciprok racsa a lapcentralt kobos réacs (face
centered cubic, FCC), amelynek az elemi celldja olyan, hogy egy kocka csicsai-
ban és lapkozéppontjaiban iilnek az atomok. Marmost az FCC racs Dirichlet—
Voronoi-celldja a rombdodekaéder. Tovabba, mivel a két racs egymaés reciproka,

a két Dirichlet—Voronoi-cella egymés dualisa.

5.2. Kombinatorikus tulajdonsagok

5.1. Definicié. Eqy G graf azon korét, mely a graf dsszes csiucsdn pontosan egyszer

halad dt, Hamilton-kornek nevezziik.

Egy P konvex politop csucsai és élei grafot forméalnak, melyet P vazanak is
szokas nevezni. A kiévetkezSkben azt fogjuk belatni, hogy P grafja Hamilton-graf,
azaz létezik olyan kor P-ben, amely az Osszes cstucson pontosan egyszer halad &t.
Koénnyen megmutathato, hogy minden szabélyos és féligszabalyos haromdimenzios
konvex politop grafja Hamilton-graf. A csonkitott oktaéder grafjat az 5.4 abra

mutatja.
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(4.3,1,2)
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5.4. abra.

Lathato, hogy a hdromdimenzioés permutaéder grafja Hamilton-graf, és ez a ma-
gasabb dimenzids permutaéderek grafjara is igaz. Ahhoz, hogy ezt megmutassuk,
egy megfelels cimkézést kell alkalmaznunk a cstucsokra. Ez a cimkézés eltér attol
a koordinata-cimkézéstsl, amit a 2. fejezetben alkalmaztunk. A cimkék most csak
szam-n-esek, ahol a szamok nem koordinatékat jelentenek. Itt is az {1,2,...,n}
halmaz Osszes lehetséges rendezését hasznéaljuk. Két cstcsot pontosan akkor ko-
tlink Ossze éllel, ha a megfelels két rendezést a [3.3] Tételben megadott generator
transzpoziciok valamelyike visz at egymasba.

Az 5.4. abra ilyen cimkézést mutat a haromdimenzios esetben. A generatorok
értelemszerten itt az (1,2),(2,3),(3,4) transzpoziciok (a alfejezetben ezek a
koordinatak transzpozicioi voltak, amelyeket tiikrozések valositottak meg). Fontos
kiemelni, hogy az (4,7 + 1) transzpozicié azt a permutélast jelenti, amely a rendezés
i-edik helyén levés elemet (szamot) az (i + 1)-ik helyen levd elemmel cseréli fel.
Ez utobbi szabaly az n-dimenzioés permutaéder ilyen moédon torténd cimkézésére is
érvényes.

Ebben a felfogasban a permutaédert lényegében egy (megfelelen) cimkézett
grafként definaljuk. Megmutathatd, hogy az ilyen médon megadott graf izomorf
a politopként definialt permutaéder grafjaval. Az izomorfizmust a S,, csoport, mint
Coxeter-csoport elemi tulajdonsagai biztositjak. Koézelebbrdl, a permutaéder, mint
graf, nem mas, mint a megadott transzpozicidkkal generalt S,, csoport Cayley-grdfja.

Tekintsiink egy (G, X) part, ahol G egy csoport, X pedig a csoport egy genera-
torrendszere (azaz, a csoport egy olyan részhalmaza, amelynek elemeibdl felépitett

alkalmas szorzatokkal a csoport minden eleme megadhato). A C(G, X) Cayley-graf
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egy olyan graf, amelynek csicsait a csoport elemei képezik, és két csticsot — jelol-
jik ket gq-el és go-vel — akkor és csak akkor kot Gssze él, ha teljesiil rajuk, hogy
g2 = g1z, ahol x € X.

Az 1j cimkézés szerint tehat az S, csoport elemei jelolik a csicsokat. Két csicsot
— jeloljiik ket most is gq-el és go-vel — pontosan akkor kot 0ssze €1, ha teljesiil rajuk
go = g1x, ahol x egy transzpozici6 az S, halmazt generalo transzpoziciok koziil.
Az 5.5 dbran lathaté a haromdimenzios permutaéder reprezentélasa az Sy csoport
Cayley-grafjaval. Itt a szinezéssel hangsilyozzuk a Cayley-graf jellegét: az élek szinei
az (1,2),(2,3), (3,4) generatorokkal valo szorzést jelolik.

4321
3421/\-\/4312
3412

4231

3241 / \\ 4132
2431 4213
S/
2341 /31 42 4123
2413
3214 ;32

3124 1342

2314 1423
2143
1324

21 34/ 1243
\1234 /

5.5. 4bra.

Végiil alkalmazzuk a Johnson-Trotter permutécié generald algoritmust annak ér-
dekében, hogy megalkossuk a Cayley-graf Hamilton-korét. Ez egy rekurziv séma,
mely azon alapszik, hogy egy adott n szdmhoz tartozé permutaciok sorozata meg-
adhato az n — 1 szdmhoz tartozo permutéaciok sorozataval, ha az n elemet beszurjuk
a rovidebb permutaciok Osszes lehetséges pozicidjaba. Nevezziik az 1 elemet z-nek.
Lathato, hogy x-et n darab helyre szurhatjuk be. Azt a permutaciot valasszuk els6-
nek, amelynél az n darab elem névekvé sorrendben van. Ezutédn szomszédos elemek
cseréjével eljuttatjuk z-et az n-edik poziciobol az elss pozicioig (ekkor n darab per-
mutécio keletkezik). Mivel a x mozgatéséaval nem kapunk ajabb permutéaciokat, ezért
megcseréljiik az n-edik és az (n — 1)-edik helyen all6 elemet, majd a z-et visszajut-
tatjuk az n-edik pozicidba (igy Gjabb n darab permutacio keletkezik). Ekkor ajabb
permutaciok generalasa érdekében az els§ és masodik helyen allo elemet cseréljiik

meg, és az r-et Ujra az els6 helyre juttatjuk. Ezt a konstrukciot folytatjuk addig,
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amig meg nem kapjuk az n elem &sszes permutéciojat (n! —1 darab szomszédos elem

cseréjével). Az algoritmus rekurziv sémajat n = 2, 3,4 esetén az 5.6 dbra mutatja.

12 1234 4321
21 1243 3421

1423 3241
4123 3214
n=3 4132 2314
1432 2341

123 1342 2431
132 1324 4231
312 3124 4213
321 3142 2413
231 3412 2143
213 4312 2134

5.6. abra.

Ha a permutaéder cstcsai a csticskoordinatakhoz tartozé permutaciok inverzeivel
vannak cimkézve, akkor ez a cimkézés irja le a Cayley-grafjat az n-elemd szimmetri-
kus csoportnak, melyet a permutaciok szomszédos elemeinek cseréjével generaltunk.
Ekkor a Johnson-Trotter algoritmus altal generalt permutéciok sorozataban barmely
két egymést kdvetd permuticid, annak felel meg, hogy két végpontot egy él kot dssze
a permutaéderben. Az egész sorozat pedig egy Hamilton-utat hataroz meg a per-
mutaéderben, amely minden csticson pontosan egyszer halad at. Ha a permutéciok
sorozatat kiegészitjiik egy éllel, amely az utolsdé permutaciot a sorozatban Gsszekoti
az elsével, akkor egy Hamilton-kort kapunk. Ez a Hamilton-kor lathato pirossal az
5.4 abran.

Ahogy azt lattuk, az n-dimenziés permutaéder nem mas, mint az A, _; Coxeter-
csoport altal generalt (n — 1)-dimenzios Wythoff-politop (ahol a kezdeti pont &lta-
lanos helyzetben van). Masfelsl azt kaptuk eredményként, hogy a konvex politopok
grafjai Hamilton-grafok. Ekképp természetes 1épés, hogy tovabbmenjiink és vegyiik
azokat az analog politopokat, melyek esetén az A, egy tetszéleges (véges) Coxeter-
csoporttal van helyettesitve. Ebbdl arra jutunk tehat, hogy ezen konvex politépok
is rendelkeznek Hamilton-graffal. Ez egy kozvetlen kdvetkezménye Conway eredmé-
nyének melyet 1989-ben fedezett fel.

5.2. Tétel. Legyen W egy véges csoport, melyet Ry, Ra, ..., R, tikrozések generdlnak.

Ekkor a generdtorokhoz tartozo Cayley-grdfban létezik Hamilton-kor.
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