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1. fejezet

Torténeti attekintés és bevezetés

1973-ban Klee vetette fel azt a meghatarozd problémat, hogy hany 6r elegends egy n-
csucsa képtar belsejének megfigyeléséhez. A problémara el@szor Chvatal [1] adott megol-
dast 1975-ben, ami ,Chvéatal’s Art Gallery theorem”-ként valt ismerté. A tétel kimondja,
hogy [ n/3] 6r néha sziikséges és mindig elegendd az n-cstcst sokszog lefedéséhez. 1978-
ban Fisk [3] egy rendkiviil egyszerd bizonyitast adott Chvatal tételére. Az eredeti képtar-
problémanak azoéta szamos valtozata sziiletett, azonban mindegyik valtozatban van egy
kozos tényezG, ami nem mas mint a sokszégnek valamilyen modon torténd particionalasa.
A dolgozatban azt az esetet vizsgaljuk, amikor az 6rok a sokszognek az élei. ElGszor
1981-ben Toussaint tette fel azt a kérdést, hogy minimum hany él6r sziikséges barmely n
cstcsu sokszog megfigyeléséhez. Toussaint azt sejtette, hogy néhany kivételtsl eltekintve,
|n/4] élér néha szitkséges és mindig elegendd barmely n cstucstu sokszog megfigyeléséhez.
Az els6 pozitiv eredmény O’Rourke-t6l [4] szarmazik, ugyanis bebizonyitotta, hogy |n/4]
mobilér néha sziikséges és mindig elegend6 barmely n cstcst sokszoghoz.

A dolgozatban megmutatjuk, hogy barmely sokszog, melyben nincsen kettd konkav
cstcs egymas mellett, megfigyelhetd |2n/7] élorrel, lasd 3. tétel. Maga a 3. tétel és a
bizonyitéas alapotlete Vigh Viktortol |9] szarmazik, és a gondolatmenetben felhasznalunk
egy Toth Csabatol (Calgary Egyetem, Kanada) |7] szarmazo tételt (2. tétel), amelynek
egy specialis esetét magunk is megprobaltuk bizonyitani. Ezt a gondolatmenetet is leirjuk,
bar a bizonyitasunk erre a specialis esetre sem teljes, de a hasznalt modszereket jol
illusztralja.

Tovabbi informacié taldlhato a probléma torténetérdl és korabbi eredményekrél Urru-
tia 8] 2000-ben megjelent attekintd cikkében.



2. fejezet

Fogalmak és jelolések

A dolgozatban kizarolag euklideszi sikbeli problémaval foglalkozunk. A sikon megadhato
egy O kozéppontu derékszogl koordindta rendszer, amelyben minden v; pont felirha-
t6 (z4,v;) koordinatédkkal. Legyen V = {vy,vs,...,v,} egy n pontu halmaz a sikon, és
E ={ey,eq,...,e,} pedig relativ belsejikben paronként diszjunkt szakaszok, ugy hogy e;
végpontjai rendre v; és v;11 legyenek, minden ¢ = 1,...n — 1 esetén, és e,-nek pedig v,
és v1. Az igy definidlt P = (V, E) paros meghatéaroz egy egyszeri zart torott vonalat
a sikon, amit sokszognek neveziink. A V = {vy,vs,...,v,} sikbeli pontok halmazat a
sokszog csucshalmazéanak nevezziik. Egy tetszdleges csticsbol kétféle iranyban tudunk vé-
gighaladni a sokszog hatara mentén és az éramutato jarasaval ellentétes iranyt nevezziik
pozitiv koriiljarasi iranynak. A v; és a vy cstcsokat 0sszekotd szakaszt jelolje: vug. A v,
és a vy csucsokra illeszkedd egyenest jelolje: vyv,. Egy tetszéleges P sokszog két részre
osztja a sikot, egy korlatos és egy nem korlatos tartomanyra. A korlatos tartomanyt a
sokszog belsejének, mig a nem korlatosat a kiilsejének nevezziik. Egy P sokszog konkdv
cstcsain azokat a csiicsokat értjiik, melyeknél a bels§ szog nagyobb mint 7, és konvex
cstcsain pedig azokat, ahol a bels6 szog legfeljebb 7. Ha két nem szomszédos cstcsot
Osszekots szakasz a végpontjai kivételével minden egyes pontja a sokszog relativ belsejé-
ben helyezkedik el, akkor ezt a szakaszt dtlonak nevezziik. Egy P sokszoget (fliggsleges
iranyban) monotonnak neveziink, ha barmely vizszintes v'v” egyenesre PNv'v” vagy tires
halmaz, vagy egyetlen pont, vagy pedig egy szakasz. Egy P monoton sokszog cstucsait
fel tudjuk sorolni névekvd sorrendben az y koordinatajuk szerint, és a legalsd csticsbol a
legfels6be kettd ttvonalon tudunk eljutni, és ezeket az ttvonalakat jobb illetve baloldali
lancnak nevezziik.

A kovetkezsk folyaman olyan specialis P sokszogeket vizsgalunk, ahol valamely koril-

jarasi irany szerint végighaladva a cstcsokon nincsen két konkav csiics egymés mellett.



Egy x € P pont ldtja az y € P pontot, ha Ty C P. A P sokszog e; éle ldtja az y € P
pontot, ha az e; élnek létezik olyan z € e; pontja, amely ldtja az y pontot, példaként
tekintsiik a 2.1. 4brat. Ornek nevezziik a lathatosag vagy a megvilagitas forrasat. Pont-
drnek nevezzilk ha az 6r a P sokszog egy pontja, illetve Csicsdrnek ha az dr a P sokszog

egy csucsa. Eldrnek nevezziik ha a lathatosag forrasa a P sokszog egy éle.

2.1. abra.

Chvatal [1] bizonyitotta a kovetkezd tételt.

1. Tétel. |n/3] csicsdér néha sziikséges és mindig elegendd eqy n csiucsi képtar belsejének

megfigyeléséhez.

A 2.2. abran lathato fésid alaku sokszog mutatja, hogy egy n cstucsu sokszoghoz bizo-

nyos esetekben sziikséges az n/3 csucsor.

2.2. abra.

1. Sejtés (Toussaint (1981)). Néhdny kivételtdl eltekintve, |n/4| élor néha szikséges és

mindig elegendd bdrmely n csiucsu sokszog megfigyeléséhez.

A 2.3. dbran lathato egy tipikus sokszog, amelyhez sziikséges |n/4] élor.
A sejtésre csak két ellenpélda ismert, a Paige és Shermer-féle sokszogek, melyek a
2.4. abran lathatoak.



2.3. abra.

AYA

2.4. abra.



3. fejezet
Konvex particionalas

Az alabbi tétel Toth Csabatol (Calgary Egyetem, Kanada) szarmazik 2010-bsl. A tétel

bizonyitasa tudomésunk szerint még nincs publikalva.

2. Tétel (Toth Csaba [7]). Bdrmely n csicsi egyszeri sokszog, amelynek r konkdv csicsa
van, felbonthato legfeljebb r + 1 konvex darabra gy, hogy minden egyes darab legaldbb

hdrom csicsot tartalmaz az eredeti sokszogbdl.

Ebben a dolgozatban mi a fenti tételnek azt a specialis esetét hasznaljuk, amikor
a sokszog olyan tulajdonsagt, hogy csiicsainak ciklikus felsoroldsaban nincs két konkav
csucs egymas mellett.

Nem ismervén a 2. tétel bizonyitasanak részleteit, megkiséreltiik sajat erénkbdsl be-
bizonyitani azt a speciélis esetét, amire sziikségiink van, azaz, amikor a sokszog olyan
tulajdonsagi, hogy nincs két egymas melletti konkav szoge. Az aldbbiakban részletesen
ismertetjuk gondolatmenetiinket abban a még specidlisabb esetben, amikor a P sokszog
fliggSleges iranyban monoton is. Sajnos ez a gondolatmenet sem teljes, azaz nem bizo-
nyitja a tételt a monoton esetben sem, de jol illusztralja azokat az elemi modszereket,
amelyek hasznalhatok a probléma vizsgalataban.

Legyen a P sokszog monoton (fiiggéleges iranyban) és olyan tulajdonsagu, hogy csu-
csinak ciklikus felsorolasaban nincs két konkav cstcs egymaés mellett. Tegytik fel, hogy
P-nek r konkév csicsa van, és P y iranyban (fiiggélegesen) monoton.

A P minden egyes konkav cstucsabol ki tudunk bocsajtani egy-egy vizszintes egyenes
szakaszt. A kibocsajtott szakaszok a sokszoget r + 1 darabra, és minden egyes konkav
szoget két konvexre vagnak szét. Ebbdl egyértelmien kovetkezik, hogy minden egyes
darab konvex, de az nem garantalt, hogy minden egyes darabban legalabb hédrom csticsa

szerepel a P sokszognek. A kovetkezSkben megmutatjuk, és egyben egy eljarast is adunk



arra, hogy lehetséges a kibocsajtott szakaszokat gy forgatni, hogy minden egyes konvex
darabban legalabb harom cstcsa szerepeljen a P sokszognek.

A monoton sokszog csiicsait soroljuk fel fiiggéleges irdanyban felfelé és kiillonboztessiik
meg a konkav és a konvex csticsokat. Példaként tekintsiik a 3.1. abrat, melyen a fiiggéleges
irdny szerinti felsoroldsban a konvex csiicsokat pont a konkav cstiicsokat pedig iires kor

jeloli.

3.1. abra.

Megfigyelhets, hogy a fiiggSleges irany szerinti felsoroldsban az elsé és az utolsé cstcs
biztosan konvex, valamint legfeljebb két konkav cstics lehet egymas utan. A méasodik cstcs
amely vagy a vy vagy a v,, lehet konvex és konkav is. Ha a mésodik cstics konkav, és
tegyiik fel, hogy ez a mésodik cstics éppen a vy, amely a jobboldali lancon helyezkedik el,
akkor bocsassunk ki bel6le egy vizszintes szakaszt a baloldali lancra. Ekkor ez a szakasz
két részre darabolja fel a sokszoget: egy konvex és egy monoton részre. A konvex rész a
sokszog csticsaibol csak kettdt fog tartalmazni. Ezutan a vy csticsbol kibocsajtott szakaszt
kezdjiik el vy kozépponttal forgatni az 6ramutaté jarasaval megegyezd irdnyba, ameddig
el nem ériink a baloldali lanc v, csticsdba. Ha az igy keletkezett vivqv,, haromszog a
sokszog tobbi cstucsatol diszjunkt, akkor egyszerten levagjuk a vivov, haromszoget és a
darabolasi eljarast folytatjuk az n — 1 csticstt monoton sokszdgon, amely megtartja azt a
tulajdonsagét, hogy nincs két konkév csticsa egymas mellett, a csticsainak tetszéleges ko-
riiljarasi irdny szerinti felsorolasaban. Vegyiik észre, hogy a konkav csiicsok szamat eggyel
csOkkentettiik, és nem keletkezett 4j cstics a v9v,, szakasz kibocsajtasa sordn. Példaként
tekintsiik a 3.2. abrat.

Ha a vyv9v,, hdromszog a sokszog tobbi cstcsatol nem diszjunkt, akkor azok a cstcsok
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3.2. 4bra.

melyek benne vannak a vjv9v, haromszogben, a jobboldali lancon helyezkednek el. A
vo csticsbol minden ilyen csticsba bocsassunk ki egy-egy szakaszt és ezek koziil valasszuk
azt, amelynek a meredeksége a legnagyobb. Legyen ez a szakasz a v5v; lasd a 3.3. abran.
A v szakaszra illeszkedd vavy, egyenes olyan tulajdonsagu, hogy P minden vq-t6l kii-
16nb6z6 cstcsa az egyenes vi-el ellentétes zart félsikjaban helyezkedik el, ezért a v, csics
biztosan konkév. A w0y szakasz két monoton részre darabolja a sokszoget, és az egyik
darabban a legalsé kettd cstucs biztosan konvex, valamint mind a ketté monoton darab
megtartja azt a tulajdonsagat, hogy nincs két konkav csticsa egymés mellett, a csiicsai-
nak tetszéleges kortiljarasi irdny szerinti felsoroldsaban. Ekkor a konkav csticsok szamét
eggyel csokkentettiik, és nem keletkezett 1j cstics a v9vy, szakasz kibocsajtasa soran. Ekkor
a darabolési eljarast folytassuk kiilon-kiilon a két monoton sokszogon a 3.3. abran lathato
modon. Ha a darabolési eljarast mar nem tudjuk folytatni semelyik monoton sokszogon,
akkor a monoton sokszogek cstcsait soroljuk fel kiilon-kiilon fiiggbleges irdnyban lefelé,
és ismételjiik meg a darabolési eljarast mindegyik monoton sokszogon feliilrsl lefelé.

Ha ezt megtettiik, akkor soroljuk fel ismét a monoton sokszogek cstcsait kiilon-kiilon,
fiiggbleges iranyban felfelé. Megfigyelhets, hogy az igy kapott felsorolasokban, az elsé és
az utolso ketts cstucs biztosan konvex.

Most tekintsiik az egyik ilyen monoton darabot. Haladjunk addig a csticsokon a felso-
rolasban, ameddig egy v; konkav csticshoz nem ériink. Azt feltehetjiik, hogy v; a baloldali
lancon helyezkedik el. Ha a fiiggSleges irany szerinti felsorolasban rakévetkezs v; cstcs
konvex, akkor elegendd v; cstcsbol egy vizszintes szakaszt kibocséjtani a jobboldali lanc
v’ pontjaba, mely két darabra vagja a sokszoget: egy monotonra és egy konvexre. A mo-
noton rész megtartja azt a tulajdonségéat, hogy nincs két konkav csiicsa egymés mellett,

a csucsainak tetszGleges koriiljarasi irany szerinti felsoroldsaban. A konkav csucsok sza-



3.3. 4bra.

méat eggyel csokkentettiik, de a v;v’ szakasz kibocsajtdsa sordn létrejott egy 1j v’ konvex
cstics, amely a fiigg6leges irany szerinti felsorolasban egybeesik a v;-vel. Ekkor a mono-
ton résznek legalabb az els6 harom csticsa konvex (ebbe beleszamoltuk v'-t), a cstcsok
fiiggoleges irany szerinti felsorolasaban, amelyek koziil ketts v; és v; cstics a P sokszognek
eredeti csiicsa. A konvex darab pedig legalabb harom csiicsot fog tartalmazni a P sok-
szogbdl. Ekkor a konvex darabot levagjuk és a fennmaradd monoton darabon folytatjuk
az eljarést.

Most tegyiik fel, hogy v; cstics konkav. Akkor az csak ugy lehetséges, ha v; és v;
kiilonb6z6 lancon helyezkedik el, és a cstuicsok fiiggSleges irany szerinti felsorolédsaban v;
csuicsra rakovetkezd csucs biztosan konvex. Ebben a helyzetben el6szor vizsgaljuk meg
azt, hogy a két konkav cstcsot 6sszekots szakasz nem darabolja-e fel mindkét konkév szo-
get konvex darabokra. Ha ez nem teljesiil, akkor bocsassunk ki a v; csticsbol a jobboldali
lanc v' pontjaba és a v; csucsbol a baloldali lanc v” pontjaba egy-egy vizszintes szakaszt.
A v; cstucesbol kiindulé szakaszt kezdjiik el v; kozépponttal forgatni az 6ramutatod jara-
sdval megegyez6 iranyba ameddig az a v; cstcsnal 1év6 szoget két konvex részre osztja
vagy egy csticsba nem ériink. Ha a forgatéssal a v;_; csticsba értiink el, akkor a v’
és a v;0;_; szakaszok harom darabra vagjak a sokszoget: két konvex és egy monotonra,
és a monoton rész megtartja azt a tulajdonsdgat, hogy nincs két konkiv cstcsa egymas
mellett, a csiicsainak tetszéleges koriiljarasi irdny szerinti felsorolasaban. Ekkor a konkav
csticsok szamat kettGvel csokkentettiik, és a v;v’ szakasz kibocsdjtaséval keletkezett 6 v/
csticsot a fennmaradd monoton darab nem tartalmazza. A fennmaradd monoton darab
elsé két csticsa, a cstcsok fiiggsleges irdny szerinti felsoroldsaban biztosan konvex. Ekkor
levagjuk a konvex részeket és a fennmaradd monoton sokszogon folytatjuk az eljarast, a

3.4. 4bran lathaté modon.



3.4. abra.

Ha a forgatéssal a jobboldali lancon egy v; csticsba értiink el, akkor v; biztosan konkav,
mert U;0; szakaszra illeszkedd v;v; egyenes a v;v;_1v" haromszogben elhelyezkedd csticsok
tamaszegyenese. A v;v’ és a U;u; szakasz harom darabra végja a sokszoget: egy konvexre
és két monotonra. A két monoton darab metszete a ;0 szakasz, és mind a két monoton
darab megtartja azt a tulajdonsigat, hogy nincs két konkav cstucsa egymas mellett, a
cstuicsainak tetszGleges koriiljarasi irany szerinti felsorolasaban. A konkav csticsok szamét
kettovel csokkentettiik. A vj0’ szakasz kibocsajtasaval létrejétt o' konvex csiicsot csak az
egyik monoton darab tartalmazza. Az a monoton darab amelyik nem tartalmazza a v’
csucsot, a cstuicsainak fiiggsleges iranyban torténd felsorolasakor az elsd kettd cstcs bizto-
san konvex, és amelyik monoton darab a v’ cstcsot tartalmazza, a cstucsainak fiiggsleges
irdnyban torténé felsorolasakor az elsé harom cstcs biztosan konvex, melyek koziil kettd
a P sokszognek is a cstucsa. Ekkor levagjuk a konvex darabot és a eljarast folytassuk a

monoton sokszogeken, a 3.4. 4bréan lathaté moédon

i+1

3.5. 4bra.
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Ha a forgatés soran nem értiink el egyetlen cstcsba sem, akkor a v; csticsbol kibocsaj-
tott szakaszt hagyjuk vizszintesen, és a v; csticsbol kibocsajtott vv’ szakaszt kezdjiik el
forgatni v; kozépponttal az éramutaté jarasaval megegyez6 irdnyba, ameddig egy cstcs-
hoz nem ériink. A monoton sokszdg és a v; illetve a v; csticsokra illeszked§ élek geometriai
tulajdonsagaibol egyértelmien adodik, hogy mindig el tudjuk forgatni a v; csticsbol ki-
bocsajtott szakaszt a v;-t megel6z8 cstucsba (pozitiv koriiljaras szerint). Ha ez a v-t meg-
el6z6 cstics (pozitiv koriiljaras szerint) a v;_; (azaz csticsa P-nek), akkor a v;0” és a ;0,1
szakaszok harom darabra vagjak a sokszoget egy monoton és két konvexre, a 3.6. abran
lathato modon. A monoton darab megtartja azt a tulajdonsagat, hogy nincs két konkav
cstcsa egymas mellett, a csticsainak tetszéleges koriiljarési irdany szerinti felsorolasédban.
A konkav csucsok szaméat kettével csokkentettiik, és a fennmaradd monoton darabnak
az elsé harom cstcsa biztosan konvex, a cstucsok fiiggéleges irany szerinti felsorolasaban,

és ezek kozil ketté a P sokszognek is cstcsa. Ekkor levagjuk a konvex darabokat és a

eljarast folytassuk a fennmaradé monoton sokszogon, a 3.6. dbran lathaté mdédon

3.6. abra.

Probléma akkor meriilhet fel, ha a v;-t megel6z6 csiics nem cstucsa P-nek. Ezt az

esetet jelenleg nem tudjuk kezelni, ezért bizonyitasunk nem teljes.
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4. fejezet

Kombinatorikus korlat

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a kovetkezs tételt, amely Vigh Viktortol [9] szarmazik.
A bizonyitas Vigh Viktor gondolatmenetét koveti.

3. Tétel (Vigh Viktor 2011). Legyen P olyan n csicsi eqyszerd sokszog, amely rendelke-

zik azzal a tulagdonsdggal, hogy csucsainak ciklikus felsoroldsaban nincs két konkdv csics

2n

egymds mellett. Ekkor P megfigyeléséhez elegendd | =

| élor.

Ha P-nek r konkav cstcsa van, akkor a 2. tétel garantalja, hogy P-t fel lehet darabolni
r + 1 konvex darabra, ugy, hogy minden egyes konvex darab legalabb harom cstcsot
tartalmaz P-bdél. Ekkor minden egyes konvex darabhoz létezik a P sokszognek legalabb

négy olyan éle, amelyekbdl belathatd az egész konvex darab.

1. lemma. Azok a konvex darabok, amelyek a P sokszdg pontosan négy élébdl lathatok be,
kettd konvex és eqy konkdv csiucsot tartalmaznak a P sokszoghdl, és a 4.1. dbran lathato

konfigurdciot alkotjdk.

4.1. abra.
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Bizonyitds. Vegyliik észre, hogy ha egy konvex darab a P sokszog legalabb négy csucsat
tartalmazza, akkor ezt a konvex darabot a P legalabb 6t éle latja. Tehat feltehetjiik,
hogy a szébanforgd konvex darab pontosan harom csicsot tartalmaz P-bél. A konstruk-
ci6 miatt ezek kozott kell, hogy legyen konkav cstics. Ha mind a harom cstcs konkav,
akkor a konvex darabot legalabb hat él latja be, mert a konstrukcié miatt a konkav csi-
csokra illeszked§ élek paronként kiilonbozéek. Ha ketté konkav v;, v; és egy konvex v
csucsot tartalmaz a konvex darab a P sokszogbdl, akkor a konvex darabot legalabb 6t
¢l latja be, mert a két konkav csucsra illeszked6 négy él paronként kiilonbozs, és ha v,
cstcsra illeszkeds valamelyik él kiilonbozik a v; v; konkév cstcsokra illeszkedd élektdl,
akkor készen vagyunk. Ha nem kiilonbozik, akkor az csak gy lehetséges, hogy a csticsok
koriiljarasi irany szerinti felsoroldsdban v; cstics v; és v; konkav csticsok kozott helyezkedik
el. Ekkor kell lennie legaldbb még egy élnek a P sokszogben melybdl belathatd a konvex
darab, mert v; és v; cstcsbol kibocsajtott egyenes szakaszokra illeszkedd félegyenesek biz-
tosan metszik a sokszog egy masik élét is, amelybdl belathato a konvex darab. Példaként
tekintsiik a 4.2. dbréat. O

4.2. 4bra.

Jeloljiik azoknak a konvex darabok szamét k,-gyel, amelyeket a P sokszdg pontosan
négy élébsl lehet belatni. Ekkor k4 < ¢ — r, ahol ¢ a P sokszog konvex csticsainak
szama. De ha n > 5 akkor az nem lehetséges, hogy minden egyes konvex darab pontosan
négy ¢élbosl lathatdo be. Ebbdl kdvetkezik, hogy lennie kell olyan konvex daraboknak is
amelyek legalabb 6t élbdl megfigyelhetSk és a legrosszabb eset az amikor csak négy és 6t
élbsl megfigyelhetd konvex darabok vannak. Legaldbb 6t élbél belathato konvex darabok
szamat jeloljiik ks-tel. Ekkor ks > 2r — ¢+ 1.

Egy H hipergrdf egy (V(#H), E(H)) paros, ahol minden e € E(H) esetén e C V(H).
Legyen H egy hipergraf, ekkor A C V(H) lefogé ponthalmaz, ha minden e € E(H) esetén
ANe# 0. A minimalis elemszamu lefog6 ponthalmazok szamossagat 7(H)-val jeloljik.

Egy H hipergraf k-uniform, ha minden e € E(H) éle egy k elemt halmaz.
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Konstrualjuk meg a H hipergrafot ugy, hogy a P sokszog élei legyenek a hipergraf
csucsai és a hiperélei pedig az egyes konvex darabokat belaté élek halmaza. Ekkor a H
hipergrafnak k,; darab negyedfoku és ks darab legalabb 6todfokt éle van és n csicsa.
Célunk a 7(H) lefog6 ponthalmazra egy megfelels felss korlatot megadni.

Chvatal és McDiarmid bizonyitottak az alabbi fels6 korlatot k-uniform hipergrafok

lefogési szaméara (lasd [2] 23. o. Theorem 6.1).

4. Tétel (Chvatal és McDiarmid [2]). Legyen H egy k-uniform, n csicsi hipergrdf, amely-

nek m hiperéle van. Ekkor
|k/2]m+n

[3k/2]
Bizonyitasunkban fel fogjuk hasznélni a 4. tétel kovetkezs altalanositasat, melynek

otlete Vigh Viktortol szarmaszik.

T(H) <

5. Tétel (Vigh Viktor [9]). Legyen H egy n csicsi és r+1 €ld olyan hipergraf, amelynek
k4 negyedfoki és ks darab dtodfoki éle van. Ekkor

3ky + 2k
T(H) < {MJ ,
7
A 5. tétel bizonyitasa lényegében, kis modositassal, az eredeti Chvatal-McDiarmid
gondolatmenetet koveti, lasd [2] 23-24. o.

Bizonyitds. A bizonyitas n szerinti teljes indukcioval torténik. Ha egy v csiics legalabb

harom élt fog le akkor az a legrosszabb eset ha mind a harom él 6todfok,

S(H =) < {3k4+2(k5;3)+n—1J < {3k4+ik5+nJ _1

és kész is vagyunk mivel 7(H) < 14 7(H — v). Ezért feltehetjiik, hogy H minden cstcsa
legfeljebb két élre illeszkedik. Ha a p a pontosan egy élre illeszkedd csticsok széma és g s

pontosan kettd élre illeszked§ cstucsok szama, akkor p+ q¢ < n, p+ 2q = 4k4 + 5ks, és igy

Konstruédljuk meg a G grafot, gy hogy H hiperélei legyenek a csticsai és élei pedig
a ¢ csucsok, melyek ketté H-beli élre illeszkednek. Ha H egyik csiicsa e és f élekre
illeszkedik, akkor egy megfelels G-beli él illeszkedik G hipergraf e és f cstiicsdra. Shannon
egy 5] tétele azt allitja, hogy minden hipergraf melynek foka maximum £, élei |3k/2]
szinnel kiszinezhetSek. Esettiinkben |3k/2] = 7, mert ks azon a hiperélek a szama melyek
legalabb 6todfokiak . Ebbdl az kovetkezik, hogy a G hipergrafra létezik egy olyan S

pérositasa, hogy
4]€4 + 5]€5 —n

q
Sl >=>
5] = = = -
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Mivel S pérositas lathatoan H csicsainak részhalmaza és ezekre a cstcsokra 2|S| darab
H-beli él illeszkedik, ezért

_4k4+5k5—n_3k’4+2k5+n

T(H) <|S|+(r+1-2[S])<r+1 = -

]

Ha a 5. tétel allitdsaba behelyettesitjiik, hogy ky < ¢ — r illetve ks > 2r —c+ 1, és
figyelembe vessziik azt is, hogy ¢ + r = n akkor

() < L3(C—7‘)+2(277’—c+1)+nJ < Lc—l—r—;2+nJ < F?nJ

Ezzel a 3. tétel bizonyitasat befejeztiik.
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