Szegedi Tudomanyegyetem
Bolyai Intézet

Geometria Tanszék

Reed-Solomon-féle hibajavito kodok

BSc szakdolgozat
Készitette: Témavezeto:
Taborosi Andor Zsolt Dr. Nagy Gébor Péter
matematika szakos egyetemi docens
hallgato
Szeged

2013



Tartalomjegyzék

1. Alapfogalmak
1.1. Algebrai alapfogalmak . . . ... ... .............
1.2. Koédelméleti alapfogalmak . . . ... ... ... ... ..
1.3. Fourier-transzformdlt . . . . ... .. .. ... .. ... ....

2. Reed-Solomon-féle hibajavité kédok
21. Felépités . . . .. ... ..
22. Dekédolds . . .. ...
2.3. Hibahelyek és hibaértékek . . . . ... ... ..........
2.4. Hibakeres§ polinom . ... ... ................

Nyilatkozat
KoOszonetnyilvanitas

Hivatkozdsok

12
12
14
15
16

19

20

21



Bevezetés

A kédelmélet a kovetkezd kommunikaciés modellel foglalkozik: egy fel-
ad¢ valamilyen csatorndn keresztiil adatokat akar tovabbitani egy cimzett-
nek, a tovdbbitds sordn pedig az adatok egy része megvéltozik. A kérdés
az, hogy hogyan tudja a cimzett kivalasztani, hogy mely adatok véltoz-
tak meg, és hogyan tudja a megvaltoztatott adatokat kijavitani. Ebben az
tizenetek kiilonb6z6 kédolésai segithetnek.

A Reed-Solomon-kédokat (a kovetkez8kben RS-kédok) Irving S. Re-
ed és Gustave Solomon talaltak fel 1960-ban, akik akkor éppen az MIT
Lincoln Laboratériumnak dolgoztak. A szemindriumi cikkiiknek a "Poli-
nomkodok bizonyos véges testek felett" ("Polynomial Codes over Certain
Finite Fields") cimet adtdk, de ebben a cikkben még nem taléltak hatékony
dekodol6 algoritmust.

A késtbbiekben kideriil, hogy az RS-kéd az egyik legjobb hibajavité
kod, mert a kod elemei a lehetd "legtdvolabb" vannak egymastol, ami a
dekodolds lehetdségeit noveli. Az ilyen kédokat MDS (maximal distance
separable) kodoknak nevezziik. Dolgozatomban Peterson 1960-ban kifej-
lesztett tiinet-alapti dekddolasat mutatom be. Ezt Elwyn Berlekamp és
James Massey tovabbfejlesztette 1969-ben, és ezért ezt a valtozatot Ber-
lekamp - Massey-féle dekddolé algoritmusnak nevezik, de dolgozatom-
ban erre a modszerre nem térek ki részletesen. A RS-kédokat 1977-ben a
Voyager-programban, illetve manapsdag tobb tertileten is hasznositjak, tob-
bek kozott a digitalis hattértarolok, a digitalis kommunikacids szerkezetek
vagy a digitélis videdk tertiletén.

1. Alapfogalmak

1.1. Algebrai alapfogalmak

1.1. Definicié. Egy (G,o) algebrai struktiirdt csoportnak neveziink, ha a kovet-
kezdk teljestilnek:

1) G(#£ Q) zdrt a o: G> — G miiveletre, azaz Va,b € G-reaob € G.
b) A o milvelet asszociativ, azaz ¥Va,b,c € G:ao(boc)=(aob)oc.

c) Létezik eqységelem, azaz Je € G, melyre teljesiil, hogy Vg € G-reeo g =
goe=g.

d) Minden elemnek van inverze, azaz Vg € G : 3¢, melyre teljesiil, hogy
g log=gogl=e



1.2. Definicié. A (G,o) csoportot Abel-csoportnak hivjuk, ha a o miivelet kom-
mutativ, azaz: Ya,b € G:aob=>boa.

1.3. Definici6. Egy (R,+,-) algebrai struktiirdt gytiriinek neveziink, ha a kovet-
kezdk teljestilnek:

a) (R,+) Abel-csoport.
b) A szorzds miivelet asszociativ.

c) Az 0sszeadds disztributiv a szorzdsra nézve, azaz Va,b,c € R-re a - (b +
c)=(@-b)y+(@-c),(a+b)y-c=(@-c)+((b-c).

1.4. Definicié. Egy (T, +, -) algebrai struktiirdt testnek neveziink, ha a kovetke-
z0k teljesiilnek:

a) (T,+) Abel-csoport és (T\{0}, -) csoport, ahol 0 a (T,+) csoport egységeleme,
és zéruselemnek nevezziik.

b) Az dsszes disztributiv a szorzdsra nézve.
(T,+,-)-t szokds csak T-vel jelolni.

1.5. Definici6. A (T,+,-) test esetén (T,+)-ot T additiv csoportjinak, (T\{0}, -)-t
T multiplikativ csoportjdnak nevezziik.

Jelolések (T,+,-) test esetén:
a) Az additiv csoport egységelemét (mint fentebb is irtuk) 0-val, a mul-
tiplikativ csoport egységelemét 1-gyel jeloljiik.
b) T multiplikativ csoportjat T*-gal is jelolhetjiik.
c) Adott t € T esetén t additiv inverzét —t-vel, t € T* multiplikativ
inverzét pedig %—Vel jeloljiik.
1.6. Definici6. Egy T testet véges testnek neveziink, ha |T|< oo.

1.7. Definicié. p € Z primsziam esetén IF ,-t a kovetkezOképp definidljuk.

A modulo p kongruenciareldcié egy ekvivalenciareldcié (a = b (mod p) <
p|b — a), és igy meghatiroz egy osztdlyozdst Z-n. Tovdbbd ez a reldcié kompati-
bilis az alapmiiveletekkel, azaz:

a=bésc=d=a+c=b+désa-c=b-d.

Ezért a milveletek jol értelmezettek az ekvivalenciaosztilyok halmazin. Az
ekvivalenciaosztdlyokat maradékosztilyoknak nevezziik, és mivel elég egy repre-
zentdnst vdlasztani, adott p esetén a halmazukat a kovetkezoképp definidlhatjuk:

F,={0,1,...,p—1}.
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Belathato, hogyha p prim, akkor ez test a modulo p 0sszeaddsra és
szorzasra (IFp, +p, -p), és latszik, hogy a rendje p, ami véges. Tovabba az
is belathat6, hogy a multiplikativ csoportja ciklikus. Minden véges test
rendje primhatvany. Ha a rend g = p", p prim, akkor [F;-t az IF, maga-
sabb foku algebrai b6vitményeként kapjuk meg. Barmely véges testben a
multiplikativ csoport ciklikus.

1.8. Definicié. Tetszoleges (G, -) csoport és § € G esetén a kovetkezok koziil eqy
teljesiil:

a) Vm#FnecZ:9"#g",
b) Im#necZ:g" =g".

Az a) esetben azt mondjuk, hogy G végtelen rendii, a b) esetben pedig feltehetd,
hogy m < n, igy teljesiil, hogy

1=g¢" ¢ "m=¢"""=JecN:g" =1

Ekkor G-t véges rendiinek, a legkisebb ilyen k-t pedig g rendjének nevezziik és
o0(g)-vel jeloljiik.

1.9. Definicié. H C G a G csoport részcsoportja, ha1l € H és Vhy, hy € H :
hy-hy, byt € H.

1.10. Definicié. A C G esetén az A dltal generdlt részcsoporton azt a legsziikebb
részcsoportot értjiik, ami tartalmazza A-t. Ezt [A]-val jeloljiik. Tovdbbd ha A =

{81, 82,---,8k}, akkor [Al = (g1, 82, - -, k-

1.11. Definicié. Legyen G, H csoport. Azt mondjuk, hogy G és H izomorfak, ha
d¢: G — H, melyre teljesiil, hogy Vg € G,h € H : (gh)¢ = (g¢)(he), tovdbb ¢
bijektiv. Jelolés: G = H.

1.12. Definicid. Az egy elem dltal generdlt részcsoportokat ciklikus csoportoknak
nevezziik, és beldthato, hogy Vg € G : [g] = (Cyg), +). Tovibbd ekkor g-t
generdld elemnek nevezziik, eqy véges test rendjén pedig az elemszdmdt értjiik,
azaz itt [g] rendje 0(g).

Korabban mar emlitettiik, hogy IF; multiplikativ csoportja ciklikus.
1.13. Definici6. a-t IF, primitiv elemének nevezziik, ha F; generdlo eleme.

1.14. Definicié. Az IF, test multiplikativ csoportjanak generdlo eleme az az a €
IF, \ {0}, melyre teljesiil, hogy a7~ = 1. = af = a.



1.15. Definicié. Tetszoleges T test esetén a

3

Tlx] = {ag+ a1x + apx* + a3x® + .. . +ax n € N,aq; € T Vi=0,...,n}

7 N

halmazt a T test feletti polinomgyiiriinek, elemeit pedig polinomoknak nevezziik.
Egy p € T[x] polinomot a kovetkezoképp jeloliink:

2

n
p(x) =ag+a1x +axx + ... +a,x" = Zaixl.
i=0

Ekkor n € IN-et p fokdnak nevezziik és azt mondjuk, hogy deg p = n; tovdbbd
a;-ket p egyiitthatéinak hivjuk.

1.16. Definicié. Legyen (T, +,-) test, p(x) = YlLyax', g(x) = Zj”io bjxj €

T[x] és A € T. Ekkor a polinomok kozotti dsszeaddst, illetve a polinomok skaldrral
vald szorzdsdt a kovetkezOképp definidljuk:

@) (p+9)) = T " @+ bk,
Ha n < m, akkor aj := 0 Vk > n; han > m, akkor by := 0 Vk > m.
b) Ap(x) =Yy Aa;xt.
Megjegyzés: Természetesen a fenti (p + q)(x) és Ap(x) is T[x] eleme.
1.17. Definicié. EQy T test, w € T és p € T[x] polinom esetén a p kiértékelése

az w helyen:

n .
plw) = Zaiwl, ahol n = deg p, a;-k pedig p egyiitthatoi.
i=0

1.2. Kédelméleti alapfogalmak

1.18. Definicié. (V,+,-) vektortér eqy T test felett, haa + : V25V :TxV —
V leképezések a kovetkez0 axiomdkat teljesitik VA, € T, ésV u,v € V esetén:

a) (V,+) Abel-csoport

b) A-(u+v)=A-u)+(A-0),

o) A+u)-u=A-u)+u-u),

d) A-(p-0)=A-p)-o,

e) 1-v =0v,ahol 1a T-beli multiplikativ eqységelem.
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1.19. Definicié. Egy V vektortér esetén U C 'V linedris altér V-ben, ha U nem
iires és zdrt a V-ben definidlt dsszeaddsra és szorzdsra. Jelolés: U < V.

PL: Legyen m,n € IN, p prim és q = p™. Ekkor [F; vektortér IF, felett,
ahol
IF; ={(x1, x2, ..., x0)|Vi=1,...,n:x; € Fy}.

A tovébbiakban g-ra és n-re mindig az el6z6ek szerint hivatkozunk.

1.20. Definicié. Ha F egy véges test, akkor a C C V = F" részhalmazt n hosszii
kédnak nevezziik. V egy linedris alterét eqy n hosszii linedris kédnak nevez-
ziik. Ha F = ¥y, akkor pedig C-t bindris kédnak hivjuk.

A C kod elemeit kodszavaknak vagy kédvektoroknak nevezziik.

A kovetkezbekben definidlt fogalmakat egy dltalanos F véges test ese-
tén is lehetne definidlni, de mivel most az IF; véges testre koncentralodik
a témank, igy a fogalmak sordn erre a véges testre fogunk hivatkozni.

1.21. Definicié. Legyen v = (v1,02,...,0n), 4 = (Uuy,uz,...,uy) € F} = V.
A két vektor Hamming-tdvolsdgdn azon koordindtdk szdmadt értjiik, amelyekben v
és u eltér, azaz:

du,v)={i:1<i<mn,v; #u;}l.

Ad:V xV — N fiigguényt Hamming-metrikdnak nevezziik, a v € V vektor
stilydn pedig a d(v, 0) tdvolsdgot értjiik, és |v|-vel jeloljiik.

Vegytik észre, hogy Vv, u € Fj vektor esetén
dw,u)=|{i|ll <i<n,v;—u; #0}|=d(v —u,0) = |v —ul.
Ezt a tulajdonsagot felhasznalva konnyen beldthato a kovetkez6 lemma.

1.22. Lemma. Az IFj vektortéren a d leképezés metrika, azaz a kivetkezok telje-
siilnek Vx,y,z € ng esetén:

a) dix,y) >06éd(x,y) =0 x=y,
b) d(x,y) =d(y, x),
0) d(x,y) < d(x,2)+d(z,y).

1.23. Definicié. A ¢ € Fj kizéppontii r € R, sugarii gombnek nevezziik a
kivetkezo halmazt:
B,(c) = {x € Fyld(c,x) < r}.



Mivel IFj véges, ezért ez a gomb is véges sok elemet tartalmaz, és ezt

az elemszdmot egy kis kombinatorikéval kiszdmolhatjuk. Eszrevehets,
hogyha r > n, akkor a B,(c) gomb barmely ¢ € Fj esetén [F; Osszes elemét
tartalmazza, mivel a gombben azok az elemek vannak, amelyek legfel-
jebb r koordinatdban térnek el a kozépponttdl, és trivialis, hogy barmely
elemre igaz, hogy egy mdsik elemtdl legfeljebb az 6sszes koordindtaban
kiilonbozik. Masrészt ha r = 0, akkor a gombnek csak a kdozéppont az
eleme.

Tehét feltehet6, hogy 1 < r < n. A B,(c) gomb elemszdmanak megha-
tarozasahoz definidljuk a kovetkezd i-sugart gombhéjakat a ¢ kozéppont
koral (0 <i <r):

B(i,c)={x € ]Fg\d(c,x) =i}

Ezekben a gombhéjakban azok az elemei vannak IF;-nak, amik ponto-
san i tdvolsdgra vannak c-t6l. Vilagos, hogy:

!
Br(c)|=)_r]|B(, ).
i=0

Egy ilyen gombhéj elemszdma pedig adott i-re ()(g — 1)'. Ez onnan
adodik, hogy (') vélasztas van arra, hogy melyik koordinatidkban kiilon-
b6zzo6n az adott elem c-t6l, egy koordinéta esetén pedig g — 1 lehet6ség
van egy kiilonb6z6 koordinatat taldlni, mivel |IF,|= g; és i darab koordi-
natavalasztds van, amik fiiggetlenek, ezért a koordinatak értékeinek kiva-
lasztaséra (g — 1) lehet6ség van. Tehat:

! ! .
B0l 118G, 0l= Lol ()0 - 1.
i=0 i=0
1.24. Definici6. A
d(C) = min{d(x, y)|x,y € C,x ¥y}

szdmot a C kod minimdlis tdvolsdgdnak nevezziik.

1.25. Tétel. Ha C eqy linedris kéd és d=d(C), akkor
d =min{d(v,0)|v € C\ {0}}

Vagyis egy linedris kéd minimaélis tavolsaga megegyezik a legkisebb
sulyt nem-zér6 kédvektor stlyéaval.
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1.26. Definicié. Egy t € N esetén a C C IFy kddot t-hibajavité kédnak
nevezziik, ha V' kiilonbozé u, v € C esetén

d(u,v) > 2t +1.

Megjegyzés. Vildgos, hogy V C t-hibajavité kod esetén d(C) > 2t +1,
ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a t sugart gobmbok diszjunktak, amit a
kovetkez6 lemma is megfogalmaz.

1.27. Lemma. Ha C t-hibajavito kéd, akkor tetszbleges v € Fy vektorhoz legfel-
jebb egy olyan ¢ € C kddszo létezik, amelyre d(c, v) < t.

Ez kdnnyen beldthat6 indirekt médon. Tegytik fel, hogy 2 kiilonb6z6
ilyen kédsz6 1étezik egy adott v-re: ¢1 és ¢, azaz d(c1,v) < tésd(cp, v) < t.
Ekkor a haromszog-egyenldtlenség alapjan:

2t > d(c1,v) +d(cz,v) > d(c1,c2) > 2t +1, mivel C tjavit6 kod.
Ezzel azt kaptuk, hogy 2t > 2t + 1, ami ellentmondas, tehdt a lemma igaz.

1.28. Definicié. Ha a C C IFg linedris kod dimenzidja k, akkor linedris [n, k]
kédnak nevezziik.

1.29. Definicié. Ha cq, ¢y, ..., cx a C linedris [n, k] kéd egy bdzisa, akkor azt a
k x n-es G mdtrixot, melynek i-edik sora a c; vektor (i =1, ...,k), C generdtor
mdtrixdnak nevezziik.

1.30. Tétel (Singleton-korlat). Ha valamely C linedris [n, k]-kéd minimalis td-
volsdga d, akkor
d<n—k+1.

1.31. Definicié. Ha egy linedris [n, k]-kéd minimalis tdvolsdga d, és teljesiil a
d=n—k+1
eqyenldség, akkor a kédot MDS-kédnak nevezziik.

Megjegyzés. Az MDS a 'Maximal distance separable code” angol ki-
fejezés roviditése, ami magyarul maximaélis elvélasztési tdvolsagu kodot
jelent. Ezt azért hivjuk igy, mert az adott vektortér linedris kodjai kozott
erre (is) teljesiil, hogy a kddszavak a lehet6 legtavolabb vannak egymastol,
ez pedig a dekédoldsndl bizonyul hasznosnak, ugyanis mivel a kijavithat6
hibdk a kédszavak tavolsagétol fiiggenek (d > 2t + 1), igy az MDS-kédok
a lehet6 legtobb hibat ki tudjék javitani. Mas széval nincs olyan kéd az
adott vektortérben adott dimenziéval, ami tobb hibat tudna kijavitani.
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1.3. Fourier-transzformalt

1.32. Definicié. Legyen a az I, test primitiv eleme. Ekkor a

deg p

p(x)=)_ apx* € Fylx]
k=0

polinom Fourier-transzformdltjan a kovetkezd q(x) € F4[x] polinomot értjiik:
q—2
r(¥) = 3 plah)xt.
k=0

Megj.: p(x) Fourier-transzformaltjat szokds p*-tel is jel6Ini.
Tekintsiik azon p € IF;[x]-eket, melyeknek a foka kisebb g — 1-nél, és a
halmazukon vegyiik a kovetkezd leképezést:

eval: D={pe Fylx]:degp <q—1} — IFZfl,

p = (p(a®), pa), pa®), ..., pa™?),
ahol « az IF; multiplikativ csoportjanak a general6 eleme. a ezen tulajdon-
sagabol kovetkezik, hogy itt tulajdonképp a p polinom grafikonjat kapjuk
meg egy g — 1 komponensti vektorként, mivel IF; 6sszes nem nulla elemé-
ben vessziik a kiértékelését.
Most vegyiink egy masik leképezést, ami egy p € D polinomhoz az
egytitthat6it rendeli hozza:

q—2

fip) =Y aix' = (ag,a1,...,a0-2).
i=0

Latszik, hogy ha az utébbi leképezést végrehajtjuk a p € D polinom Fou-
rier - transzformaltjara, akkor ugyanazt kapjuk, mintha az eval-t hajtottuk
volna végre a p-re (f(p") = eval(p)). Kérdés, hogy adott p esetén a két rep-
rezentacio (f(p) és eval(p)) kozott van-e valamilyen kozvetlen kapcsolat.

Aznyilvanvalo, hogy mindkét reprezentaciéval egy g — 1 skalarbol all6
vektort kapunk. Az is latszik, hogy eval bijekci6 D és ]F?f1 kozott, mivel
ker(eval) N D = {0} és a szamossaguk megegyezik.

Ezen észrevételek is megerGsiteni ldtszanak, hogy a Fourier - transz-
forméci6 a két halmaz kozott egy kapcsolatot allit fel. Vegyiik a kovetkez6

polinomokat:
q—2

p= Zakxk c 6,1”:]9#
k=0
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Most nézziik meg, mi torténik, ha az eval-t végrehajtjuk r-re, azaz p Fouri-
er - transzformaltjara. Ehhez sziikségiink van r-nek az a' helyeken felvett
értékeire.

q—2
i _ i 2i iG-2) _ ij
r(') = vo + 018’ + 020 + ..+ vy o0 —Zv](x =
j=0

L q—2 o . -2
=Y p@)ad =Y (Y apa)at = Y aa™ = Y ar (Y (aFY).
j j k=0 7k k =0

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: B = a*F. Ekkor a kovetkezs vehetd
észre:

1772 ﬁqfl_l_
S g =14pr.. . 4pi2=] FT 0 ,hap#1
j=0 g—1=-1 ,hap=1.

Az elsd esetben azért 0 az eredmény, mert S 1 = p@=D(+h) g5 pa-1 = 1,
mivel a general6 elem, ill. 4 = 0 modulo a test karakterisztikdja, ezért
teljesiil, hogy g — 1 = —1.

Az eredményt felhaszndlva a kovetkez6t kapjuk:

qiz(“”k)": 0 ,hai+k#g—1
=0 -1 ,hai+k=gq—-1

Adott k esetén ezen utdbbi Osszeget jeloljiik yi-val. Tehat
T(lxi) = Zak'Yk = —4g-1-i = W;j.
k

Megjegyzés: Az i = 0 esetben wy = —ao.
Most hajtsuk végre r-re a Fourier-transzformaciot:

H(x) = wo + wix + wox> + ... + wq_zx”/_2 =

—(ap +ag2x+ aq_g,xz +. o +apx ).

Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy egy adott p(x) polinom
Fourier-transzformaltjanak Fourier-transzformaltjanak az egytitthatéi szin-
te ugyanazok, mint p egytitthat6i, tehat ez a Fourier-transzformaci6 egy
bizonyos médon 6nmagénak az inverze.
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2. Reed-Solomon-féle hibajavité kédok

A kommunikdcié sordn tovabbitott tizenetrdl feltessziik, hogy egy n - di-
menzids véges test feletti vektortér (jeloljiik F"-nel) egy eleme, azaz egy
F"-beli vektor, pl.: a = (a3, a2, ...,a,) az lizenet, ahol minden a; F eleme.
Ezt a vektort nevezziik kédszonak. A tovabbitds kozben hibdk hatdsara
a cimzett az a helyett a b = a + e vektort kapja meg; itt e-t hibavektor-
nak nevezziik. Ezeknek a hibdknak a kijavitdsara talaltdk fel a hibajavito
kodokat, amiknek a Reed-Solomon-kédok egy specidlis fajtdja.

2.1. Felépités

Legyen g primhatvany és « az IF; primitiv eleme, azaz:
F, ={0} U {a%at,a?,..., 0772},

Rogzitett k € IN eseténa C < ]Fz_l Reed-Solomon-koédot a kdvetkezdképp
definidljuk:

C = {(p@®), pal), p(@?),..., p@T2)|p € F,[x], degp < k € N},

azaz vessziik az 0sszes IF;[x]-beli, legfeljebb k-ad fokt polinom kiértékelé-
sétaza®=1,al =a,a?,..., 012 helyeken. Ezt a kiértékelést nevezziik a p
grafikonjanak, mivel az 6sszes IFj-beli elemben vettiik az értékét. Vildgos,
hogy C < IFZfl, azaz C lineéris kod ]Fgfl-ben.

Legyen D = {p € FF;[x]|degp < k}, és tekintsiik az

eval: D — C,p — (p(a%), p(a), p(a?), ..., p(aT2))

leképezést. Belathatd, hogy ez egy linearis leképezés, és igy bazist bazisba
visz. A D-beli természetes bazis: {1, x,x?,..., xk_l}, igy az 1.29 definici6
és D bazisainak eval melletti képei alapjan a C bazisaibdl alkotott generalo
maétrix a kovetkez6képp all eld:

1 1 1 .. 1

1 « o L. af?
G=|1 a2 at L w214

i [Xk.—l 0‘21;—2 . “(q—Z.)(k—l)

Ezenkiviil latszik, hogy az i-edik sordnak j-edik eleme:

Gy=a" 0070 (i=1,.. kj=1,...,9-1),
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ésigy G € IFZX(q_l) és C k-dimenzi0s.

Tehat C egy linearis [q — 1, k] k6d, és a Singleton-korlat miatt (1d. 1.30
tétel) d(C) < (9 —1 — k) +1 = g — k. Ezen kiviil még tovébbi észrevételek
tehet6k C minimadlis tdvolsagat illetGen.

C tehat a kovetkez6 halmaz:

{(pa®), ..., p(@i72))|deg p < k}.

Egy adott p polinomhoz tartoz6é elemét C-nek jeldljik w,-vel. Legyen
p és p két tetszbleges, legfeljebb k-adfokti polinom, és tegyiik fel, hogy
d(wp, wy) = I. Ekkor a kovetkezbk vehet6k észre:

I = |wp — wp|= |w,_z|, mivel

(p@®), p(@),..) = (P(®), plact), ..) = (p(@”) = P(a°), ..)
=((p—p@°),...) =w,_j.
Az egyszerliség kedvéért jeloljikk p — p-ot P-vel.
wp sdlyal <= I helyenlesz P # 0
<= legaldbb g — 1 — [ helyen 0
<= P-nek legaldbb g — 1 — I gyoke van.

Mivel P foka is kisebb, mint k, igy teljesiilnek a kovetkezdk is:

g—1—-1<degP <k,
g—1-1<k-1,
I>qg—k

Ezekbdl latszik, hogy ha két kédvektor tavolsaga I, akkor I > g — k, igy
C minimalis tdvolsdgara is teljesiil, hogy nagyobb g — k-ndl. Ezt az ered-
ményt és a Singleton-korlatb6l kapott eredményt egybevetve kapjuk a ko-
vetkezd tételt:

2.1. Tétel. Bdrmely C < IFZil, k-dimenzids Reed-Solomon-kddra teljesiil, hogy
d(C)=q—k.

Ennek egyenes kovetkezménye, hogy C MDS-kéd, azaz a lehet6 leg-
nagyobb tdvolsdgra vannak egymastdl a kédszavai, és igy C az egyik leg-
tobb hibat kijavitani képes kod. Felhaszndlva a t-hibajavité kod definicié-
jat (1.26) és azt, hogy d(C) = q — k, a kdvetkez6 eredményekre juthatunk:

dC)=g—k>2t+1,

g—k—12>2t,
M>t
> >
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Tehat C Lq_g_lj hibat még biztos ki tud javitani, és nincs olyan linedris

kod IFZfl-ben, ami k dimenziés és tobb hibat tudna kijavitani, mint C.
Visszatérve a feladatunkhoz: egy ember iizenetet kiild egy masiknak,

azaz vélaszt egy w € C-t és elkiildi egy zajos csatorndn. Megérkezik egy

w=w+e e ngfl, ahol e-vel a hibavektort jeloltiik. Ekkor ha w' € C, azaz
e = 0, akkor nem volt hiba és készen vagyunk, ha viszont ez nem telje-
siil, meg kell taldlnunk a w’-hoz legkozelebb es6 C-beli elemet. A w’ € C
eldontésében segit a fent definidlt G matrix, mivel C elemei G sorvekto-
rainak linearis kombinaci6ibél dllnak. Tehat w' = (yo,y1,...,Y4-2) akkor
eleme C-nek, ha 3x = (xg, x1, ..., xx_1), melyre GTx = w', azaz:

Xo+X1+Xo+...+ X1 Yo
X0 + X104 + X002 + ...+ xp_qak1 Y1
GTy = X0 + X102 + xoat + ..+ xp_qa2k2 | v | =
xo+ X107 2 + x00294 4 | 4 xp_qa@2DE=D) Yg—2

Ebbdl a és y;-k ismeretében egy olyan linedris egyenletrendszert kapunk,
amiben k ismeretlen és g — 1 egyenlet van, azaz ha van megoldds, azt
Gauss-elimindciéval megkaphatjuk. Ha viszont nincs megoldas, akkor
meg kell keresniink a w'-hoz legkozelebb es6é C-beli elemet, ami a deko-
dolas feladatdhoz vezet.

2.2. Dekédolas

A dekoédolashoz az tgynevezett tiinet-dekédolast (syndrome decoding)
fogjuk majd hasznélni, amit Peterson fejlesztett ki 1960-ban. Ennél a méd-
szernél az tizenetekre a kovetkez6 modon tekintiink: amit a felado6 kiild,
az egy legteljebb k-ad foku p(x) polinom ng_l—beli grafikonja; amit a cim-
zett megkap, az egy legfeljebb (g — 2)-ed foka ]FZ_1 teletti s(x) polinom
egylitthat6ibol alkotott vektor. Tehat a kiildott tizenet (co, ¢1, - - -, ¢4-2), az-

az ezek a c;i-k a p adott a’ helyen vett értékei, és ha feltételezziik, hogy
nem tortént hiba a tovabbitds sordn, akkor a kapott tizenet az r(x) poli-
nom egyiitthatéi, ahol r = p*, azaz

-2
r(x) = Z c;x'.
i=0

Korédbban levezettiik, hogy a Fourier-transzformaltra a kovetkezd tel-
jesil: Vi=0,...,9—2:r(a') = —a; 1 ; ezenkivil tudjuk, hogy deg p <k,

14



tehat ay = ag,1 = ... = a,_1 = 0, igy kapjuk azt, hogy r(a’) = 0, ha:
k<g—-1-i<g—-1

k—g+1< —i<0
—k+g—1>i>0,
azaz (') =0Vi=0,..., q —k — 1 esetén.
Tehat r(a®) = r(a) = r(a?) = ... = r@17¥"1) = 0, és igy r(x) oszthat6 a
g(x) = H?z_ok_l (x — &/) polinommal. Az iizenetkiildés sordn ez az r polinom
sériil, és a kapott tizenet az s(x) = r(x) + e(x) polinom egytitthatéi, ahol

-2
e(x) =) ex'.
i=0

Az x i-edik hatvdnyandl akkor kapunk hibat, ha e; # 0. A C kod konst-
rukciéja miatt feltehets, hogy a hiba mérete legfeljebb t := Lq#;lj, mert
ennyi hibat még a koéd ki tud javitani. R

Ha tudjuk, hogy v hiba van az x kiilonb6z6 iy hatvédnyaiban (v < 1),
akkor

(%
e(x) = Zeikxlk.
k=1

A dekédolés célja, hogy megtalaljuk a hibék helyeit (i}) és értékeit (e;,).
Ha ezek megvannak, akkor e(x)-et ki tudjuk szamolni és le tudjuk vonni
s(x)-bdl, igy megkapva az eredeti tizenetet. Ezekhez a szdmitdsokhoz kell
definidlnunk az S; tiineteket.

2.2. Definicié.

S = s(ocj) = r(ocj) +e(0cj) = e((xj) = e; ((xj)ik, j=12,...,q—1—k
] \0,/ kgl: I

Ebbdl latszik, hogy azért elényos a tiinetekkel foglalkozni, mert az el-
kiildott polinomtol fiiggetlenek.

2.3. Hibahelyek és hibaértékek

A kényelmesség kedvéért bevezetjiilk a kovetkezd jeloléseket a hibahe-
lyekre (X)) és a hibaértékekre (Y}):

Xk = [Xlk, Yk =6y
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fgy a tiinetek a kovetkezd médon egyszertisodnek:

4 .
Si=Y_ YiX;.
k=1
Ezek egy g — k —1 > 2v egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert adnak meg
2v ismeretlennel, de ez az egyenletrendszer az Xj-kban nemlinedris, igy
nincs egyértelmii megoldasa. Viszont ha az Xj-kat ismernénk (lasd a ko-
vetkez6kben), akkor a tiinetek altal adott egyenletek olyan lineéris egyen-
letrendszert adndnak meg, amikbdl egyszertien megkaphatdk az Y hiba-

értékek.
Matrixokkal felirva az egyenletrendszert:

xi X% e X% Y; S
X3 X2 ... X2 Ya| S
xR xate o xit )\ S

Ebbdl pedig az ad6dik, hogy mér csak az Xj-k megkeresése a probléma.

2.4. Hibakeres6 polinom

Peterson talélt egy rekurziv Osszefliggést, ami egy linedris egyenletrend-
szer kialakuldsdhoz vezetett. Ezeket megoldva megkapjuk a hibdk helyeit.

2.3. Definicié (Hibakeresd polinom).

(4
A@x) =TTA = xXp) = 1+ Ajx + Apx® + ...+ Apx®.
k=1

A(x) gyokei az X, ek, azaz
AXH=0 Vk=1,...,0
A =1+ M X + X 2+ + AgX U =0.

Rogzitett k és tetszbleges 1 < j < v esetén ha beszorzunk Ykav—nel, akkor
még mindig nullat kapunk:

YiXIAX) =0
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z

Igy
VX e VXA X VX A X L+ X ALK = 0,
tehat ' ' | |
Vi XD+ A X T A X AYX = 0,

Ha ezt az Osszes k-ra végrehajtjuk és szummdézunk k = 1-t6l v-ig, a
kovetkez6t kapjuk:

[4 . . . .
Y X+ A X T A X T AX)) = 0
k=1

0 . 0 . (9 . [ .
Y XE) 4 A Y (XY + A Y (X 4+ A Y (VX)) = 0
k=1 k=1 k=1 k=1

A ttinetekkel felirva (2.2 definici6):

v .
Sj+v +A15]'+U,1 +... +Av_1S]'+1 + AUS] =0 (mivel Si = Z YkX;()
k=1
Rovidebben: .
Y Sy 1=0 (Ag=1)
1=0

v—1
Z Sl+jAv—l = —S]'_H, (V] =1,.. .,U)
1=0

Ezekbdl kapjuk a kdvetkezd linearis egyenletrendszert:

S, Sy, ... S, Ay Sy
S S3 ... Spn Ap—1 | | =Sos2
So Sor1 -+ S Aq —Su+o

Mivel az §; = s(a/) tiineteket ismerijiik, ezt az egyenletrendszert megoldva
megkapjuk a hibakeresd polinom A; egyiitthatéit. Tehat ha ismerjiik v-
t, akkor A(x) kiszamithat6. Bar v-t pontosan nem ismerjiik, de egy fels6
korlatot ismertink ra, mint fentebb is emlitettiik (?), és szamolhatunk ugy,
mintha elérné ezt a fels6 korlatot, mivel ha még nem is éri el, akkor néhany
utolso6 egytitthato 0 lesz, ez pedig nem okoz gondot.
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Ha A(x)-et ismerjiik, a gyokeit kiillonb6z6 moédszerekkel meg tudjuk
taldlni (ilyen pl. a Chien-keresés), majd a gyokok reciprokait véve meg-
kapjuk Xj-kat. Tovabba

Xy = Ocik =i = log(x Xk,

igy megtudtuk a hibdk helyeit. Ezek utan mivel Xj-k ismertek, a fenti
egyenletrendszert Yj-kra meg tudjuk oldani. Ekkor a kordbbiak alapjan
gyakorlatilag megkaptuk e(x)-et is, és azt s(x)-b6l levonva megkapjuk r(x)-
et, aminek az egytitthat6it szerették volna elkiildeni, és készen vagyunk a
dekoédoléssal.
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