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Tartalmi osszefoglal6

Dolgozatomban egy olyan diszkrét geometriai probléma egy valtozatat vizsgal-
juk meg, melynek alapjai Fejes Toth Laszlotol szarmaznak. Az eredeti kérdést 1968-
ban fogalmazta meg Fejes Toth Laszlo [FT68| cikkében, amely rétegek atjarhatosagi
probléméjarol szol a kovetkezSképpen. Legyen adott a sikban két, egymastol w tévol-
sagra fekvé parhuzamos egyenes, melyek altal hatarolt sdvban paronként diszjunkt
nyilt (korlatos) tartomanyok helyezkednek el egy tn. réteget alkotva. Olyan gorbé-
ket vizsgalunk, melyek a sav egyik hatarol6 egyenesét kotik ossze a masik hatérolod
egyenesével és diszjunktak a réteg alkotdelemeitsl, azaz a tartomanyoktol. A

w

infl
hanyadost a réteg permeabilitasanak, atjarhatosaganak nevezziik, ahol inf [ a fentebb
definialt gorbék infimumat jeloli. A cél meghatarozni olyan rétegek permeabilitasat,
melyeket egybevagd, homotetikus, vagy esetleg azonos méretd, de nem egyallast
haromszogek, négyzetek, korlapok, sth. alkotnak.

Fejes Toth Laszlo |[FT68| cikkében nyilt korlapok alkotta rétegek esetén ad a
permeabilitasukra als6 korlatot, |[FT78| cikkében pedig a nyilt négyzetekbdl, pa-
ralelogrammaékbol és rombuszokbol all6 rétegek permeabilitasat becsiili meg. Fejes
Toth Laszlo felfedezett egy jelentds kiilonbséget a korlapok és a négyzetek viselke-
dése kozott. Mig a korlapoknal a permeabilitas csokkenhet, ha megengedjiik, hogy
azok kiilonboz6 mérettiek legyenek, addig a négyzetek esetén a réteg atjarhatosa-
ga valtozatlan marad, fiiggetleniil attol, hogy azok egybevagoak-e. Ez az észrevétel
motivalta Florian és Groemer [FG85| cikkének egy részét, melyben megéllapitottak,
hogy a koérhoz hasonléan viselkednek azok a szabélyos n-szogek, melyekre n > 39,
tovabba ravilagitottak arra, hogy amennyiben n <39, akkor nem tudjuk megmonda-
ni, szamit-e a méretiik, mikor az altaluk alkotott réteg permeabilitasat vizsgéljuk.
Igy tobbek kozott a szabalyos hatszog esete is maig nyitott probléma.

Dolgozatomban rétegek permeabilitasi problémaja helyett egy nagyon hasonlo
kérdést vizsgalunk, amely szintén Fejes Toth Laszlotol szarmazik. Legyen adott a
sikon nyilt (korlatos) paronként diszjunkt tartoméanyok egy elhelyezése ("pakolasa'),
és két, egymaéstol d tavolsagra 1évs, a tartoméanyokon kiviil es§ pont, melyeket olyan
gorbével szeretnénk Osszekotni, amely a lehetd legrovidebb tgy, hogy az diszjunkt
a tartomanyoktol. Fejes Toth Laszlo két, a probléma felvetése kapcsan megfogal-
mazodott (korlapokra és négyzetekre vonatkozo) sejtését Fejes Toth Gébor igazolta
|[FT78] cikkében. Pach Janos [Pac77| cikkében a négyzetek esetét vizsgalva keresett
valaszt Fejes Toth Laszlo ezen felvetett problémaéajara, belatta, hogy ha paronként
diszjunkt, nyilt, legfeljebb 1-oldalhosszi négyzeteket tekintiink és két, a négyzete-
ken kiviil esd, egymastol d tavolsagra 1évé pontot, akkor azok OsszekothetSk egy
legfeljebb %d +4v/d+1 hosszt gorbével, elkeriilve az dsszes négyzetet.
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A Pach-féle gondolatmenetet felhasznalva megvizsgaljuk, milyen eredmény mond-
hato, ha négyzetek helyett szabalyos hatszogek egy elhelyezését tekintjiik. Vegyiink
olyan szabalyos hatszogeket, melyek nyiltak és legfeljebb egység oldalhossztak. To-
vabba tegyiik fel, hogy koziiliik semelyik kettének nincs kézos belsé pontja, valamint,
hogy tetszsleges kompakt halmaz csak véges sok hatszoget metsz (tehéat sehol sem
torlodnak). Viszont amig a hatszogek ezen megkotéseknek eleget tesznek, irdnyuk és
méretiik szabadon valtozhat. Belatjuk, hogy ekkor barmely két, a hatszogeken kiviil
es6, egymastol d tavolsagra 1év6 pont Osszekothets egy legfeljebb
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hosszt gorbével, elkeriilve az Osszes hatszoget. Eredménytink egy fels becslés, amely-
ben a Pach-féle gondolatmenet jellegébél adodéan szerepel a v/d tag. Ugy gondoljuk,
hogy ez valosziniileg egy masféle eljarassal el lehet tévolitani. Az viszont, hogy a
hatszogek esetén szamit-e, hogy azok milyen méretiiek és irdnyiak (azaz valtozik-e
eredménytinkben a d tag egyiitthatdja) tovabbra is nyitott probléma.



1. fejezet

Torténet1 bevezetd

A diszkrét geometriai permeabilitasi probléma a neves magyar geométertdl, Fejes
Toth Léaszlotol szarmazik, aki ezt elgszor |[F'T66| cikkében fogalmazta meg.

Az eredeti kérdés, amelyet Fejes Toth Laszlo feltett a kovetkezGen hangzott. Te-
gyiik fel, hogy a sikban két parhuzamos egyenes éaltal hatarolt sdvban péaronként
diszjunkt nyilt (korlatos) tartomanyok helyezkednek el, egy tn. réteget alkotva. A
két egyenes w tavolsadgat a sav szélességének nevezziik, és feltessziik, hogy ez a lehe-
t6 legkisebb. A sav egyik hatéaroloé egyenesének pontjaibol kiindul6 olyan gdérbéket
vizsgalunk, amelyek diszjunktak a tartomanyoktol és a sav mésik hataroloé egyene-
sében végzddnek. Jeldlje inf [ az ilyen gorbék hosszénak infimumat. Ekkor a w/ inf
hanyadost a réteg permeabilitasanak (magyarul "atjarhatosaganak") nevezzik, és
p-vel jeloljik. Hatarozzuk meg egy olyan réteg permeabilitasat, amelyben egybe-
vago (vagy homotetikus, vagy esetleg hasonlo, de nem egy allasi) haromszogek,

négyezetek, korlemezek stb. vannak.

1.1. abra. Réteg

Tehat, ha adott egy réteg, akkor annak permeabilitdsa
w
p= nfl’
ahol az infimumot minden lehetséges [ gorbére értjiik, amely a sav felsd és also
hatarold egyenesét 6sszekoti. Nyilvanvaléan 0 < p < 1, illetve ha p kicsi akkor inf/
nagy szam, tehat hosszabb gorbe sziikséges ahhoz, hogy "athatoljunk" a rétegen.
Fejes Toth Léaszlo eredeti cikkében egybevagd korok altal alkotott réteg perme-
abilitasat vizsgalja. Megmutatja, hogy azonos mérett korokbdsl allo réteg atjarhato-
saga nagyobb, mint \/27/27, és ez az érték tetszélegesen megkozelithets alkalmas
réteg valasztasaval. Fejes Toth Laszlo ugyanezen cikkében azonban ismerteti egy



olyan elrendezését a koroknek, melyben nem tessziik fel, hogy a korok egybevigoak.
Ezen specidlis esetben a réteg permeabilitédsa biztosan kisebb lesz, mint \/57/ 2T &
~ (0.823225, de sosem kisebb, mint 2/7 =~ 0.6366.

Késébb Fejes Toth Laszlo [FT68| cikkében a téméat tovabb vizsgalva megmutatja,
hogy négyzetekbdl allo rétegek esete jelentdsen eltér a korlapok esetétsl, ugyanis, mig
korok esetén a permeabilitas kiilonb6z6 a korok méretének valtoztatasaval, addig a
négyzetek alkotta rétegek atjarhatosdga mindig legalabb 2/3, és ez nem valtozik a
négyzetek méretének és iranyanak valtoztatasaval. Altalanosabban kimondva, olyan
rétegek permeabilitdsa mindig legalabb 2/(24r) , amelyeket legfeljebb r oldalaranyt
téglalapok alkotnak. Olyan rombuszokbol alkotott rétegek esetén pedig, melyek belsé
szOge nem nagyobb, mint arccos 1/3, de nem kisebb a-nél a permeabilitds mindig
legalabb sin a/2.

Ez tehat azt jelenti, hogy rétegek permeabilitasat vizsgalva a korok és a négy-
szogek esete kiilonbséget mutat, igy felmeriil a kérdés, hogyan viselkedik a tobbi
szabalyos n-szog. Florian és Groemer |[FG85, Theorem 1, 260. o.] cikkében megmu-
tatja, hogy ha olyan homotetikus (esetleg kiilonb6z8 méret, azonban mindenképpen
egyallast) szabélyos n-szogeket véve a réteg alkotoelemeinek, melyre n > 39, akkor
ezen esetben ugyanolyan eredményt kapunk, mint a koérlapok esetén, tehat a réteg
permeabilitasa csokkenhet, ha sokszogek nem egyforma mérettiek. A cikkben azon-
ban Florian és Groemer ravilagit, hogy az olyan n-szogekre, melyekre n < 39 (ez
alol természetesen kivételt képez az n = 4 eset) nem tudjuk megmondani, szamit-e
az altaluk alkotott réteg atjarhatésagaban a sokszogek mérete és iranya. Igy a szak-
irodalom jelen alldsa szerint nyitott probléma tobbek kozott a haromszogek és a
hatszogek esete is.
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1.2. abra. Korok alkotta réteg 1.3. abra. Négyzetek alkotta réteg

A permeabilitasi probléméat felvetd Fejes Toth Laszlo, bar els6ként mutatott
also korlatot mind a koérok, mind paralelogrammak alkotta rétegek permeabilitasara,
eredményei nem voltak optimalisak, igy cikkei hatasara tobb olyan tovabbi eredmény
is sziiletett, mely igyekszik a permeabilitdsokra optimalis als6 hatart adni. ElsGként
Bollobas Béla élesitette a paralelogrammak alkotta rétegek permeabilitasat [Bol68].

Ezen feliil Fejes Toth Laszlo a permeabilitasi problémahoz hasonléan tijabb prob-
lémat fogalmazott meg: vegylink a sikon paronként diszjunkt nyilt (korlatos) tar-
toméanyok egy elhelyezését (pakolasat), illetve két, a tartoméanyokon kiviil esd, egy-
mastol d tavolsagra es6 pontot. A kérdés hasonld, mint a permeabilitasi probléma
esetén. Olyan gorbéket vizsgalunk, melyek az egyik altalunk kijel6lt pontban kez-
dédnek és a masikban végzédnek, diszjunktak a tartomanyoktol és a lehetd legrovi-
debbek. Ezen probléma kapcsan Fejes Toth Laszlo megfogalmazott két olyan sejtést,
melyek tovabbi kutatéast indokoltak a témaban. Ezek a kévetkez&ek voltak. Paron-



ként diszjunkt, nyilt egységnégyzetek akirmelyik pakolasaban a sikon két, egymastol
d tavolsagra 1évs, a négyzeteken kiviil es§ pont Osszekothets egy legfeljebb %d+%
hosszu uttal, kikeriilve az 6sszes négyzetet. Hasonloan, ha vessziik a sikon paronként
diszjunkt, nyilt egységkorlapok egy tetszéleges pakolasat, akkor két, a korlapokon
kiviil esd, egyméstol d tavolsagra 1évé pont 6sszekothetd egy attal, amely nem érint
egy korlapot sem és legfeljebb %(d—Z) +7 hosszu [FT78|. Fejes Toth Laszlo sej-
tései helyesnek bizonyultak, a fenti szamok végtelen sok d értékre éles als6 hatéarok,
melyet késébb Fejes Toth Gabor igazolt |[F'T78] cikkében.

Pach Janos |[Pac77| cikkében Fejes Toth Laszlo sejtésénél némileg gyengébb meg-
allapitast tett, belatta, hogy paronként diszjunkt, nyilt, legfeljebb 1-oldalhosszu
négyzetek esetén két, a négyzeteken kiviil esd, egymastol d tavolsagra 1évé pont
osszekothets egy legfeljebb %d+4\/c_l—l— 1 hosszu gorbével elkeriilve az Osszes négy-
zetet, lasd |Pac77] Theorem 2, 220. oldal. Dolgozatomban Pach Janos modszerét
ismételjiik meg a szabalyos hatszogek esetét vizsgalva. Ennek segitségével felsé kor-
latot kapunk arra, hogy a sikban legfeljebb egység oldalhossziisagu nyilt szabalyos
hatszogek egy elhelyezésében két d tavolsigra 1évs pont milyen hosszi, a hatszogek-
t6] diszjunkt gorbével kothetd Gssze. Dolgozatom {6 eredménye a kovetkezd allitas.

1. Tétel. Legyen H ={Hy, Hs, ...} legfeljebb 1 oldalhosszisdgi szabdlyos nyilt hat-
szogek olyan csalddja az euklideszi sikon, amelyre H;NVH; =0 minden i # j esetén,
illetve amelyre teljesiil, hogy tetszdleges kompakt halmaz csak véges sok elemét metszi
H-nak. Ekkor barmely két H-n kivili eqymdstol d tdvolsdagra lévd pont dsszekothe-
td olyan gorbével, amelynek hosszisdga legfeljebb ﬁgd+2\/a+1 és amely diszjunkt
H-tol.

A fenti tétel egy felss becslés. Azt azonban nem tudjuk, hogy mi lehet az optimalis
allitas, ezért sejtés kimondasaba nem bocsatkozunk. A Pach-féle gondolatmenetbdl
kovetkezik, hogy a fenti becslésben benne maradt a v/d tag. Ezt lehet, hogy egy
masik modszerrel el lehet tiintetni. A 7/(3v/3) szorzoja d-nek viszont valoszintleg
kozel van az optiméalishoz, ugyanis Florian |[Flo79] cikkében megmutatta, hogy egy
rogzitett hatszog eltoltjaibol &llo réteg p permeabilitdsa nagyobb mint 3/4, ponto-
sabban, p>3w/(4w—2), ha w > 13/4. Florian azt is megjegyzi, hogy 3/4-nél jobbat
nem lehet mondani a szabélyos hatszogracs miatt. Ez a mi probléméank esetén azt
mutatja, hogy 4d/3-nél révidebb gorbére nem szamithatunk. Ha Gsszehasonlitjuk a
4/3=1,33...ésa7/(3v/3)=1,347 ... szamokat, akkor azt latjuk, hogy a kett rend-
kiviil kozel van egymashoz. Az azonban tovabbra sem tisztazott, hogy a szabalyos
hatszogek esetén szamit-e az, hogy megengediink homotetikus, illetve nem egyallasi
példanyokat.

Bar dolgozatomban csak a két-dimenzios esetben vizsgaljuk meg a hatszogek
esetét, a torténeti bevezets részeként roviden osszefoglalok néhany hasonlo jellegii
magasabb-dimenzios eredményt. Bezdek Andras [Bez99) cikkében a kovetkezs prob-
lémat vizsgalta: adott diszjunkt, nyilt, legfeljebb 1-oldalhosszti kockak egy véges
elrendezése a 3-dimenziés euklideszi térben, tovabba adott két, a kockédkon kiviil es6
pont, legyenek ezek S és T'. Egy olyan gorbét kereslink, melyen at eljuthatunk az S
pontbol a T" pontba elkeriilve az 6sszes kockat, ugy, hogy a kockak helyzete és mére-
te ismeretlen marad mindaddig, mig a gorbén haladva el nem ériink egyet. Bezdek
Andras ad egy algoritmust, mellyel olyan, a fenti feltételeknek megfelel§ gérbét tud
konstrualni, melynek hosszusaga kisebb, mint %d+3\/§10gd+5, ahol d > 3v/3 az
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|ST| tavolsagot jeloli. Fejes Toth Gabor |[FT13| cikkében a gombok esetét vizsgalja
magasabb dimenziéban: vegyiink korlatos sugari, nyilt gémboket az n-dimenzios
euklideszi-térben, és két, egymastol d tavolsdgra 1év6 pontot a gombdkon kiviil. Ek-
kor a legrévidebb gorbe hossza, mellyel 0sszekdthets e két pont elkertilve az Gsszes
goémbot d+O(d/n), ha n és d végtelenbe tart.



2. fejezet

A szabalyos hatszog esete
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2.1. abra. Szabalyos hatszog « szoggel elforgatva

Dolgozatom ezen fejezetében megismételjiik a Pach-féle gondolatmenetet [Pac77,
lasd 421.-423. oldal| szabalyos hatszogekre, és az ott hasznalt jelolések egy részét is
alkalmazzuk. Legyen ‘H a legfeljebb 1-oldalt szabalyos, nyilt H; hatszogek olyan el-
helyezése, melyben koziiliik semelyik ketté nem metsz egymésba (azaz nincs kozos
belsé pontjuk), és tetszéleges korlemez csak véges sok hatszoget metsz. Ez pontosan
azt jelenti, hogy H elemei nem "torlodnak". Tekintsiink ekkor egy olyan R tégla-
lapot, amelynek csucsai Pi(z;,y;),7 = 1,...,4. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,
hogy az R téglalap P, P, oldala vizszintes, és P, az R bal also csiicsa. Legyen az R
szélessége a = | Py P|, magassaga b= | P, P3|. Most legyen az P(x,ys) egy pont az R
téglalap P3Py oldalan, azaz x4 < x < x3. Tovabba legyen Q(x,y,) az a pont az R
téglalap P, P, oldalan, amely pontosan P alatt van. Nyilvan akkor |PQ|=b. Jelolje
[I(P) =TI(z) azt a toréttvonalat, amely P-ben kezdddik, Q-ban végzadik, és amely
kikeriili az R-ben 1évé H; hatszogeket tgy, hogy fiiggélegesen halad @) felé mindad-
dig, mig eléri egy H; hatarat, ekkor annak révidebbik ivén halad tovabb amig el nem
éri a masik metszéspontot, ott elhagyja a H; hatszog hatarat és ismét fliggslegesen
halad tovabb @ felé. Jelolje [(x) a II(x) toréttvonal hosszusagat.
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Ekkor allitasunk a kovetkezd.

1. Lemma.

/gc1 (l(x)=b)dx = ﬁT(R),

ahol T(R) az R teriiletét jelenti.

Bizonyitds. A bizonyitdshoz most tekintsiink pontosan egy darab rogzitett H; C R
hatszoget. Egy rogzitett P pont esetén legyen a P() szakasz két metszéspontja H;-
vel rendre V;(z) és W;(x) tgy, hogy a P-hez kozelebbi legyen V;(x). Jelolje \;(z)
a H,; hataranak V;(z) és W;(x) kozé esd ivei koziil a rovidebbik hosszat (ha ezek
egyenlgek, akkor nem szamit, melyiket valasztjuk). Tovabba, legyen [;(x) a teljes 1t
hossza P-t6l @Q-ig, mellyel elkeriiljiik H;-t. Az [;(x) — b mennyiség tulajdonképpen
annak a "keriil6nek" a hossza, amit meg kell tenniink, ahhoz képest, mintha a P-bdl
egyenes uton jutnank el Q-ba, hiszen a megtett utunk egyenes P és V;(z), valamint
Wi(x) és Q kozott, Vi(z) és Wi(x) kozott pedig H; rovidebbik élén haladunk.
A Pach-féle gondolatmenet alapjén most becsiilni fogjuk a

/x () —b) da

integralt. Nyilvan elég, ha az [z}, xo] intervallum azon [z}, 2} részintervalluman in-
tegralunk, ahol P() szakasz metszi H;-t, mivel itt

/
To

/ ()~ b dr = / " (o) — Vi) Wila)]) de = [ ) do—).

A ff,f Ai(z) dr integralt harom darabban szamoljuk ki, és szimmetriai okokbol
vessziik ennek a kétszeresét.

Mindenekel&tt feltessziik, hogy az x =0 fiiggleges egyenes bal oldali tdmaszegye-
nese H;-nek. Legyen H; oldalhosszusaga s. Ekkor a[l.1] abrabél leolvashat6, hogy ha
O az origo, akkor |OP|=ssin(r/6—a), |OCy|=ssin(r/6—a), és |C4Q|=ssin(7/6—
—«). Tehat

ssin(§—a) ssin(§+a) ssin(§+a)+ssin(g—a)
9 / () da+ / (@) do+ / () da
0 s

sin(§—a) ssin(§ +a)

=2(L(a)+ L(a)+ I3(a)).

Az I (a), Ir(«) és I3(«) integralokat egyenként szamitjuk ki az alabbiakban, ki-
részletezve a szamolést.

Az els6 integralhoz tekintsiink egy fiiggsleges egyenest, amely x tavolsagra fekszik
az origotol és x € [0, ssin(%) —al. Ez az egyenes a CoC3 oldalbol egy g hosszisagi,
a (30, oldalbol pedig egy ys hosszusagu olyan szakaszt metsz le, amelynek egyik

végpontja C5 (lasd abra). Az abrabol leolvashato, hogy
T
Y1 = T CSC <g—a> ,
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p

2.2. dbra. Az els§ integral
és

Tehat

= i e x(csc(%—a>+csc<%~l—a>> dx

ssin(mw/6—a)

(cse(m/6—a)+cse(m/6+a)) .

—S—sin2<z—oz> ! + !
2 6 sin(%—a) sin(%—l—a) '

A maésodik integral kiszamitdsahoz most tekintsiink egy olyan fliggéleges egye-
nest, amelynek origotol mért z tavolsagara teljesiil, hogy x€|[s sin (% —a),ssin (2+ a)].
Ekkor az egyenestdl balra (azaz negativ iranyban) 1évé része H; hataranak harom
szakasz uni6ja (az egyenestsl pozitiv koriiljaras szerint felsorolva): a C1Cy oldalbél
levagott y; hossziisdgu szakasz, a teljes CoC oldal, és végiil a C'3Cy oldalbol levagott

Yo hosszusagu szakasz, lasd 2.3 abra. Az abrabol ebben az esetben is konnyen latszik,
hogy

. ™
Y1 = sec <£E—SSIII <E—O./>>,

m
Yo = T SEC <§—a>.
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2.3. abra. A mésodik integral
Tehat

ssin(g+a)
IQ(O_/):/ (y1+3+y2) dx

sin(§—a)

ssin(g+a) T
:/ seca( —551n<——a>>+s+xsec <§—a> dx
1
—C
2

sin(§ —a)
(5+) cosart g -secasin (§—a)
SC 6 « | COS Y 5 sec 'S 6 «

=/3s%sina (

Végiil, a harmadik integralhoz vegyiink egy olyan fiiggSleges egyenest, amelynek
origotol mért x tavolsagara teljesiil, hogy x€[s sin (% + a) , §sin ( + a) —+ssin (g — a)]
Ekkor az egyenestdl balra (negativ iranyban) 1év6 darabja H; hataranak négy sza-
kaszra bomlik, amelyek pozitiv irdnyban felsorolva rendre: a C;C'; oldalbél levagott
y1 hosszusagn szakasz, a teljes CoC'5 oldal, a teljes C3Cy oldal, és a C4C5 oldalbél le-
vagott ys hosszusagu szakasz, lasd abra. Az abrabol ebben az esetben is konnyen
leolvashato, hogy

y1 = sec(a) <:1c—ssin (%—a)) ;
Y2 = sec(a) <:1c—ssin (%—i—a)) )
Tehat

ssin( % +a)+ssin( % —a)
I3() :/ o (y1+2s+y2) dx
ssin(g +a

ssin(g +a)+ssin(g—a) T T
/ 25+ 2x sec(ar) — s sec(w) (Sin <g+a> +sin <6—0z>> dx

sin(g +a)
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2.4. dbra. A harmadik integral

=5 <251n (E—a)%—secasm (E+a) sin <Z_a>>
a 6 6 6

Végezetiil a harom integralt dsszeadva majd az Osszeg kétszeresét véve I(a)-ra a
kovetkezd eredményt kapjuk:

I{a) =2(L1 () + () + I3(a))

= 5% gin? (E—oc> L + !
6 sin (% —a) sin (%+a)

+s2\/§sina <3+Csc (%—l—a) CcosS (v — 2 sec v sin (g—a>)

+5° <4sin (%—a>+2secasin (%—f—a) sin (%—a))

Ahhoz, hogy gondolatmenetiinket folytathassuk, sziikségiink van az I(«) fliggvény
maximumara a [0, 7/6] intervallumon rogzitett s mellett. Ezen maximum illusztra-
lasara tekintsiik az alabbi abrat , amelyen a Mathematica program segitségével
kirajzoltuk a I(«) grafjat. Ezen jol lathato, hogy a fliggvénynek az intervallumban
egy lokalis minimuma van, és hogy maximumét a bal végpontban, azaz o = 0-ban
veszi fel. A maximum meghatarozasa természetesen lehetséges az dbra felhasznélasa
nélkiil is, mégpedig a kévetkezé modon. Az I(«) fiiggvény az intervallum belsejében
differencialhat6. Szamoljuk ki az I'(«) derivaltat és hatérozzuk meg az (o) kriti-
kus pontjait, tehat azon « értékeket, melyekre teljesiil, hogy I'(«) = 0. Tekintettel
azonban a derivalt bonyolultsagara, arra nincs esély, hogy a kritikus pontokat az
egyenlet kozvetlen megoldasaval talaljuk meg. Azonban, ha az I'(a) fiiggvényben
szereplé minden szogfiiggvényt a sin(a) és cos(a) segitségével, addicios formulakat
hasznalva kifejtiink, akkor a szinusz és koszinusz fiiggvények egy racionalis tortfiigg-
vényét kapjuk. Ezt kézos nevezére hozva, mostantol feladatunk megkeresni, hogy

13



annak szamlaloja hol nulla. A szamlald pedig a szinusz és koszinusz fliggvények egy
polinomja:

3sin’ () + 15 sin®(a) — 15v/3 cos” () + 18 cos™ (o) — 9v/3 cos® () + 6 cos® () +
+38v/3sin(a) cos® (a) — 93 sin(a) cos®(ar) — 89v/3 sin’(av) cos®(a) + 60 sin?(ar) cos® () —
— 12v/3 sin®( ) — 135 sin®(a) cos* (@) + 10v/3 sin(a) cos* (@) + 39 sin(a) cos* (a)—
—37V3sin*(a) cos®(a) — 54 sin(a) cos®(a) + 74v/3 sin?(a) cos®(a) + 6 sin®(a) cos® (o) —
—18v/3sin’ () cos?(r) — 7sin®(a) cos(ar) — 6v/3 sin® () )
+5v/3 sin’(a) cos(a) +43v/3 sin*(a) cos(a)

) cos? (a

cos? () + 142 sin® () cos? () +

Az o = arcsin(z) (és nyilvan ekkor cosx = v/1—1x2) helyettesitéssel egy olyan
fiiggvényt kapunk, amelyben x és /1 — 22 hatvanyai szerepelnek:

—32v/327 — 3227 +136V/32° — 1042° — 152v/32° + 2082+
/11— 22 (—32\/§x6 1+ 962% +56v32% — 1202* + 48322 — 243 + 24) 1+ 48v/3x — 54z

Ezt nullaval egyenlévé téve és atrendezés utan négyzetre emelve mar az alabbi
x-ben polinomialis egyenletet kapjuk.

(4096\/5 . 16384> prn (65536 _ 22528\/§> 22 <54528\/§ _ 130560) 2104
+ (162304— 75136\/§> S+ (61792\/§ - 130720) 254 (66240 _ 30240\/5) o

+ <8640\/§— 19044> 2% —1152v/34-2304.

Ennek az egyenletnek a gyckeit a Mathematica program numerikus modszerekkel
meg tudja hatarozni. A mi esetiinkben egy z-ben 14-edfoku polinomrol van szo,
amelynek 14 paronként kiilonb6z6 gyoke van, amelyeket a Mathematica program a
kovetkezSképpen ad meg:

{{z — —0.957736 — 0.340263i}, {x — —0.957736 4 0.340263:}, {x — —0.953829},

{z — —0.710197}, {z — —0.569311 — 0.678648i}, {z — —0.569311 +0.678648i},

{x — —0.33197}, {z — 0.33197}, {x — 0.569311 —0.678648i}, {z — 0.569311 +0.678648i},
{x — 0.710197}, {z — 0.953829}, {z — 0.957736 — 0.340263:}, {x — 0.957736 +0.340263i}}

Ezekbdl a gyokokbol pontosan egy esik a kérdéses intervallumba (azaz a sin0 =0
és a sinm/6 = 1/2 kozé), mégpedig az x = 0.33197 érték. Ezt megvizsgalva kideriil,
hogy ott a fiiggvénynek lokalis minimuma van. Igy mar csak annyi a teendénk, hogy
Osszehasonlitjuk az intervallum végpontjaiban felvett értékeket, melybdl megtudjuk,
hogy az I(«a) fiiggvény maximumat a bal végpontban, azaz az x = 0 pontban veszi
fel.

[gy tehat az I(a) fiiggvény maximumanak értéke a [0, 7/6] intervallumon



lja)

2.5. abra. Az I(«) fliggvény grafja a [O, %} intervallumon

Az I(0) értéket felhasznédlva a kovetkezs eredményre jutunk:

/mz(:c) d:v—T(R):/m(l(x)—b) dr=Y"

I;% (% _ 1) ()

ahol olyan i-kre Osszegziink, melyekre H; € R. Tehat ezzel befejeztiik az [I] Lemma
bizonyitasat. O

Ahhoz, hogy f6tételiinket bizonyitani tudjuk, sziikségiink lesz még a kovetkezs
egyszerd becslésre.

2. Lemma. Két, eqymastol d tdvolsagra lévd, a H; hatszogeken kivil esd pont bizto-
san osszekothetd eqy olyan gorbével, mely elkeriili a hatszégeket és hossza legfeljebb

V3d.

Bizonyitds. Tekintsiink egy s oldalhossztusagt H szabalyos hatszoget, amelynek egyik
oldala vizszintes (parhuzamos az z-tengellyel), és egy e iranyitott egyenest, amely
metszi H-t. Az egyenes H hataraval vald két metszéspontja legyen P és () ugy, hogy
P megelzi Q-t az egyenes iranyitasaban (P van elgbb). Ekkor P és @) két részre
osztja H hatarat. Legyen a rovidebbik keriiletdarab hossza r (nyilvanvaloan r fligg
az e egyenestdl). Arra vagyunk kivancsiak, hogy mekkora lehet az | PTQ| hényados,
azaz mekkora

r
M = max ——,

e |[PQ|

ahol a maximumot az Gsszes lehetséges e egyenesre tekintjik. (Nyilvan itt e iranyi-
tasa nem szamit, igy feltehetjiik, hogy lefelé mutat.) A fenti maximum meghatéaro-
zasahoz harom kiilonboz6 esetet kell vizsgalni attol fiiggden, hogy az e egyenes H
milyen éleit metszi: két szomszédos élt, két nem szomszédos, de nem is szemben 1évE
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élt, illetve két szemben 16v6 (parhuzamos) élt. Vilagos, hogy feltehetjiik, hogy s =1,
hiszen az ﬁ hanyados centralis hasonlosagra nézve invarians.

A legegyszertibb eset, amikor az e egyenes két parhuzamos élt metsz (lasd
dbra). Ebben az esetben |PQ| < /3, és egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha e
merdGleges a metszett oldalakra. Tovabba, ha e illeszkedik H koézéppontjara, akkor

r =23, ami épp a keriilet fele. Tehat ebben az esetben

.
<V3~1.7321...
|PQ| —
1
Cg 1 P Cl
1
1
r 1
1
1
1
Cs I Cs
1 e
1
| H
1
1
C, L Q Cs

2.6. 4bra. Szemben 1év6 oldalak esete

Most tekintsiik azt az esetet, amikor az e egyenes két szomszédos élt metsz, példa-
ul a CoCs és C5Cy élt (1asd [2.7)abra). Tekintsiik azt az e’ egyeneset, amely illeszkedik
a Cy cstcsra és parhuzamos e-vel. Legyen az €’ és H Cy-t6] kiillonb6z6 metszéspontja
P’. Tovabba legyen a P’ és Cy altal meghatarozott révidebbik kertiletdarab hossza
r’. Mivel a PC3QA hasonlo a P'C3Cy/A\ haromszoghoz, igy

r r’

[PQ| — [P'Cy|

Legyen x = | P'Cj3|. Nyilvan 0 <z < 1. Ekkor a koszinusz-tételbdl kovetkezik, hogy

roo r+1 o+l
|1PQ \/31324—1—231:(:08%7r Var+a+1

f(z).

Az f(z) figgvény kritikus pontjait az f’(z) = 0 egyenlet megoldasaval keressiik
meg. Az

Valto+l—(a+1); 55— 222 +4204+1)— (¢ 4+1)(22+1)
\/1:2+x+12 2\/:(;24—3:—1—13
16

fi(a) =



— 1
:x—+:0

2Vl +x+ 13

egyenlet pontosan akkor teljesiil, ha x = 1. Az f’ fliggvényt megvizsgalva konnyen

latszik, hogy az x = 1 helyen f-nek lokalis maximuma van és f(1) = \%

Igy tehat ebben az esetben

T 2
< —~~1.1547...,
1PQ| ~ V3

és az egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha x = 1, azaz ha e parhuzamos a CyCy
egyenessel.

Ci

Cs

2.7. 4bra. Szomszédos oldalak esete

Végezetiil tekintsiik azt az esetet, mikor e két nem szomszédos, de nem is szem-
kozti oldalt metsz. Legyenek ezek az oldalak CyC5 és CyCs (lasd [2.8[ abra). Az B3l
hényados meghatéarozasahoz hosszabbitsuk meg a CyC5 és C3C; oldalakat, és az
oldalak meghosszabbitasanak metszéspontjat nevezziik C*-nak. Vegylink egy e-vel
parhuzamos €’ egyenest, mely illeszkedik a Cy csticsra (ehhez fel kell tenntink, hogy
PC3 < CyP). Legyen €' és H Co-t8] kiilonb6z6 metszéspontja @', tovabba jeloljitk
z-vel a |QQ)| tavolsagot, x-szel pedig a |Q'Cy| tavolsagot. Ekkor konnyen latszik,
hogy |C*Q| =14z — z, illetve |C*Q’'| = 1+ Nyilvan a C3C*CyA egy egység olda-
It szabalyos haromszog. Mivel a PC*QA és a CoC*Q'A haromszogek hasonloak,
teljesiil a kdvetkezd egyenlGség:

PC* 1+ z—z
CQC*_ 1—|—.Z‘ ’

por—o (LT 2\ Lo (12 ).
14+ 142

A koszinusz-tételt hasznalva

és ezért

1 —
|PQ| = \/22—0—(1+SE)2—4(1+$) COS%'%
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= 3+x2<1— - >
1+2x

Igy tehat a keresett hanyadosra bevezetve az f(z, z) jelolést

r—z4+2(1-%)-1+1

V3+a2 (1- %)

flz,2) =

1 L3 r+1
r+3——— | .
V3+a? z+1l—z

Az f fiiggvény z-ben monoton nd, és csak egyetlen helyen szerepel. Mivel f ma-
ximumat szeretnénk meghatéarozni, 2-t elhagyhatjuk, hiszen ezzel noveljiik a fligg-
vénytinket. Ezért mostantol elég a kovetkezd fliggvényt vizsgalni:

T+2
V713

melynek kritikus pontjait az f'(z) =0 egyenlet segitségével hatarozzuk meg. A

fx) =

play= YT A 3w,
_ Shithczz N o
z¢+4+3 r¢+3

egyenlet akkor teljesiil, ha z =3/2. Az [’ fiiggvényt vizsgalva kénnyen latszik, hogy
x =3/2 helyen f-nek lokalis maximuma van. Ez azt jelenti, hogy az z € [0,1] inter-
vallumon f monoton névé, ezért maximumat x = 1 helyen veszi fel, és itt a felvett
figgvényérték f(1)=3/2. Ezért a keresett hanyadosra ebben az esetben a kovetkezd
fels6 becslés adhato:

r 3
< -=1,.
|PQ| ~ 2
4
e/
. Cs
\
\
\
\Q Cs
\
\ \

2.8. abra. Nem szomszédos, de nem szemkozti oldalak esete
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A harom kapott értéket dsszehasonlitva kapjuk meg M értékét:

r 2 3
M = max = max \/g, —,—}:\/g.
e |PQl e { V3 2

Ezzel befejeztiik a2 Lemma bizonyitasat. O

A fenti gondolatmenetbdl a kovetkezs tény kovetkezik: A +/3d nyilvanvaléan
trividlis fels6 korlat a két d tavolsagra 1évé pontot 0sszekots gorbe hosszara. Ezt a
kovetkezGkben javitani fogjuk a Pach-féle gondolatmenet segitségével, felhasznalva
az eddigi eredményeinket.

Az[1. Tétel bizonyitdsa. Tételiink bizonyitasdhoz a |Pac77| cikk 422-423. oldalan
lévé gondolatmenetet kovetjiik.
A ﬁgd—l—%/a—i— 1 = v/3d egyenlet megoldasa

3
d=— 1+1 ~3198....
5 <9+\/§+\/8 + 8\/§> 31.98

Igy, ha d < 31, akkor

T gtovd+l > /3d,
3v/3

tehét ilyen d-kre az allitas nyilvanvaloan teljesiil. Tehat feltehetjiik, hogy d > 31.

Legyen P és () két pont, amelyek a H elemein kiviil helyezkednek el tgy, hogy
|PQ| = d. Tekintsiink egy olyan R téglalapot, amely olyan, hogy két szembenlévs
oldalanak felezGpontja P és @, illetve ezen oldalak mer6legesek PQ-ra és hosszuk
Vd+4 (1asd 2.9 abra).

s
s

—
SRE

)

-

O

R A

A NG

2.9. dbra. Az R téglalap
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Allitasunk bizonyitasahoz indirekt tegyiik fel, hogy a P-t és Q-t 6sszekotd olyan
torottvonalak hosszanak minimuma nagyobb, mint ﬁgd+2\/a+ 1, amelyek H ele-
mein kiviil haladnak. Ebbél ellentmondasra fogunk jutni.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy az R téglalap P-t tartalmazo6 oldala
vizszintes, és a bal (jobb) végpontjanak z-koordinataja z, (z3). Tehat z3—z,=/d+
+4. Tekintsilink egy S pontot az R téglalap P pontot tartalmazé oldalan, amelyre
|PS| < V/d/2. Legyen S’ az a pont az R téglalap Q-t tartalmazo oldalan, amelynek
x-koordinataja megegyezik S-ével (Tehat az a pont, mely pontosan S alatt van az R
téglalap Py P, oldalan). Legyen U (U’) az S-hez (S’-hoz) legkézelebbi pontja az S5’
szakasznak, amely nincs benne a nyilt hatszogekben. Ekkor vilagos, hogy |SU| < 2
(]S'U’| < 2), mert a hatszogek atméréje legfeljebb 2. A 2] Lemmabol, hogy P-t és
U-t (illetve Q-t és U'-t) Ossze tudjuk kotni olyan toréttvonallal, amely H-n kiviil
halad és hossza legfeljebb /3|PU| (v/3|QU’|). Igy a P és Q 6sszekothetd olyan H-n
kiviil haladé torottvonallal, amelynek hossza legfeljebb

U(z) +V3(IPS|+|SUN +V3(|U'S' | +S'Ql) < U(x) +V3(Vd+4)

Az indirekt feltevés alapjan

7
Iz)+V3(Vd+4) > ——d+2vd+1,
€) ( )_3\/3
tehat

7
() > ﬁdm—ﬁ)ml—m,

ha ©<+/d/2. Ha V/d/2 <|PS|<V/d/2+2, akkor I(x) > d. Ebbdl integralassal adodik,
hogy

/121(1;) dxzﬂ(%dﬂz—ﬁ)\/éﬂ—m/ﬁ)ﬂd (2.1)

1

Mésrészt, az[I} Lemma alapjan

o 7
/xl I(z) dx < ﬁd(\/8+4) (2.2)

Mivel igy némi szamolas utén az adodik, hogy

26
= VA< 431,
3vV3 T

ami nyilvinval6an nem teljesiil, ha d > 31. Ezzel ellentmondésra jutottunk, tehat az
indirekt feltevésiink helytelen volt.
Ezzel befejeztiik f6tételiink bizonyitasat. O]
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