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Bevezetd

A sikbeli forgatasokkal, és méas izometridkkal gyakran elGkeriilnek, és kellemesen
kezelhet6k példaul a komplex szamok hasznalataval, amik igencsak megkonnyitik a
vizualizaciojukat. A tovabbiakban ezek térbeli megfelelGihez adunk egy geometriai
képet arrol, ezeket hogyan lehet elképzelni, hasonl6 médon mint ahogy a sikon a
komplex szamok nytjtanak segitséget, valamint megallapitunk topoldgiai tulajdon-
sagat a tartalmazo térnek.

1. O(3) és a kvaterniok

1.1. Izometridk és az ortogonalis csoport

A tér izometriai olyan R?® — R3? fiiggvények amelyek megérzik a tavolsagot, ezek
halmaza ®, ami csoportot alkot, a kompozici6 mtveletével. Nem minden ®P-beli
fliggvény rendelkezik fixponttal, viszont mindegyik felirhato egy origét fixen hagyo
transzforméacio és egy eltolas Osszegeként.

Vo € @ p(x) = (p(z) = ¢(0) +¢(0) = $(x) + vo

Ezzel a felirassal minden izometriat egyértelmiien meghataroz egy ilyen par, és for-
ditva is. Az origot fixen hagyo izometridk halmazat O(3) jeloli, az eltolasok pedig
természetes modon megfeleltetheték R3-el, emiatt topologiailag Ggy tekintiink ®-re,
mint O(3) x R3. Mivel R? topologiaja ismert, O(3)-al foglalkozunk.

Az O(3) csoport megegyezik a linedris algebrabol ismert ortogonalis csoport-
tal, azaz O(3) = {A € R¥3 : AAT = [}, ahol I az egységmatrix. Ezen métrixok
oszlop-, és sorvektorai egységhossziak, és merélegesek egymésra, determinansuk pe-
dig +1. Az 1 determinanst, forgatasoknak megfeleld matrixok kiemelt részcsoportot
alkotnak, SO(3)-t, ami normaloszt6 O(3)-ban, a —1 determinansi, a tiikrozéseknek
megfelels matrixok halmazat O~ (3) jeloli. Mivel 3 dimenziéban det —A = — det A,
valojaban, O~ (3) = —SO(3), megkaptuk hogy O(3) topoldgiailag megegyezik SO(3)
két masolataval, elegends SO(3)-t vizsgalnunk.

SO(3) elemei 3 x 3-as matrixok, igy természetes modon megfeleltethetck R?-beli
pontokkal, amin az euklideszi tavolsdg altal indukalt topologiabol szarmaztatjuk
SO(3) topologiajat.

1.2. A kvaternidk tere

Ahogy a sikbeli forgatasok vizsgalatahoz sok segitséget nyijt a komplex szamok tes-
te, hasonloan, a kvaterniok ferde-teste is hasznos lesz szamunkra a térbeli forgatasok
kezeléséhez.

1.1. Definici6. A kvaterniok ferde-teste H, az R* valos vektortér, ahol az dsszeadas
és skalarral valo szorzas a szokésos, a kvaterniok kozti szorzas pedig a kovetkez6 mo-
don definialt.



Va = (2, 11, 22, 23)7

g —X1 —T9g —T3 g —x1 —T9 —T3

1 Lo —I3 T2 L1 Zo T3 —I2
L, = 7Rx =

T2 X3 Lo —I1 T2 —T3 o 1

Trs —XT2 Ty i Z3 ) —X Zo

Legyen x -y = Ly, és y - = R,y.

A matrixmiiveletek tulajdonsagaibol kovetkezGen, ez a miivelet jol definialt,
disztributiv, és asszociativ. Megmutathato, hogy ez az egyetlen szorzas amellyel
R* ferde-testet alkot és kielégiti az

P=j'=k"=i-j - k=—1

egyenleteket, ahol 1 = (1,0,0,0)%,2 = (0,1,0,0)7,5 = (0,0,1,0)7, k = (0,0,0,1)
a kanonikus bazis.

Ahogyan a komplex szamoknadl, itt is hasznos azonositani az R(1,0,0,0) alteret
a valos szamegyenessel, a (0, «, 5,7) alakt kvaternidkat pedig tiszta kvaternioknak
nevezziik, és R3-el azonositjuk. A kényelem érdekében, a tovabbiakban elhagyjuk a
szorzas jelolését, egyszertien xy-t frunk « - y helyett.

Adott kvaterniénak g = (qo, q1, G2, q3)T = qo + 1%+ ¢2J + sk a kanonikus alakja,
Rq = qo € R a valos része, Sq = 11+ ¢ + sk € R3 a képzetes része, ¢ = g — Sq
pedig a konjugaltja.

Adott o, B € R, t,r € R? esetén egy ekvivalens definicié a szorzasra az

(a+t)(B+r)=af—(t,r)+ar+0t+txr. (1.1)

A fenti definiciobol kiolvashatoak, hogy (z,y) = 3(Ty+yx), azaz ||q|| = \/(q,q) =

v/qq. Taladltunk tehit egy természetes elGallitasat a szokasos euklideszi operatorok-
— 2
nak, amikbdl latszik, hogy ||qr|| = ||g||||7||, valamint Wq = % = 1, létezik az

inverz g~! = ﬁ minden nem nulla kvaternidhoz, H tényleg ferde-test, topologidjat
a norma altal indukalt tavolsaghol szarmaztatjuk. Ezen feliil, megemlitjiik, hogy ha
t,r € R3 merdlegesek egymasra, akkor tr =t x r a vektorialis szorzat.

1.3. Kvaterniok kapcsolata O(3)-al

Létezik egy nagyon természetes kapcsolat O(3) és a kvaterniok kozott, ugyanis a
szorzas definiciojabol kovetkezik, hogy L, R, = R,L,, specidlisan L,R,-1 = R,1L,.
Ha megvizsgaljuk ezt a méatrixot, azt latjuk, hogy 0 # g-ra

(LyRy-1)(LyRy—1)" = Idga.
0 0 0

11 Q12 a3

Tehat +L,R,-1 ortonormalt méatrixok, s6t, £ alakuak, ahol

1
0
0 G211 Q22 A3
0 as1 aze asg

11 A2 Q13
nyilvan | ay; agy ass | maga is ortonormalt métrix R***-ban, és minden eleme

a31 g2 Aa33



a q koordinatainak folytonos fiiggvényeként all el6. Maris talaltunk egy kapcsolatot
az ortogondlis csoporthoz, aminek geometriai értelmezéséhez felirjuk méasképpen ezt
a transzformaciot.

Mivel L,R,-1x = qxq™!

, ebben a formaban vizsgalva rogton megkapjuk, hogy

gA\g+B8)g ' =Xgqq ' +Bgq ! = \g+ 5.

Vagyis A\qg + 3 fix tengelyek, specidlisan a Sq és R tengelyek is fixek, igy csak R3-
beli elemekre valo hatasat vizsgéljuk, amihez irjuk &t vektoridlis forméba az adott
kvaterniot, legyen ¢ = o +t,a € R, t € R3.

Ha r € R3 mer6leges t-re, akkor 0 = (r,t) = 7t + tr, tehat vt = tr, amibdl

a? a o _

a+t)r(a+t) "= r+ tr + rt + trt
Ot = e e e e e
a? N 200 ; tt
— r r——————7r
o +[E]* o+ |t a® + ||¢]]?
o — ||t|? N 200 .
— T r
o +E]* o+ 2]
I T
o +[[f)> o+ [ ¢
Ha r egységhosszu, akkor t' = Hz—”,r,t’r ortonormalt bazis R3-ban, tekintsiik az
ezekben a koordinatidkban felirt tetszéleges vektort.
2t 2a][¢]]
t/ t/ —1 — tl « / ! !
q(z1t' + xar + z3t'r)q T +x2a2+|’t||2'r x2@2+||t|‘2
o’ —|[¢[? 20| [2]]
+ZL’3 t,’l"/ — X3 !
a® + [[t[|? o + [[¢]|?
1 0 0 T
o?—|[|t]]? 2a[t]|
O Gr —ap | | *
o 2elitl el ||

a?+[[t]]2 o+

A fenti matrix ortonormalt és determinansa 1, azaz egy forgatasmatrix a t tengely

koriil. Jelblje a forgatas szogét 6, az (1.7) egyenletbdl sin 6 = #ﬁt\\?’ cos = Zj;—”:“j,
amibél 0 = +7 ha a = £||t||, kiilonben
_2oltll l1t]] 0
o2 F|[t][2 2a||t|| 2541 2tan 2
tan2g = tanf = 5 = T BE T TEE T 1T
=5 el — e 2

Azaz 0 = 2 arctan @, ha a # 0, kiilonben 6 = 7.
Mivel (A\q)z(\q)™' = qzq™!, feltehets, hogy ||g]| = 1. Az egységhosszt kvater-
niok csoportjat S3-al jeldljiik.

1

1.2. Definicié. Adott g € S3-hoz, legyen o, - H — H,x — qzq~", ennek R3-ra

valo korlatozasa o, = o |rs, és ¢ az a fiiggvény, amire o(q) = o,

Természetesen o1 = Idps, 0,0y = 0Ozy, €S le = 04-1, Vagyis o egy homomorfizmus
S3.r6l SO(3)-ra. A magja o '(Idgs) = {q € S : qt = tq} = {1,—1}, mert

4



csak a skalar elemekkel kommutativ a szorzas. Ha van két z,y € S® : 0, = o,
akkor o;'o, = 0,-1, = Id, tehat © = £y hiszen csak a tisztan skalar elemekhez
tartozik identitas leképezés. Ha tehat megfeleltetiink minden elemet a —1-szeresével,
S3/{1,—1}-en a g leképezés injektiv lesz.

Belatjuk, hogy tetszéleges t tengely koriili 6 € (—m, 7) szogi forgatashoz létezik
6s S3-ban. Ha 0 = 0, akkor a keresett kvaterni6 &1, kiilonben legyen egy ilyen elem
a+t, nyilvan ' = At valamilyen A > 0 valos szamra, és tegyiik fel, hogy ||t|| = 1,
ekkor

AP =1=a==+/1—|t|>
0 t t
B T [

tan — = =+ tan arcsin ||¢/||
N T
|t']] = |sin =|, @ = % cos ¢
T2 2
tan ¢ 0 0
+(a+t) = 2_|cos —| + [sin = |¢

6 0
+ (a+t) =cos— +sin—t
2 2
ha 6 # =+, amikor pedig o + t' = +t, azaz o sziirjektiv. Tudjuk, hogy o bijektiv
homomorfizmus, a folytonossaga pedig nyilvanvalé, visszagondolva arra, hogy egy
kvaterni6 képe

G+aEd—a—a 2+ q0) 2(q193 — qoq2)

o(q) = 20ae — q93)  B—G+B -G 2000+ won)
2(¢1q3 + 902) 2003 — 0q1) -G —-G+4

aminek ismeretében egy matrix inverzképe egyértelmiien meghatarozhaté. A nyom
invarians bazisatmenetre, ezért § = arccos (%), az 1 sajatértékhez tartozo egy-
ségnyi sajatvektorok a forgatastengelyt feszitik ki, aminek elGjelét a o szerinti képé-
vel valo ellen6rzéssel megkapjuk.

1.3. Tétel. o: S?/{1,—1} — SO(3),q — o, bijektiv, folytonos csoporthomomor-
fizmus, tehdt SO(3) = S3/{1, —1}.

Megjegyezziik, hogy ha S3-ra mint R*-beli pontokra tekintiink, akkor S3/{1, —1} =
P3(R), a valos projektiv tér.

1.4. Megjegyzés. Ahogyan azt varhattuk, konnyd belatni, hogy a —p, alaki
tiikrozésekbdl megkaphato az Osszes forgatas.

Valasszunk z, 2’ € S?2 N ¢+ vektorokat, hogy t--ben 2’ pozitiv irdnyba zar be s
szoget z-vel. Ilyenkor

t
zz’:cos£+sinf—:a+t/
2 2 [t

t/
f = 2 arctan U — 2arctantan 2 = %
Q@
Azaz (—0.)(—0.) = 0. egy ¢ szOgl forgatas a t tengely koriil minden ilyen z, 2’
parra.



1.4. Két forgatas kompozicidja kvaternidkkal

Adott két forgatasmatrixra, nem feltétlen egyértelmi Gsszetételiik természete, de a
kvaterniok segitségével ezt konnyen vizsgalhatjuk. A sikon jol ismert, hogy két for-
gatas kompozicidja, ha nem eltolas, akkor forgatas, és a kdzéppontok és szégek altal
hatarozott haromszoggel szemléltethetGen, szépen viselkedik. Reménykedhetiink,
hogy ez a térben is hasonléan torténik.

Adott ., 0, forgatasok, ezek a kompozicidja 0,0y = 02y, TY = (a0 + t)(5 +
r)-t vizsgaljuk. Feltehets, hogy r # At, kiilonben ugyanazon tengely koriili két
forgatassal van dolgunk, aminek szoge egyszeriien a két szog 6sszege vagy kiilonbsége.
Tovabba, feltehets, hogy egyik skalar sem 0, ami esetben vagy ekvivalens lenne a
feladat két stkra valo tiikrozés szorzatéval, amit mar targyaltunk, vagy egy tiikrozés
és egy forgatés szorzataval.

Koradbban megmutattuk, hogy tetszéleges forgatas felirhato két tiikrozéssel. Va-
lasszunk most ehhez megfelels egységvektorokat uu' = x,vv’ = y, hogy t,r €

u't = vt Amiatt, hogy igy valasztottuk u’ és v vektorokat, g,, = 0., tehat amit
vizsgalnunk kell, az a uv’ = —(u, v’) + u x v’ vektor. Ha mindkét forgatas 7 szogi

volt, akkor g,/ tengelye r x t, szoge pedig m — , ahol ¢ az eredeti két tengely altal
bezart szog.

Kiilénben a forgatas szoge nyilvan 2 arctan
bezart szog, a tengely pedig u x v'.

Ha feltessziik, hogy az eredeti két forgatas tengely (1,0,0)7, (cos&,sin¢, 0)T, és
a forgatasok szoge rendre o, ¢, akkor ezt konkrétan ki tudjuk szamolni.

| cos 9|
siny ?

ahol ¢ a két egységvektor altal

u' =v=(0,0,1)"

: T T 1
u = (0,sin =, cos =)

R : Yor
r_ (_ vy 4 4
v =( smfst, cosfsm2,cos2)
(u,v') = COS?COS% —sin?singcosf
’ 2 2 2 2

Ezekbdl megkapjuk a bezart szoget arccos (u,v’), amibdl kiszamolhato a forgatas

’
szoge, 0 = 2 arctan —L %)
sin arccos (u,v

7> A tengely pedig

Y. ¢ . ¥ ¢ .Y ¢ .Y

/ : T
u X v = (cos = sin = + cos — sin — cos §, — cos — sin — sin &, cos — sin —sin )" .
( 2 2 * 2 2 & 2 2 ¢ 2 2 3
Ezek az értékekbsl megkaphato barmely két masik forgatas kompozicidja, de sajnos
nem varhatunk sokkal révidebb leirast az altalanos esetre, ugyanis itt lényegében
gémbi haromszogben szamoltunk szdget, amiben a gdmbi felesleg is fontos.



2. SO(3) fundamentalis csoportja

A kvaterniok segitségével egy geometriai képet kaptunk a forgatasok csoportjarol,
a kovetkezokben pedig SO(3) topologiai struktirajat vizsgaljuk, nevezetesen a fun-
damentéalis csoportjat fogjuk meghatarozni tobbféle médon. A hasznalt modszerek
részletesebben megtalalhatok M.A. Armstrong [3| konyvében.

2.1. A fundamentéilis csoport

2.1. Definici6é. X topologikus téren « : [0,1] — X zart pélya, ha folytonos leké-
pezés, és a(0) = a(l). Az «(0) pont a zart palya alappontja.

Két azonos alapponti zart pélya szorzata «.( a két pélya egymas utan valo
végigjarasa.
a(2s) ha s € [0, 3]
1

(a.)(s) = {5(25 ~1) hase[i1]

Nyilvan a.f3 szintén zart palya. a~1(s) = a(l — s) az « zart palya inverze.
A fundamentalis csoport az adott téren k6zos alappontu zart palyakrol ad infor-
méaciot, pontosabban azok homotopia osztéalyairol.

2.2. Definici6. Két kozos alapponti zart palya, « és 3, homotdp ekvivalensek, ha
letezik F(s,t) : [0,1]2 — X : F(s,0) = a(s), F(s,1) = 8(s), F(0,t) = F(1,t) = a(0)
folytonos fiiggvény.

Ez egy ekvivalencia relacié az adott alappontt zart palydk halmazan, o zart
pélya ekvivalencia osztalyat («) jeloli. Az X tér egy p pontjan kezd6d6 sszes zart
palyak halmazan ha tekintjiik az ekvivalencia osztalyokat, azok a («).(8) = (a.5)
miivelettel csoportot alkotnak, (e) egységelemmel, ahol e(s) = p, és (a)~! = (a™!)
inverzzel.

Ez X fundamentélis csoportja a p pontban, (X, p). Megjegyezziik még, hogy
ha X ivszertien Gsszefiiggd, akkor Vp,q € X : m (X, p) = m1(X, q), ilyenkor beszélhe-
tiink egyszerten m(X)-r6l. A zart palyak folytonos fliggvények, ezért jol viselkednek
folytonos fiiggvényekkel valo kompoziciokor, minden f : X — Y folytonos fiiggvény
természetes modon indukal egy f. ({(a)) = (f o &) homomorfizmust a két tér kozott,
specidlisan ha két tér homeomorf egy h fliggvénnyel, akkor h, oda-vissza homomor-
fizmus, ezért a két tér fundamentalis csoportja izomorfak.

Egy adott tér fundamentalis csoportjanak kiszamolasa altalaban nem konnyi,
de P3(R) tulajdonségai lehetéséget adnak néhany egyszert technika alkalmazaséra
a fundamentalis csoport szamolasanal.

2.2. Szimplicialis komplexus

Egy altalanos modszer a fundamentalis csoport szamitasara a szimplicidlis komple-
xusok hasznalata.

2.3. Definici6é. Szimplicidlis komplexusnak neveziink olyan E"-beli szimplexek
egyiittesét, ahol barmelyik két szimplex vagy diszjunkt, vagy lapban metszik egy-
mast.



Adott K szimplicidlis komplexust, mint topologikus tér E™-ben, |K| jeloli, és
poliédernek nevezziik.

2.4. Definicié. Egy X topologikus tér triangulaciojan egy K szimplicialis komp-
lexust, és egy h : |K| — X homeomorfizmust értiink.

Egy triangulalhato tér, bar rendelkezik triangulacioval, az nem egyértelmid, még-
is hasznos eszkozok lehetnek ezek a konstrukciok a fundamentalis csoport vizsga-
latdhoz. A kovetkezGkben sokszor egyszertien komplexust hasznalunk szimplicialis
komplexus helyett.

2.5. Definicié. Egy K komplexus baricentrikus felbontasan azt értjiik, hogy min-
den részszimplex stulypontjat hozzavessziik 0j csicspontként, dimenzié mentén felfele
haladva, az 0sszes szimplexet felbontjuk az eredeti lapjainak a szimplex stlypont-
javal vett kupjaira. Ezen folyamat egymés utan n-szeres elvégzésével kapjuk K"-t,
K n-edik baricentrikus felbontésat.

Ha X egy triangulalhato tér, akkor komplexusok hasznélataval képesek vagyunk
kifejezni X fundamentalis csoportjat. Tekintsiink egy adott h : |K| — X triangula-
rizalast, ekkor nyilvan (X, h(p)) = m (| K|, p), viszont az utobbi elemei reprezen-
talhatok K-beli élpalyakkal.

2.6. Definicié. Egy K komplexuson egy élpélya egy olyan csics sorozat vg, vy, ..., U,
ahol minden v;, v;1; egy szimplexet definidl K-ban. Ha vy = v, = v akkor egy v
alapponti zart élpalyarol beszéliink.

Hogy homotopidnak megfelel6 fogalmat kapjunk, két élpalyat ekvivalensnek te-
kintiink, ha az egyik a mésikbél megkaphatd a kovetkez6 modon. Ha a csicsok
u, v, w egy szimplex hdrom cstcsai K-ban, akkor vy, vy, ...,u,v,w, ..., v; reladcibban
all vg, v, ..., u,w, ..., vp-val. Ez egy ekvivalencia relacio, ami egy osztalyozast ad a
K-beli v alappontu zart palydkon. Adott vy, vy, ...v, élpalya ekvivalencia osztalyat
{vo, v1, ..., v } jeloli, és a kozos alapponti osztalyok csoportot alkotnak az

{U7U17 "'7Uk’—1av}'{vaw17 "'7wk’—1av} = {vavlv coey Ug—1, UV, Wy, "'7wk—1vv}

szorzassal, {v} egységelemmel és {v, vy, ...,vp 1,0}t = {v,v4_1, ..., v1,v} inverzzel.
Ez a csoport a K komplexus v alapu élcsoportja, jele E(K,v)

2.7. Tétel. E(K,v) = m(|K|,v)

Tehat elég az élcsoport v pontban valé meghatarozasa, hogy megkapjuk az X
tér fundamentalis csoportjat h(v)-ben. Ehhez a kovetkezot tessziik.

Legyen L egy részkomplexus ami K Osszes cstcsat tartalmazza, {vosszefiiggd és
egyszeresem Osszefiiggs. Ilyen mindig létezik, ha K Osszefiiggd, példaul az élgraf
feszitéfaja. Soroljuk fel a K 0Osszes csicsat, vy < v1 < ... < vg, és legyen G(K, L) az
a csoport amit a g; ; generdtorok hatdroznak meg, minden v;, v; rendezett parra ami
egy K-beli szimplexet fut be, azon relaciokkal, hogy g; ; = 1 ha a hozza tartozo par
L-beli szimplexet fut be, és g; ;9,1 = gix ha v;, v;, v, egy K-beli 2-szimplex cstcsai.

2.8. Tétel. G(K,L) = E(K,v)



2.9. Megjegyzés. Mivel minden L-beli él megfelel az egységelemnek, elegendd
azon vy, cslcsok felsoroldsa és g; ; generatorok bevezetése, amikre v; < v; egy L-en
kiviil es6 élet fut be, és az egyediili relacié amivel szamolni kell a g; ;g;x = gi,x amikor
v; < vj < v egy L-en kiviil es6 szimplex.

Ez az eljaras minden triangulalhaté tér fundamentalis csoportjanak szamolasahoz
felhasznalhato, ezért megvizsgaljuk SO(3) triangulalhato-e.

Ahogy korabban lattuk, SO(3) = S3/{1,—1}, ezért a projektiv tér triangulal-
hatosdgat vizsgaljuk. P?(R)-t az egységgdmbon ellentétes pontok megfeleltetésével
kaptuk, ezért Ggy gondolunk ra, mint S% U (S?/{1, —1}), a skalar szerinti fels§ zart
félgombfelszin, aminek Rt-beli pontjait megfeleltetjiik a —1-szeresiikkel. Tekintsiik
ap:R¥DB*— S3CH,p:q— +/1—|q||?+ q leképezést, ami bijektiven képzi a
nyilt egységgombot S3-ba, a gdmbfelszint pedig sziirjektiven S?/{1, —1}-be, ponto-
san azokat a pontokat ugyanoda képezve, amik egymas ellentettjei. Ugyanakkor ¢
folytonos, ezzel belattuk, SO(3) homeomorf egy 3 dimenzids egységgémbbel, aminek
felszinén minden pont azonositva van az ellentétes ponttal.

Az egységgomb nyilvan trianguldlhato, példaul egy K, a koordinatasikokkal
nyolc tetraéderbe osztott kanonikus elhelyezésii oktaéder komplexussal és egy

1| + |xo| + |

(2.1)

origobol valo vetitéssel.

Ha nem az egységgémbot, hanem a kordbban leirt halmazt tekintjiik, akkor h
szintén homeomorfizmus lesz arrél a K tetraéderekbdl allo oktaéderrdl, aminek a
felszinén lévé pontokat megfeleltetiink az ellentétes ponttal, viszont ez a K mar nem
komplexus, ugyanis két ellentétes tetraéder az oktaéder kézéppontjaban, valamint
a megfeleltetett felszini oldalukon is érintkeznek. Szerencsére nem kell teljesen aj
komplexust keresniink, ugyanis K' komplexus lesz a megfeleltetés utan is, igy K*
és h triangulalja a vizsgélt teret, vagyis K! és p o h egy triangulacioja SO(3)-nak.
Mivel SO(3) ivisszefiiges, keresiink egy L részkomplexust, amivel kénnyen ki tudjuk
szamolni K élcsoportjat.

1. abra. A fels6é hatarrol elhagyott szimplexek

A részkomplexust, mellyel szamolunk majd, tébb lépésben épitjiik fel, és a meg-
feleltetést csak a folyamat végén hajtjuk végre. L, tartalmazza az Gsszes olyan, az
oktaéder hataran elhelyezkedd haromszoget, amelynek nincs negativ harmadik koor-
dinatajua csucsa, kivéve azokat, amelyek valamely pontja eleme az alabbi halmaznak.

1 1 \" /1 1\
{(_17070)T7(07_170>T7 (57_57()) 7(_57_570) }
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Ly az Gsszes olyan tetraéderbdl all, aminek nincs olyan felszini pontja, ami az
Lo-en kiviil esne. Ez topoloégiailag megegyezik azzal, hogy az oktaéderbél elhagyunk
bizonyos olyan tetraédereket, amik a hatar kijelolt részével érintkeznek. Ezen ha-
tarra es6 sav elhagyasaval az alakzat ivszertien, és egyszeresen Osszefiiggd marad.

2. dbra. L oldalrol nézve

7,
a2 b= "
A
SR, S|
N\ "g‘ﬂ‘
. vy

= L

HATH,

L pontosan L; képe a megfeleltetés elvégzése utan, ami ugyanaz, mint L; U
—Lgy. Mivel az ezzel a lépéssel valojaban 14j pontokat nem vettiink hozza Li-hez, az
emlitett formaban Osszefiiggé marad. L alkalmas a szamolasunkhoz, mert ezeken
feliil minden csticsot tartalmaz, amiket a kévetkez6 moédon sorolunk fel.

1 A
Z<]7']_Z7é3”[)z"] = E(Ui—’_vj)J’Ui,j — g(Uz‘i‘Uj)

. . L 1 . 1
Z<]<k‘,k_j,k_z,]_27é3:vi7j7k:g(vi‘i_vj‘i_vk),vi’j’k:Z(Ui‘i‘@j‘i_vk)

V] <V <3 <vs <. <0<V < V3 < V5 < ...
<56 < V123 < V26 <Vigs < ...<Visg
A megfeleltetés miatt, itt van tébb elem is, amit kétszer soroltunk fel, ez viszont
csak azt jelenti hogy néhany generator egyenld lesz a csoportunkban.
ggoy,i = V{0y0i, 1 C 1,2,3,4,5,6
gi = vty 1 C {1,2,3,4,5,6}
gi; =vv,1 C jC{1,2,3,4,5,6}
Gij =v;0;,1 C j C{1,2,3,4,5,6}
Gij = 0;0;,1 C j C{1,2,3,4,5,6}

Ezek a generatorok azok, amikkel szamolnunk kell. Rogtén megdllapitjuk, hogy

minden gy ; = g;; = 1, amibdl latjuk, hogy

9i6} = 96y = 9{6)916}.{5.6) = 9{6}.{5.6}

10



mert vgey, Ug6), Us,6) €gy szimplex cstcsai K1'-ben, valamint

Q{G},{s,(s} = 9{6},{5,6}9{5,6} = 9{5,6}

mert viey, Vis,6}, Ufs,6) gy szimplex csicsal, €s g6y 5,6y = 1 mert vgey, vys6) €lt futnak
be L-ben.

g{56} = 9{5,6}9{5,6},{4,5,6} = §{5,6},{4,5,6}

mert vgs 6y, Ugs.6), U456} Szimplex csicsai K'-ben, és

§{5,6},{4,5,6} = 9{5,6},{4,5,619{4,5,6} = 9{4,5,6} = 9{6},{4,5,6}9{4,5,6} — g{6},{4,5,6}

mert vgs 6}, U{4,5,6}, V(4,56 €5 V{561, V{a56}, Ufa,5,6} Szimplexek csicsai.

Itt nem irjuk le a tovabbi szamolasokat, de elvégzésiikkel kapjuk, hogy az 0sszes
—Lp-bol Li-be mend élhez valojaban csak egy generator tartozik, legyen ez g, és
hasonléan minden L;-b6l —Ly-ba mend élhez is csak egy generator tartozik, legyen
ez go. De K! felszinén tett megfeleltetést észben tartva

g1 = G{4} {2,4} = V4aU24 = V1V15 = g{1},{1,5} = G2-

Azaz egyetlen general6 elemmel van dolgunk, legyen ez g, amire mivel vy, v{1 6}, 01,6}
egy szimplex 3 cstcsal, g{13.{1,619{1,6) = G{1},{1,6} = 1 alapjan ¢* = 1.

Tehat 71(SO(3)) = n(|KY) = G(K', L) = (g|g*> = 1) = Z,, amiben a generalo
osztaly egy reprezentdnsa példaul a vy 01yvi0y0payviay zéart élpalyanak megfelels
o(a(t)) = o((1 — 2t,2v/t — 12,0,0)7) zart pélya.

2.3. A Seifert-van Kampen tétel

A szimplicialis komplexusok mar adtak egy modszert fundamentalis csoport szamo-
lasra, viszont ez sokszor, példaul nem ideélis részkomplexus valasztdsa miatt, olyan
sok generatori csoporthoz vezet, aminek kiszamolasa hosszadalmas és kellemetlen,
még ha maga a csoport kicsi is. Ezért gyakran hasznosak az olyan médszerek amik
ezt a szamolast lerdviditik, ilyen példaul a Seifert-van Kampen tétel hasznélata.

Ha adott J és K komplexusok, amelyek JN K komplexusban metszik egymast, és
||, | K|, |JNK]| ivszertien OsszefiiggGek, akkor ezeknek a fundamentélis csoportjaibol
ki tudjuk szamolni |J U K|-ét. Legyen j, k rendre a metszetet természetes modon
J-be, illetve K-ba képez§ fiiggvény.

2.10. Tétel. m(|J U K|,v) megkaphatd a m(|J|,v) * 7 (|K|,v) szorzatcsoportbdl,
igy, hogy minden z € m(|J N K|,v)-re legyen j.(z) = ki«(2), ahol f.({c)) = (f o ).

A tétel belatasahoz egyszerten tekintsiink egy feszit6fat az unioban, ami feszi-
t6fa a vizsgélt részkomplexusokban is. Ez &altal generalt csoport generatorai pedig
természetes médon megfeleltethetk a felépits terek generatoraival, pontosan a leirt
reldcidval azonositva azokat.

Ezen tétel hasznalataval sok szamolast tudunk megsporolni az SO(3) vizsgalata
soran. Tekintsiik a mar hasznalt K' oktaédert, ami triangulalja a forgatascsoportot.

Legyen K3 azon K'-beli részkomplexus, aminek minden tetraédere rendelkezik
pozitiv z-koordinataju csticesal, és hasonloan definidljuk K'-et. Ekkor K} U K! =
K', J = K} N K! megegyezik a két komplexus hatéran 1évé haromszogekkel, és
mind a harom ivszeriien Osszefiiggd komplexus.
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Megallapitjuk, hogy |K}| = |K!| = P?(R), hiszen a z = 0 sikba vetités ho-
motdpia, aminek az eredménye egy korlap, hataran egy ellentétes megfeleltetéssel,
a projektiv sik. J csak azon részét tekintve, ami az eredeti K' oktaéder hataran
helyezkedett el, ez megegyezik a projektiv sikkal, valamint a z = 0 sikba es§ ré-
sze is, ugyanis mint poliéderek homeomorfak. Legyenek ezek rendre J,, J_, amikre
JyuJ_=J, J.NJ_ =L, ahol L a projektiv egyenes.

A projektiv sik fundamentéalis csoportjat konnyen ki tudjuk szamolni, példaul
szimplicialis komplexus hasznalataval, amib6l kapjuk, hogy m; (P? (R)) & Zo.

3. abra. P? (R) egy triangulacioja

A projektiv egyenes topologiailag egy kor, igy fundamentélis csoportja Z.
A tétel szerint 7y (|J]) = m (|J4]) %, qrpym (|J=]), és L generdlé eleme megegyezik
a két tartalmazo térével, azaz

7 (|J]) =2 (91,9297 = 1,92 = 1,1 = g2) = {g|g® = 1) = Z,.

A fenti gondolatmenethez hasonloan, m (|K'|) = m (|KL|) #m sy m ([KL]), és
71 (|J]) generatoranak megfelels palya szintén generator |K1 | és |K! | fundamentélis
csoportjaiban, ezért my (|K]) = (g1, 92|9F = 95 = 1, g1 = g2) = (glg° = 1) = Z>.

Ezzel megkaptuk, hogy 7 (SO (3)) = m (|K|) & Z,, anélkiil, hogy t6bb mint
80 generatorral kellett volna szdmolnunk.

2.4. Feddétér

Egy még elegansabb lehetdség is 1étezik SO (3) fundamentéalis csoportjanak szamo-
lasdhoz, a fed6terek tulajdonsagainak hasznalata.

2.11. Definicié. Egy p : X =5 X folytonos leképezést feddleképezésnek, X te-
ret fed6térnek hivunk, ha minden x € X pontra létezik annak egy V' kornyezete,
hogy p~* (V) felbonthat6 paronként diszjunkt halmazok {U,} egyiittesére, tigy, hogy
plu,, : Uy — V egy homeomorfizmus minden U, esetén.

A projektiv tér esetén S3 egy természetes fedstér, azzal a p fedSleképezéssel, ami
atellenes o, —x pontokat ugyanazon pontba viszi. Tényleg,

1
Vo) = {p(y) 1y € 5% ||z — y|| < 51
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p(x) egy kornyezete, és ennek Gsképére

B 1. 1
P 1(V}a@e)):{yeé’grHw—'y!l<§}U {yESS:II—w—yH<§}

egy jo felbontas.
A fedsleképezés folytonossaga miatt hasznos tulajdonsagokkal rendelkezik ami-
kor palyakat vizsgalunk.

2.12. Lemma. Adott X-beli p(q) alapponti o pdlydhoz létezik pontosan egy X -beli
q alapponti & pdlya, amire po a = a.

Ha F : [0,11*> — X folytonos leképezés amire F (0,t) = F (1,t) = p(q), létezik
egy egyértelmi F - [0,1)*> — X amire F (0,t) =q éspo F = F.

Ezeket az eredeti leképezések X-re felemelésének hivjuk, és létezésiik fontos ko-
vetkezményt von maga utédn a két tér fundamentalis csoportja kozti kapcsolatra.

2.13. Tétel. Az indukdlt p, : m (X, q) — m(X,p(q)), (@) — (o) leképezés injektiv
homomorfizmus.

2.14. Tétel. Legyenek X térre nézve feddterek X, és Xo, rendre a pi,ps fedd-
leképezésekkel, és vdlasszunk ezekben rendre qi,qa pontokat, hogy pi(q1) = pa2(qe).
Ha pa,(m1(Xa,q2)) C pr(m(X1,q1)), létezik egy feddleképezés p - Xo — X1, amire
p(q2) = @1 és p1op=ps.

Ha két fedstér fundamentalis csoportjainak indukalt képei megegyeznek, akkor
a tétel hasznalataval léteznek mindkét irdnyba h, g fedGleképezések, amiknek kom-
morfizmus két fedGtér kozott, amire py o p = pq, akkor azt mondjuk, hogy a két
fedGtér ekvivalens.

Fedétranszformacionak hivunk olyan h : X — X fed6téren értelmezett homeo-
morfizmusokat, amikre po h = p, ahol p a fedéleképezés. Egy X fedGtér fedstransz-
formacidinak halmaza egy K csoportot alkot a fliggvénykompozicié szorzassal, Id ¢
egységelemmel, és fliggvény inverzzel, valamint ez a csoport balrél hat a fedGtéren.

2.15. Tétel. Ha po(m1(X,q)) normdloszts m1(X, p(q))-ban, akkor X homeomorf az
X /K pdlyatérrel, és K izomorf (X, p(q))/p«(m1(X, q)) faktorcsoporttal.

Ennek a tételnek ismeretével mar konnyt dolgunk lesz SO(3) fundamentélis
csoportjanak meghatarozaséaval.

Az S? fed6tér fedStranszformacioinak meghatarozasihoz vegyiik észre, hogy az
Idgs és —Idgs :  — —a alkalmas homeomorfizmusok, hiszen p(x) = p(—x), és
valojaban ezek az egyetlenek, ugyanis ha h fed6transzformacio, akkor adott S3-beli

pontra h(x) = x vagy h(x) = —x, tegyiik fel, hogy az elsé esettel van dolgunk.
Mivel h folytonos, az & pont egy V kornyezetére is h|y = Idy. Ha lenne olyan y
amire h(y) = —y, akkor hasonloan hozza is létezik egy U kornyezet amin hly =

—Idy. Ekkor a x és y pontokat 0sszekdtd barmely palya képében lenne legalabb
egy szakadas, tehat h nem lenne folytonos.

Ebbdl latszik, hogy K egy kételemii csoport. Az m(S?) a trividlis csoport, ezért
minden homomorfizmus az egységelembe viszi, vagyis

m(SO(3))/p.(m(5%)) = m(SO(3)) = K = Zs.
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A generdlo osztaly is kiolvashaté a feddtér tulajdonsagaibol, a K elemei miatt,
egy reprezentans palyanak szimmetrikusnak kell lennie a —Idgs homeomorfizmusra,
egy ilyen zart palya példaul egy f6kor, aminek képe SO(3)-ban

o(sinm(2t — 1) + cos (2t — 1)t)

egy adott t tengely koriili forgatasokbol 4llo palya, ami az Gsszeset pontosan egyszer
tartalmazza.

2.16. Megjegyzés. A fedGterek hasznalataval konnyen belathatd tovabba, hogy
m(P*"(R)) = Zs minden n > 1 esetén.

2.5. Egy szemléletes magyarazat

Most mar to6bb mddon is megbizonyosodtunk roéla, hogy SO(3) fundamentalis cso-
portja Zso-vel izomorf, de ezeknél lehet jobb képet ad a kovetkezd magyarazat, aminek
tisztava tétele viszont nagyon nehéz lenne, ezért csak nagy vonalakban ismertetjiik
a gondolatmenetet.

Tekintsiik a B* 3 dimenzios teli gdbmbot, aminek hataran megfeleltetjiik az ellen-
tétes pontokat, amir6l korabban lattuk, hogy homeomorf a projektiv térrel. Ezen a
téren vizsgaljuk a zart palyakat.

Amiért a szimplicialis komplexusok élcsoportjaival is elegendd volt szadmolnunk,
elég véges sok szakaszokbol allo palyakkal, ezért nem fogunk egzotikus palyakra
gondolni a magyarazat alatt.

Nyilvan ha egy pélya egészében a nyilt teli gombben fut, akkor egy pontra ssze-
huzhat6, igy minden két pont kozti ilyen palya ekvivalens az 6ket 6sszekotd egyenes-
sel. Ha adott egy zart palya, ami részben a nyilt egységgdmbben fut, ezen szakaszok
a gombfelszinen valé végpontokat 0sszekots egyenessel ekvivalensek, amik folytono-
san raképezhetdk a rajtuk athaladé felszini fékoérre. Csak olyan palyakkal foglal-
kozunk amik véges sok ilyen szakaszbol allnak, ezért elegendé csak az egésziikben
felszinen futé palyakkal foglalkoznunk.

Tekintsiink egy f6kort a felszinen, ekkor ha egy palya egészében a fékor &ltal
hatarolt egyik nyilt félgdmbre esik, akkor pontra dsszehtizhat, hiszen S? egyszeresen
Osszefliggd, ezért azok a palyak érdekesek, amik belemetszenek minden f6korbe. A
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bels6 palyakhoz hasonléan, ha kivélasztunk egy fix f6kort a felszinen, azon kiviil esG
palyaszakasz beképezhets a két végpontjat 6sszekotd f6kor szakaszba.

Tehat az egésziikben a f6korre es6 palyakkal kell foglalkoznunk. FEzek kéziil ha
az alapponthoz arrél ér vissza a palya, amelyik irdnybol elindult, akkor a pélyan
alkalmazva olyan folytonos leképezés sorozatot, ami az érkezési irdnyba Gsszehtuzza
a palyat, azok mutatjak, hogy a palya pontra osszehtizhato.

Ha a tekintett palya a masik oldalrdl ér az alappontra, akkor tekintsiik az egy-
irAnyt szakaszokat, ezek péaratlan sokan vannak, igy az utolsotol eltekintve allitsuk
parokba az egymast kovetdket. Minden ilyen par egyenként, mint nem feltétlen zart
palya nyilvan ekvivalens a par két végpontjat osszekots szakasszal. Ezt a miiveletet
alkalmazva minden pérra, kapunk egy 1j péalyat, ami szintén folytonos, és legfeljebb
fele annyi egyiranyd szakaszbol all, mint az eredeti, az utolsotdl eltekintve. Mivel
véges sok ilyen szakaszbdl all az eredeti palya, ezen lépésekkel eljutunk egy olyan
szakaszba ami egyetlen szakaszbol all.

Az ilyen palyak gy néznek ki, hogy n-szer tesz meg egy félkort a f6koron. Tekint-
siik az utolso ilyen félkort, és a végpontokat helyben hagyva forgassuk at a félgémb
mentén, ezzel kapunk egy ellentétes irdnyt szakaszt, amit6l az el6z6 médon megsza-
badulhatunk, és igy a maradék palya n — 2 félkort tesz meg, tehat ennek ismételt
alkalmazasaval eljutunk vagy egy konstans pélyaba, vagy abba a zart palyaba ami
egyszer megy veégig a féelkoron.

Az utébbi homotopia osztilya nem egyezik meg az identitassal, minden masik
osztalyba tartozo palya csak olyannal ekvivalens, amely péaros sokszor megy végig a
féelkoron. Ez a gondolatmenet segithet elképzelni, miért is SO(3) & Zo.
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3. Az izometriak fundamentalis csoportja

A forgatasok topolégidjanak ismeretében meg tudjuk hatarozni az térizometriakét
is.

Felidézziik, hogy ® = O(3) xR3, ami nem 6sszefiiggd, hiszen O(3) sem az, viszont
a tér mindkét komponense topologikusan ekvivalensek.

71 (R3) a trividlis csoport, ezért ha

Pt =S0(3) xR* &~ =0 (3) x R
az Osszefliged komponensek, akkor
7T1((I)+> = 7T1((I)7) = ZQ.

Ez a tény miatt tehat tudjuk, hogy ha térben valamit egyszer kérbeforgatunk
egy adott tengely koriil, ezt a folyamatot mint id6 fiiggvénye, nem lehet folytonosan
ugy valtoztatni, hogy az a helyben hagyassal egyezzen meg, ahhoz paros sokszor kell
koriilforgatni.
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