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Koszonetnyilvanitas

Koszonetettel tartozom elsésorban Dr. Gévay Gabornak és Dr. Karsai Janosnak segit-
ségiikért, tirelmiikért ¢&s Dbatoritdsukért, amellyel tadmogattak a szakdolgozat
elkészitésének idoszakaban. Tovabba koszonOm a csaladomnak és barataimnak, akik

mellettem alltak, és mindenkinek, aki hozzéjarult, hogy megsziilessen ezen munka.
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Eloszo

Szakdolgozatom téméja a csomoelmélet, azon beliil pedig a szemléletesség bemutatasa,
amelyben a Wolfram Mathematica program segitett a legtobbet.

Elészor Dr. Karsai Janos tanar Urnal taldlkoztam, dolgoztam a programmal, Szamitogép-
pel segitett matematikai modellezés tantargy keretén beliil projektmunkat is készitettem
vele. Innen j6tt az otlet, hogy a szakdolgozatom is lehetne dinamikus, Mathematicaban
megirva. A témaval késObb ismerkedtem meg, szintén egy kurzuson, amelyet Dr.
Gévay Gabor tartott, és a csomoelmélet rogton magaval ragadott.

Az egész szakdolgozat Mathematicaban késziilt, a program stilusat kovetve, az
abrakhoz ¢és diagramokhoz a Csomd (Knot) és Csomoadat (KnotData) osztalyok
funkcioit és fliggvényeit hasznaltam. Segitségemre szolgalt tovabba egy Osszefoglalas a
program ezen osztalyairol és a hasznalatar6l, a csomokat pedig a Csomodatlaszbol

kerestem ki. A téma elméleti hatterét foként az [1], [2] és [4] konyvekbdl szereztem.
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1. Bevezeto

Csomokkal mindig is foglalkoztak az emberek. Haszndlatuk széleskorti, és visszanyu-
lik a multba. Szamos nép kultarajaban spiritualis és vallasi szimbolumként jelent meg
(példaul az egyiptomiak, keltdk), mig az inkak életiik torténéseit csomoirdssal orokitet-
ték meg.

Hasznéljdk a hajozéasnal, hegymaszasnal; viszont felbukkan a legegyszeriibb ember
mindennapjaiban is a cip6fiizé vagy a nyakkendé megkotésekor. A matematikaban is
foglalkoznak csomdkkal, itt azonban mindig ugy tekintjiik dket, hogy két végiik ossze
van ragasztva. Tehat megszakitds nélkiil nem lehet kibogozni &ket. A matematikai
csomok iranti érdeklodés mar az 1800-as években elkezdddott, Carl Friedrich Gauss
tanulmanyozta a csomok kapcsolodéasat, majd tanitvanya, Johann Benedict Listing -
akirdl a Listing-csomot (ismertebb nevén ,,nyolcascsomo" - 1. dbra) nevezték el - is
ezen teriileten tevékenykedett. 1876-ban Peter Tait skot fizikus vélt felfedezni kapcsola-
tot az atomok ¢és a csomok kozott, fiistkarikdkkal végzett kisérlete soran. A késdbbiek-
ben elkezdte feljegyezni az egyedi csomokat egy csomodtablazat megalkotasdhoz. Tait
nevéhez fliz6dik egy hires sejtés az alternaldé csomokrol, amely az 1990-as években lett
bebizonyitva. Csomotablazatat C. N. Little és Thomas Kirkman tokéletesitették.

A XX. szazad elején a topologia fejlodésével egyidejlileg olyan matematikusok, mint
Max Dehn, J. W. Alexander ¢s Kurt Reidemeister a csomok vizsgalataval is nagyobb
mértékben foglalkoztak, és kidolgoztak pl. a Reidemeister-mozgasok, illetve Alexan-
der-polinomok fogalmat. Wolfgang Haken fedezett fel egy algoritmust 1961-ben,
amellyel megallapithatd, hogy egy csomd nemtrividlis vagy sem, tovabba 6 dolgozott
ki egy stratégiat, amely két adott csomo ekvivalencidjanak kérdésére ad vélaszt A
csomodelmélet iranti érdeklddés Vaughan Jones 1984-es felfedezése utan (Jones-poli-
nom) nagyban megnétt, és tovabbi csomoinvariansok felfedezését tette lehetdvé
(HOMFLY -polinomok, Kauffman-polinomok).

1. Abra: Itt lathat6 a Listing-csomo, vagy masnéven a “nyolcascsomé”
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2. Alapfogalmak

A rovid torténelmi attekintés utan attérnék az alapfogalmak ismertetésére. Eldszor is

ismertetni szeretném, mit is foglal magaba a csomé matematikai szempontbol.

1. DEFINICIO

Az R3 (vagy S°) tér egy K részhalmazdnak az S' kérvonallal homeomorf képét csomo-
nak nevezziik. Egy K ¢ R? csomé szelid, ha minden x & K pontnak létezik olyan U, (R3-
beli) kérnyezete, hogy az (Uy, K N Uy) par a (D?, D) parral homeomorf, ahol D' a D?
golyo atmérdje.

A tovabbiakban csak szelid csomokkal fogunk foglalkozni.

Tekintsiik a K részhalmazt egy korvonalnak, amely a fenti definicid szerint csomo.
Tehat a korvonal csomo, viszont ,,gubanc”, megkotés nélkiili, ezért elnevezzik trivialis
csomonak. Azon csomot, amely kiilonbozik a trividlistol, nemtrividlis csomonak nevez-
ziik.

A kiilonbozésen informdlisan azt értem, hogy a két csomd nem ekvivalens egymassal,
vagyis deformalassal (szétvagas €és Gsszeragasztas nélkiil) nem kaphatjuk meg egyikbdl

a masikat. A pontos definici6 a kdvetkezd:

2. DEFINICIO

K; és K> csomok ekvivalensek, ha létezik R3-nak olyan h homeomorfizmusa, mely az

egyiket a masikba viszi.

Tehat ezen homeomorfizmus altal ekvivalens csomét kapunk, amely csak kinézetre
kiilonbozik az el6z6tdl, a hozzajuk rendelt matematikai objektumok - invariansok -

megegyeznek. Az invariansok fogalmat a kés6bbiekben szeretném bevezetni.

Fontos megemliteni a csomo és a csomé diagramja kozotti kiilonbséget. A diagram a
csomd dabrazolasa, egy csomoOhoz pedig szamtalan kiilonb6z0 diagram tartozik.
Csomokat tobbféleképpen dbrdzolhatunk: papirra rajzolva vagy szamitogépen
szerkesztve. A szamitdgépes programok élethiien abrazoljdk a csomot, az arnyékos és
vilagos részekkel érzékeltetik a csomo egyes részeinek mélységét, és ha csak 2-dimenz-
10s diagramrol is van sz, egyértelmli szamunkra, hogy ez egy térbeli objektum
reprezentacidja. A legtobb esetben egyszeriibb modon szemléltetjiik a csomot: a térbeli
folytonos zart gorbét ,levetitjik” egy sikra, az ,,Onatmetszéseknél” a vonal megsza-

kitasaval jelezziik, hogy a csom6 mely része halad ,,feliil” és ,,alul”.

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition -6-



Horvéth Eniké Szemléletes csomodelmélet alkalmazasokkal

(@) (b)

(©)

2. Abra: Mindharom képen a 75 csom6 lathaté; az (a) abra a csomo térhatast valtozatat, a (b)
abra az altalanos csomodiagramot, a (c) abra pedig a csomo térbeli elhelyezkedését mutatja be

A csomo6k diagramjanak alabbi harom modon torténd valtoztatdsa szemmel lathatoan
nem rontja el a csomok ekvivalencidjat. Ezeket a valtoztatasok Reidemeister-mozgasok-

nak nevezziik, és az el6bb emlitett megallapitast formalisan is le tudjuk irni:

(e /L
/&)._. (\ < \_ /\

3. Abra: A képen a Reidemeister-mozgasok 3 tipusa lathato: R, egy hurok kiegyenesitését
szemlélteti, R, két egymason fekvo iv elkiilonitését, R3 pedig egy iv keresztezOdésen torténd
attolasat mutatja. ([4])
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3. DEFINICIO

Legyen K; és K két adott csomo. A két csomot diagramekvivalensnek neveziink, ha a
ket diagram egymasba alakithato a Reidemeister-mozgasoknak és azok inverzeinek

véges sokszori alkalmazasaval.

Gondoljunk csak bele: van egy diagramunk (az egyszeriiség és kezelhetdség kedvéért
egy madzagbol készitett ,,diagramra” gondolok), amelyet elkezdiink kibogozni.
Tudatosan, vagy anélkiil a Reidemeister-mozgéasokat fogjuk alkalmazni, és véges sok
Iépésben egy egyszeriibb (vagy egyszeriibbnek tind) diagramot fogunk kapni. Ha a
definiciéban szerepld K; csomd diagramjat a kiinduldsnak, a K>-ét a befejezésnek
tekintjiik, akkor pontosan a két csomé diagramekvivalencidjara vildgitunk ra a valtoz-
tatasoknak kdszonhetden.

Az elézbéekben szerepld diagramokat csak képi dbrazolasnak tekintettiik, most viszont
emlitést tesziink csomodiagramrol, amely matematikai fogalom, és projekcid segit-
ségével vezetjiik be. Ekkor a levetités soran egy ondtmetsz6d zart gorbét kapunk, amely
egyszeres ¢€s tOobbszordos pontokbol all. Minden pont egyszeres, kivéve a
keresztezddéseket, ezek a pontok a tobbszords (késObbiekben meglatjuk, hogy pon-

tosan dupla) pontok. Formalisan a kovetkezOképp hangzik:

4. DEFINICIO
Legyen K ¢ R? egy adott csomé, és x: R?— R? projekcié leképezés. Az x € n(K) reg-
uldris pont, ha n~'(x) egyszeres pont, kiilonben szinguldris (tobbszords) pont. Ha
/7~ Y(x)] = 2, akkor x-et dupla pontnak nevezziik. Ha n(K) véges szdmui szinguldris
ponttal rendelkezik, és ezek mind dupla pontok, akkor regularis projekciorol beszéliink.

A csomodiagram szingularis pontjainak szamat keresztezodési szamnak nevezziik.

2.1. Csomodinvariansok

Kordbban mar emlitettem matematikai objektumokat - invariansokat -, amelyek ekvi-

valens csomoknal megegyeznek, definidlni viszont most szeretném :

5. DEFINICIO

A csomoinvarians egy leképezés a csomok halmazarol bizonyos tipusu matematikai
objektumok egy masik halmazaba, melynek értéke csak az adott csomo ekvivalencia-
osztalyara vonatkozik. Az osztaly barmely reprezentansa valaszthato az invarians
kiszamitasahoz. Az objektumok fajtajanak nincs korlatozdsa, lehetnek egész szamok,

polinomok, matrixok vagy csoportok.
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Mivel az invaridansok egymassal ekvivalens csomodknal azonosak, igy kovetkezik, hogy
eltérd invaridnsok esetén sziikségszeriien a csomok is kiillonboznek egymastol.

Minden szelid csomonak 1étezik diagramja, ezaltal a csomodiagram segitségével kon-
nyen be tudjuk mutatni a csomoinvariansokat, de fontos megjegyezni, hogy nagyon sok
esetben az invaridnsok kiszamitdsa igen nehéz. Elséként egy érdekes tulajdonsagot

emlitenék meg :

6. DEFINICIO

Legyen P, F, Z harom rogzitett szin. A K csomo D diagramja 3-szinezheto, ha a dia-
gram minden ivéhez hozza tudjuk ugy rendelni a szinek valamelyikét, hogy egy
keresztezodésben vagy minden iv egyszinti, vagy mind kiilonbozo, és a diagram nem

egyszinii. (Tehat a szinezés nem trivialis.)

(a) (b)

~)

4. Abra: 3-szinezhetdség bemutatasa a haromleveli csomoén (a) és a 6; csomon (b)

7. LEMMA

Ha a K csomo két diagramja D, és D;, akkor D; pontosan akkor 3-szinezheto, amikor

D). A 3-szinezhetoség nem a diagram, hanem a csomo tulajdonsaga.

BIZONYITAS
Mivel D; és D; a K csomo két diagramja, ezért D;-bdl el tudunk jutni D,-be véges sok

Reidemeister-mozgés alkalmazasaval. Elég belatni, ha D; diagram 3-szinezhetd, a
Reideimester-mozgasok nem rontjak el ezt a tulajdonsagot.

Az elsé esetben a hurok két ive talalkozik, amely a definicié szerint minden itt szerepld
iv egyszinl, ezaltal megorzi a szinezhetdségi tulajdonsagot. A masodik tipusti mozgas-
nal két esetet kiilonboztetiink meg, ahol a két iv egyszinli vagy kiilonb6zdé. A har-
madiknal pedig a harom befelé mutatd szakasz szinezési lehet6sége miatt harom kiilon-

boz0 esetet kell megvizsgalnunk, amelyek az 5. dbran lathatéak. ([4])
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\P }2/ \\f /P// \P }.:/, \\{; /}.‘// \ \Z F/ \\% I‘/‘/'
_— N\ 7~ \\ T 7 \_/
P\ I N N/Z — \ - P\
\\A P VN X P 27N\ xXZ » 7\
/ N\ ~ \ ~ < N\ ~ ~
v/ p P\ /F P\ F PN /P F\ /P F\.
5. Abra

A 3-szinezhetdség szemléletes invarians, viszont hasznélata csak arra megfeleld, hogy
az adott csomot megkiilonboztessiik (vagy azonositsuk) a trividlis csomotol. Nemtriv-
ialis csomokat egymastél nem tudunk elvdlasztani, igy tovabbi invariansokra van

sziikség.

Tekintsiik a K csomd D diagramjat, €s rajta a keresztezddési pontokat, amelyek hal-
mazat jeloljiink Cr(D)-vel. A csomd diagramjainak minimalis keresztez0dési szama

adja meg a csomo keresztezddési szamat, és a tovabbiakban Cr(K)-val jeldljiik:
Cr(K) = min{|Cr(D)|: D diagramja a K csomoénak}

A Cr(K) szam csomodinvarians, melyet még a csomé rendjének is nevezzik. A
csomokat a csomokataldgusokban a keresztezodési szam ndvekvd sorrendje alapjan

rendezik.

A kovetkezd megemlitendd invaridns a csoméd génusza, vagy magyarul, nemszdama.
Ennek magyarazatdhoz térbeli csomokat hasznalok fel. A csomd nemszamanak

bevezetése eldtt sziikkséges megemliteni a Seifert-feliiletek fogalmat:

8. TETEL

Minden K ¢ S* csoméra létezik olyan X részhalmaza S° bedgyazott, irdnyitott feliilet,
amely-re JX = K. Az ilyen feliileteket a csomo Seifert-feliileteinek nevezziik.

Egy F feliiletet egy X térbe bedgyazotmak neveziink, ha van olyan F — X leképezés,
amely F-et homeomorf mddon képezi le az X-beli képére. Szemléletes értelemben ez

azt jelenti, hogy a beagyazott feliilet nem hatol at 6nmagan (egyetlen pontjaban sem).

9. DEFINICIO

Egy adott K csomo g(K) nemszama az dsszes K-hoz tartozo Seifert-feliilet nemsza-

mainak minimuma.
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Egy felillet nemszama adja meg, hogy egy “kilyukasztott” gombfeliillethez hany
Kilyukasztott” torusz kapcsolodik hozza. Azaz a nemszam megegyezik a ,,fogantytk”
szamaval, ha szemléletesen szeretnénk fogalmazni.

Mivel a feliiletekhez nem ,,ragaszthat6” negativ szamu ,,foganty(1”, igy g(K) biztosan

egy nemnegativ egész, és csak abban az esetben 0, ha a trivialis csomordl van szo6.

Az eldz6 két invarians hasznosabb a 3-szinezhetdségnél, mivel mar meg tudjuk kiilon-
boztetni egymastdl a nemtrivialis csomoékat, viszont léteznek kiilonb6zé csomok
azonos keresztezddési szammal, vagy azonos nemszammal. Ezért bevezetiink egy
ujabb invaridnst, mely sokkal jobban jellemzi a csomét. Az Alexander-polinom
felépitése tobb 1€pésbol all, és sok esetben nehéz kiszamitani.

Legyen egy adott K csom6 diagramja D, az ivek altal elhatarolt tartomanyok halmaza
Dom(D), a keresztez6dések halmaza pedig a korabban bevezetett Cr(D). Jeloljiik meg a
diagram egyik ivét x-szel, és legyen Dom’(D) azon tartomanyok halmaza, amelyek
nem tartalmazzdk x-et a hatarukon. (Ekkor pontosan az x melletti két tartoményt nem

vessziink figyelembe.)

10. LEMMA
A Cr(D) és Dom" (D) halmazok elemszdma megegyezik.

BIZONYITAS

A D diagram keresztezddési szama legyen ¢, a tartomanyok szdma pedig d. Minden
keresztez6désbdl 4 €1 indul ki, de ekkor minden élet duplan szamoltunk: a diagramban
2c¢ darab ¢l van. Euler poliéder tétele alapjan az kovetkezik, hogy d — 2¢ + ¢ = 2,
ebbdl pedig adodik az allitds. (Euler poliéder tétele topoldgiai vonatkozast

c — e+ [ =2, cacsucsok, e az €lek, [ a lapok szama)

11. DEFINICIO
Egy olyan o : Cr(D) — Dom’(D) bijekciot, amely minden c keresztezédéshez egy

mellette levo tartomanyt rendel, a D diagram Kauffman dllapotanak nevezziik. A D

diagram Kauffman allapotainak halmaza legyen Ks(D).

Minden Kauffman allapothoz két értéket rendeliink, a kovetkezOképpen: minden c;
keresztez6désnél az adott Kauffman allapot altal hozzarendelt o(c;) tartomany az
elhelyezkedésétdl fiiggéen kap értéket az alabbi kép alapjan, amelyet s(o(c;))-vel és
d(o(c;))-vel definidlunk.
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0 0

6. Abra

Ekkor bevezetjiik s(0) és d(o) értékeket :

S(0) =2 c cnpy S(0(ci),  d(0) = Y, e cnpy A0 (ci))

12. DEFINICIO
Legyen D egy adott K csomo diagramja. A

Ak(t) = Yy e ksp) (- 1A p) g Z[l‘é_, f_;_]
Laurent-polinom a csomo Alexander-polinomja.

A csomokatalogusokban haladva a csomok diagramjai egyre bonyolultabba valnak, és

ezaltal az Alexander-polinomjuk kiszdmitasa is egyre idéigényesebb és nehezebb.

3. Toéruszcsomok

A toruszcsomok a csomok egy érdekes osztalyat képezik, €s jelen munkam egyik
targyat alkotjak. El6szor is bemutatnam, hogyan allithato el6 egy téruszcsomo.
Vegyiink egy p és g egymashoz relativ prim természetes szdmot. Az R? sikon adjuk
meg a p /g meredekségli, origdn 4tmend egyenest. R2-t a Z2 egységracs szerint lefaktor-
izalva egy toéruszt kapunk, az egyenesiink képe pedig egy y zart gérbe lesz ezen a
toruszon. A torusz R3-be torténd bedgyazasat tekintve y gorbét pozitiv (p, g)-tdruszc-
somonak hivjuk, és T(p, g)-val jeldljik. A T(p, q) csomok barmely R3-beli sikra
torténd tiikkrozésével kapjuk meg a negativ toruszcsomokat.

A T(p, q) toéruszcsomo a toruszanak barmely rogzitett szélességi korét minimalisan p
szamu pontban, ¢és barmely rogzitett hossziasagi korét minimalisan g szdmi pontban
metszi. Negativ p vagy ¢ esetén a csomo iranyitdsa (azaz a csoméd gorbéjének

meghatarozott médon torténd koriiljarasa) forditott irany.
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7. Abra: Torusz és a ra illeszkedd T' (5, 3) téruszcsomod

13. LEMMA

A T(p, q) toruszcsomo nemtrivialis csomo.

BIZONYITAS

3-szinezhetdséggel, késdbbiekben a nemszam kiszamolasaval

A korabbiakban bemutattam csomoinvariansokat, de az egyik legfontosabbat még nem:
a csomo csoportjat. A bevezetést altalanos értelemben vazolom, a kiszamoléasat pedig
példan keresztiil mutatom meg.

A csomo csoportjdnak meghatarozasahoz tekintsiik egy csomo6 csomodiagramjat.

A diagram bizonyos szamu ivre bomlik, az iveket jeldljik ai, az, ..., a,-nel, illetve
rogzitsiik a koriiljarasi iranyt. Vegylink egy O pontot a térben, és inditsunk ki beldle
egy “hurkot”, amely megkeriili egyenként az a;, as, ..., a, iveket, és ezek a palyak
rendre legyenek xi, x2, ..., x, palydk. Ezen palyak lesznek a csomocsoport generatorai.
Ahhoz, hogy a definial6 relacidokat megalkothassuk, a csomodiagram szinguléris pont-
jait kell tekinteniink. A kivalasztott szingularis pont koriil vegyiink egy korocskét, és az
oramutatd jarasaval megegyezd iranyt kovetve jarjuk koriil a pontot. A pontban
talalkozo iveket a koriiljarassal egyidejiileg irjuk fel egy egytaga kifejezésben. A
kovetkezd szabalyt kovetve: amennyiben a kordcskébe beérkezik az adott iv, a neki
megfeleld x szimbolumot +1 kitevdvel irjuk, ha pedig az iv kilép a korocskébol, akkor
az ivnek megfeleld x szimbolum -1 kitevot kap. Ha megtortént a taldlkozé ivek felirasa,

a szorzatot 1-el tessziik egyenlévé. Miutan minden szingularis pontra felirtuk az 6ssze-
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figgéseket, az x1, xz, ..., xx generatorok kozti definialé relaciok teljes rendszerét kapjuk.

1. PELDA

Tekintsiik a haromlevelii csomot (4(a) abra). Jeldljiik a csomo zold ivét a-val, piros ivét
b-vel, kék ivét pedig c-vel, és rogzitsiik egy koriiljarasat (z6ld—kék—piros). Ekkor

felirhatok a szingularis pontjai a kovetkez6képpen:
alclbe =1, b lalca=1, c'blab=1
Fejezziik ki az a, b, ¢ generatorokat:
a=c'be,b=a'ca,c=b"ab (c"' =b"la"'b)
Latszik, hogy a ¢ generator az a és b generatoroktol fiigg, ezaltal helyettesithetjiik:

a=c 'be=b"'a"'bbb~'ab=b"'a 'bab (1)
b=a'ca=a'b~'aba (2)

Ezutin az (1) egyenletet szorozzuk be balrol ab-vel, a (2) egyenletet pedig ba-val
szintén balrdl. Ekkor azt kapjuk, hogy (1) és (2) megegyezik, és csakis egy Osszefiig-
gésiink van: aba = bab. Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat balrdl aba-val, és az
x = aba, y = ab helyettesitést alkalmazva az x és y generatorok altal definialt y* = x?

relaciot kapjuk. A haromlevelli csomé csoportja tehat igy irhaté fel: G = x, y | x> = »3)

Mint tudjuk, ezen csomo jelolése 7(2, 3), és Osszefliggésben all a definiald relacidoban
szerepld kitevokkel, mivel pontosan azt mutatja, hogy a téruszcsomoé egy szélességi
kort kétszer, mig egy hosszsagi kort hdromszor metsz. Minden 7(p, g) téruszcsomod

csoportja felirhatdo G = (x, y | ¥’ = y?) formaban.

14. TETEL
Legyen G = (x, y /X’ =)1)a T(p, q) toruszcsomo csomocsoportja (ahol p, g € N, (p,

q)=1), amelynek van veégesen generalt részcsoportja. Ez a részcsoport egy szabad

csoport, melynek rangja 2g, g pedig a T(p, q) nemszama. Ekkor a toruszcsomo nem-
—D-(g—-1

szama: g = >

BIZONYITAS
A bizonyitas megtalalhato a [1] konyv 61. oldaléan.
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2. FELADAT

Mutassuk meg a kovetkezd toruszcsomok ekvivalenciajat:
a) T(n, 1) és T(1, n) téruszcsomok trividlis csomok minden n € Z,

b) T(p, ¢)=1(q, p),
c)T(p, q=T(-p, —q)=-T(p, q), azaz a téruszcsomok invertalhatodak,

d) T(—p, q) és T(p, q) tikkorképei egymasnak.

MEGOLDAS

a) A bizonyitashoz elegend6 a 14. tételt alkalmazni:
g(T(n, 1)) = (ﬂ)ﬁ@i =0, minden n € Z esetén, ami pontosan azt jelenti, hogy

trivialis csomordl van szo. A T(1, n) toruszesomok trivialitdsa ugyanigy adodik.
b) és c) feladat megoldasat a hallgatora bizzuk.

d) A ’;— és :qﬂ meredekségli, origon athaladd egyenesek pontosan egymas tiikorképei az

x ¢és y tengelyekre nézve, igy a korabban bemutatott modszer altal kapott két torusz

pontosan egymas tiikorképei lesznek.

3. FELADAT

Lassuk be, hogy a 7(2, 5) toruszcsom6 nem 3-szinezhetd, de 5-szinezhetd.

MEGOLDAS

El6szor is probalkozzunk néhany lehetdséggel:
8. Abra
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Egyik szinezés sem megfeleld, hiszen ha az elsé keresztezOdésnél azt a lehetdséget
valasztjuk, hogy minden ivet egysziniire festiink, a szinezési szabalyt kdvetden trivialis
szinezést kapunk. Viszont a keresztezOdésben taldlkozé ivek kiilonbozd szinre fes-

tésénél, legalabb két helyen sériil a szinezési szabaly.

A
=

9. Abra: T(2, 5) toruszcsomo 5 szinnel szinezve

4. FELADAT
Lassuk be, hogy a { T(2, p) | p prim} téruszcsomok csalddjaban a tagok paronként

kiulonboznek.

MEGOLDAS
Itt is segitségiil hivhat6 a 14. tétel:

(T2, p)) = &=1e=1 _ 2=1 |es7 3 nemszam, amely kiilonb6z6 p primek esetén

2 2
kilonbozo.
trefoil Solomon seal knot

knot 7-1 knot 8-19

X

10. Abra: Toruszcsomok (balrol jobbra haladva): T(2, 3) vagyis haromlevelii csomé (angolul
“trefoil”), T(2, 5) vagy masnéven Solomon pecsétje csomo, 7(2, 7) és T(4, 3) téruszcsomod
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4. Borromean-gyirik

A toéruszcsomok taglaldsa utan ratérnék a masik témamra: Borromean-gytriikre. A
gylriiegylittest az ¢észak-olaszorszagi Borromeo arisztokrata csaldd hasznalta a
cimerében, és innen kapta nevét. Az alakzat valojaban sokkal régebbi, példaul 7.
szazadi koveken valknut szimbdlumokat fedeztek fel (11. abra, jobb oldali kép). Sok
kultirdban, kiilonb6z6 abrazolasmodban fellelhetdek, némely cimereken a szentharom-

sagot szimbolizaljak; legaltalanosabb jelentésiik: egységben az erd.

11. Abra: A Borromean-gytiriik tobb kultirédban is megjelentek
Miel6tt a Borromean-gytriikrdl sz6 esne, a lancokat és tulajdonsagaikat vezetném be.

15. DEFINICIO
A lanc csomok véges diszjunkt unidja: L = K; (/... /K,. A K; csomé a lanc kompo-

nense. Az L lanc komponenseinek szama adja a lanc multiplicitasat, jelolése ((L). A

komponensek egy részhalmazanak ugyanolyan modon térténd bedgyazasat részlancnak

nevezziik.

Ha maér a lanc fogalma felmeriilt, érdemes megemliteni a trividlis lancot is. Egy lancot
akkor neveziink trividlisnak, ha egyik két komponense sincs Osszelancolva, azaz nem
képez Hopf-lancot (12. abra).

12. Abra: Hopf-lanc
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A csomokhoz hasonldan, a lancokat is szeretnénk megkiilonboztetni egymastol, ekviva-
lencidjukra ramutatni, viszont a komponensek tipusai és elhelyezkedésiik miatt
nehezebb a dolgunk. Itt is segitségiinkre lehetnek az invaridnsok. A lancinvaridnsok
definici6ja megegyezik a csomoinvariansokéval, annyi kiilonbséggel, hogy lancokrol

van sz0.

A legegyszertibben megallapithaté lancinvarians a lanc multiplicitdsa. Egyértelmdi,
hogy két lanc nem lehet ekvivalens, ha kiilonb6z6 szamu komponensbdl allnak, viszont
ugyanazon ¢értékbdl még korantsem kovetkezik az azonossag. Ezen tulajdonsag az
ekvivalencidhoz sziikséges, de nem elegendo.

Tekintsiink egy L tetszOleges lancot, amelyet célunk ugy atalakitani, hogy minden
komponense trivialis legyen. Azon minimalis szamot, ahanyszor a lancnak 4t kell
mennie Odnmagédn, hogy a komponensek egyenként trivialissa valjanak, kibogozasi
szamnak nevezziik, és u(L)-lel jeloljik. Tehat a trividlis komponensekbdl allo lanc
kibogozasi szama 0. A lancdiagramok bonyolultabba valasaval a kibogozasi szam
meghatarozasa is egyre nehezebb lesz. Itt nem az érték kiszamolasara gondolunk,
hanem annak bebizonyitdsara, hogy az az érték a minimalis. Ezen invarians egyébként
nemcsak a lancoknal, hanem a csomoéknal is fontos tulajdonsag.

Megemlitenék még egy lancinvarianst, amelyhez a lancdiagramok sokszogekkel
torténd abrazoldsara van sziikség. Azt a minimalis szamot, ahany ¢éllel megalkothat6 a
lanc, poligon indexnek nevezziik, valamint p(L) jeldlést hasznaljuk. A trivialis csomok-
bol all6  lancot legegyszerlibben egymasban kapcsolodd — haromszogekkel

azonosithatjuk, igy a poligon indexe 3u(L).

A lanc fogalménak bevezetése és az invaridnsok ismertetése utdn végiil eljutottunk a
lancok egy érdekes ‘“csaladjahoz”, a Brunn-lancokhoz. A Borromean-gyliriik ezen

lanccsaladnak a tagjai.

13. Abra: 6 komponensii Brunn-lanc (balra) és Borromean-gyfiriik (jobbra)

16. DEFINICIO

A Brunn-lanc olyan trivialis lanc, melynek minden komponense trividlis. (Az egysz-

ertiség kedvéért a komponenseket nevezhetjiik gyiiriiknek.). Tovabba:
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(1) ezek a komponensek kélcsonésen tartjdk egymdst (abban az értelemben, hogy egyik
gytirti sem tavolithato el valamelyik gyiirii szétszakitasa nélkiil), és
(2) abban az esetben, amikor valamely komponenst eltavolitjiuk, a lanc komponenseire

esik szet.

17. DEFINICIO

A harom komponensbdl allo Brunn-lancot Borromean-gytiriiknek nevezziik.

18. KOVETKEZMENY

A Borromean-gytiriik alakzata a legegyszeriibb Brunn-lanc.

BIZONYITAS

Mivel a Borromean-gyliriik definicié szerint Brunn-lancot alkotnak, ezért elég azt
belatni, hogy nincs kevesebb komponensbdl all6 Brunn-lanc. Egy komponens esetén a
16. definicio (1) feltétele sériil, két komponens esetén pedig akkor teljesiilnek az (1) és
(2) feltételek, ha Hopf-lancrdl lenne szo, viszont ekkor azon kikotés sériilne, hogy a
lanc trivialis.

Az elhangzott fogalmak ¢és tulajdonsagok alapjan jellemezni tudjuk a Borromean-
gyuriiket. A Borromean-gylriik harom komponensbdl allnak, azaz a gyurlegylittes
multiplicitasa 3. A trividlis komponenseinek koszonhetden kibogozasi szdma 0,
poligon indexe pedig 3 - u(L) = 9.

A Borromean-gytiritk csomdcsoportjat a kovetkezoképpen tudjuk kiszamolni:

Hat generatora van: ai, aa, ..., as; ezeket a szingularis pontokban a kdvetkezd definidlo

relaciok kapcsoljak ossze:

a1‘1a5‘1a2a5 = 1, a4‘1a2a3a2‘1 = 1, 614_1616_1

a1a3‘1a1‘1a4 = 1, a1a6‘1a2‘1a6 = 1, a6a3a5‘1a3‘1 =1.

asas =1,

Az a1 = x, a3 =y, as = z helyettesitéssel az elsd, negyedik €s hatodik 0sszefliggésbol
azt kapjuk, hogy:

ay=zxz7', as=xyx7, ag=yzy!,

a tobbi 0sszefliggésbol pedig ezt figyelembe véve azt nyerjiik:

xyxlzx = yzylxy = zxz7lyz

A Borromean-gytirtiknek tehat harom generatora van: x, y, z. A csomdcsoportja pedig
igy irhato fel:

G=(x, y, z | xyxlzx = yzylxy = zxz7lyz)
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4.1. Erdekességek

m A 3-szalu standard fonat megfelel a Borromean-gytiriik 4ltaldnositdsanak.

Vegylink harom kiilonb6z6 szinli fonalat, és hagyomanyos modon fonjuk be, majd az
azonos szinl fonalak végét ragasszuk 0ssze. Ekkor altaldnositott Borromean-gytiriiket
kapunk. J6l lathaté a képen, hogy egy adott szinli fonal csak a masik szinii fonal alatt

vagy csak felette van, illetve egy fonal elvagasa esetén szétesik a fonas.

14. Abra: Standard fonas bemutatasa
m K6-papir-ollo jaték szemléltetése Borromean-gytrikkel

A jatékot mindenki ismeri, és a 15. &bran is jol lathatdo a szabdly. Vegyiink harom
kiilonboz6 szinli gytirtit: a zold legyen az ollo, a kék a papir, a piros pedig a ko. Két
gylrli helyzete jelentsen egy “parbajt”, a gydztes gytirQi feliil, a vesztes gytiri alul
legyen. Ilyen mdédon minden gytriire elmondhato, hogy az egyik gytirli felett, viszont a
masik gylirti alatt van. Ezaltal Borromean-gytiriiket kapunk.

~ols >

legy6zi a papirt

15. Abra: K6-papir-oll6 jaték szabalya, amely Borromean-gyiiriiket alkot
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A. Melléklet - Az abrak kodjai

m ]. abra

KnotData["FigureEight"]

m 2. dbra

c={7,3};

c73=KnotData[c, "SpaceCurve"];

KnotData[c]
Graphics[{Thickness[.01],KnotData|c,"KnotDiagramData" ]} ]
ParametricPlot3D[c73[t],{t,0,2Pi},Axes~True,
AxesOrigin-Automatic,AxesLabel-{x,y,z},ViewPoint-{-10,-10,5},
BoxRatios»{le,le,10},PlotSty1eaThickness[.61]]

m 4. dbra

(a)

csomo="Trefoil";
diagram=KnotData [csomo, "KnotDiagramData"] ;
szinek={Red,Green,Blue,Red};
Graphics[{Thickness[.01],Transpose[{szinek,diagram}]}]

(b)

csomo2={6,1};

diagram2=KnotData[csomo2, "KnotDiagramData" | ;
szinek2={Blue,Green,Red,Blue,Red,Green,Blue};
Graphics[{Thickness[.01],Transpose[{szinek2,diagram2}]}]

m 7. abra

Show [ParametricPlot3D |

{-sin[3t] (2+Cos[5t]) ,Cos[3t] (2+Cos[5t]),Sin[5t]},{t,0,2Pi},
AxesLabela{x,y,z},PlotRangeaAll,PlotStyleewhite],
ParametricPlot3D[{Cos[t] (2+Cos[u]),Sin[t] (2+Cos[u]),Sin[u]},
{t,0,2Pi}, {u,0,2Pi},Mesh-None,PlotStyle~Hue[.5]]]

m §. abra
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d=KnotData[ {5,1},"KnotDiagramData" | ;

szin={{Red,Red,Blue,Blue,Green,Red}, {Red,Blue,Red,Blue,Green,Red},
{Red,Blue,Green,Green,Red,Red}, {Red,Blue,Red,Red,Green,Red},
{Red,Green,Blue,Blue,Red,Red}, {Blue,Red,Red,Green,Red,Red}};

Table [Graphics [{Thickness[.01],Transpose[{szin[[i]],d}]}],{i,6}]

m 9. 4bra

d=KnotData[ {5,1},"KnotDiagramData" | ;

szin5={Hue[.0] ,Hue[.25],Hue[.4],Hue[.65] ,Hue[.85] ,Hue[.0]};
Graphics[{Thickness[.01],Transpose[{szin5,d}]}]

m 10. dbra

C5°m°k3={{311}: {5:1]‘1 {711}: {8:19]']'3
Partition[Table[KnotData[csomokB[[i]],{"Name","Image"}],
{i,1,Length[csomok3]}],2]//TableForm
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