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1. fejezet

Tartalmi osszefoglal6

Szakdolgozatom témaja a diszkrét geometria témakorébe tartozik, ezen beliil a fedé-
sek és elhelyezések elméletébe. Ennek a témanak erds magyar iskolaja van. A teriilet
neves alapit6 nagyjai kozé tartozik példaul Fejes Toth Laszlo, akitsl a téma sok alap-
vetd tétele és modszere szarmazik. A dolgozat aktualis motivaciojat az a nevezetes
esemény adta, hogy M. Viazovska 2016-ban bebizonyitotta, hogy a nyolc dimenzios
euklideszi térben a legstiriibb egységgdmbelhelyezés siirtisége megegyezik az in. FEg
racs altal generdlt racsszerid elhelyezés stirtiségével. Réviddel Viazovska bejelentése
utan, Cohn, Kumar, Miller, Radchenko és Viazovska (2016) kiterjesztették a modszert
a 24-dimenzids térre és megmutattak, hogy ott a nevezetes Leech racs adja a legstirtibb
gémbelhelyezést.

Ebben a dolgozatban el6szor bevezetjiik az elrendezés, elhelyezés és fedés fogalma-
kat, majd definidljuk a stirtiséget korlatos és nem korlatos tartomany esetén. Ezutan
megvizsgalunk néhany alapvetd tulajdonsiagot, amelyek koziil a legfontosabb, hogy
konvex test egybevagsd példanyaibol allo legstirtibb elhelyezés, illetve legritkabb fedés
mindig létezik. Erre az éllitdsra Groemer |Gro86| 1986-os cikkben megjelent bizonyi-
tasanak egy némileg egyszertisitett valtozatat ismertetjiik. Végiil az utolso fejezetben
egy kis torténeti attekintés utan bemutatjuk az Fyg racs néhany egyszerd tulajdon-
sagat és kiszamoljuk az altala meghatarozott siiriiséget. A Viazovska-féle bizonyitas
részleteit ebben a dolgozatban nem targyaljuk, mivel az meghaladné a dolgozatnak a
kereteit.



2. fejezet

A stirtiség fogalom bevezetése és
néhany alaptulajdonsaga

2.1. Jelolések és definicidok

Az R” n-dimenziés euklideszi térben egy halmazt konvex testnek neveziink, ha kom-
pakt, és belseje nem iires.

Legyen K egy konvex test az n-dimenzios euklideszi térben. A K egybevagd pél-
danyainak egy K = {Ki, K3,...} megszamlalhato csaladjat, amelyre teljesiil, hogy
tetszbleges kompakt halmaz a csalad legfeljebb véges sok elemét metszi elrendezésnek
nevezziik.

Alakzaton olyan R™-beli halmazt értiink, amely homeomorf az n-dimenzios egység-
gémbbel és amely Jordan-mérhetd.

Az elrendezés fogalmanak 1éteznek altalanosabb véltozatai is. Példaul egy konkrét
rogzitett K konvex test helyett hasznalhatunk tobbféle testet is, vagy akar mindegyik
lehet paronként kiilonb6z§. S6t, az elrendezésben szereplé alakzatoknak nem kell
feltétleniil konvexnek lenniiik ahhoz, hogy a siriiség fogalmat definidlhassuk.

Specialisan, mi ebben a dolgozatban feltessziik, hogy a K; halmazok R™-beli konvex
testek, illetve azt is, hogy a K;-k mind egybevagoak egy rogzitett K konvex testtel.

Az elrendezések kozott kiemelkedGen fontos szerepet jatszanak az un. elhelyezések
és fedések, amelyeket az aldbbi modon definidlunk.

2.1.1. Definici6é. A fenti jelolések értelmében azt mondjuk, hogy K a K konvex test
egybevago példanyainak egy elhelyezése (pakoldsa), ha int K; NintK; = () minden i # j
pozitiv egész szam esetén, ahol intK; a K; konvex test belsejét jeldli, tovabba K-k
egybevagoak K-val.

Legyen D C R" zart tartomany vagy a teljes R™ tér.

2.1.2. Definici6. Legyen a K = {K;, Ks,...} konvex testek egy csaladja R"-ben,
amelyre | J, K; 2 D. Ekkor azt mondjuk, hogy K a D egy fedése. Specidlisan, ha
minden K; egybevagd egy K konvex testtel, akkor K a D tartomany K egybevagd
példanyaival valo fedése. Ha D = R", akkor az n-dimenzios tér fedésérsl beszéliink.

Most bevezetjiik a dolgozat legfontosabb fogalmat, a stiriséget. Ez egyszert abban
az esetben, ha egy D zart, korlatos tartomanyra definidljuk, de lényegesen bonyolul-
tabb abban az esetben, ha a teljes R" teret tekintjiik. Megjegyezziik, hogy ebben a
dolgozatban felhasznéljuk G. Fejes Toth - W. Kuperberg [FTK93| attekints cikkét,
amelyben részletes bevezetés talalhato a fedések és elhelyezések elméletébe.

A tovabbiakban jelolje V' a térfogatot R™-ben.
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2.1.3. Definicié. Legyen D egy zart, korlatos tartomany R"-ben, és legyen K =
{Ky, Ks, ...} egy elrendezés. A K elrendezés D tartomanyra vonatkozo §(KC, D) sdrd-
ségét a kovetkezd moédon definialjuk

5(K, D) = 2= Vv(fg)m D)

Jol lathato, hogy a 6(KC, D) joldefinialt az elrendezés tulajdonsagai alapjan, ugyanis
V(K; N D) nemnulla csak véges sok esetben lesz.
Vezessiik be a stirtiség kovetkez§ valtozatait.

2.1.4. Definicié. Tekintsiik a K elrendezést. Ekkor a I elrendezés D tartomanyra
vonatkozo belsd/kiilsd siriségét a kovetkezs modon definidljuk:

V(K;
5k, p) = e L),
K;ND V(K;
5. (. D) i = lng)( :

Itt is megjegyezziik, hogy az elrendezés tulajdonsagai garantdljak, hogy a fenti
definiciok értelmesek, azaz a K elrendezés D-re vonatkozo belsd/kiilsg stirtisége létezik.

Most definialni fogjuk a stirtséget az egész R™ térre. Ehhez elGszor lerdgzitiink
egy D korlatos, zart tartomanyt, és még rogzitiink egy o pontot a D belsejében. A D
tartomany az o ponttal egyiitt a "mérdeszkoz" szerepét jatssza. Gondolhatunk ra ugy
is, hogy ez egy "ablak", amelyen keresztiil szemléljiik a /C elrendezést.

Tetszéleges A > 0 valos szam és H C R™ halmaz esetén, legyen a

MAH :={\h:he H}

halmaz. Ez azt jelenti, hogy a AH-t Ggy kapjuk a H halmazbol, hogy arra az o pontbol
egy A aranyu kozéppontos hasonlosidgot alkalmazunk.

2.1.5. Definicié. A K elrendezés (teljes R™ térre vonatkozd) alsd siriségét a belsé
stirtiségek limesz inferiorjaként, a felsd sidriségét, a kiils6 stirtiségek limesz szuperior-
jaként definialjuk, azaz

(K, D,o0) =liminf§ (K,AD)
A—oo T

0(K, D, 0) = limsup 6, (IC, AD).
A—00
Ha 0(KC, D,0) = 0(K, D, o), akkor ezt az értéket a KC elrendezés (R"-beli) stiriségének
nevezzik, és §(IC, D, o)-val jeldljiik.

Ebben a dolgozatban azzal az egyszertisits feltevéssel éliink, hogy a D tartoméany
konvex. Ez kiilénben nem volna sziikségszert, de a gondolatmenetekben a technikai
nehézségeket lényegesen redukalja. Az irodalomban jellemzGen az n-dimenzios B"
egységgomb, vagy a C" egységkocka jatssza a D szerepét.

Természetesen felmeriil a kérdés, vajon szamit-e, hogy milyen "mérGeszkozt", azaz
D tartomanyt és o pontot hasznalunk. A kérdésre a valasz igen, azaz nem tul nehéz
olyan elhelyezést, és hozza két kiilonb6z6 D tartoményt talalni, hogy a fenti moédon
szamitott stirtségek kiilonbozéek legyenek.



A kovetkezo példa ezt jol szemlélteti. Vegyiink egy félsikot, és az egyik felére pakol-
junk egység sugaru egybevagd koroket a lehets legstiriibben. A. Thue bebizonyitotta,
hogy a legsiirtibb pakolast a szabalyos hatszogracson val6 elhelyezés adja, vagyis ese-
tiinkben ez a kovetkezGképp teljesiil: az els6 korlemezt gy tegyiik le, hogy érintse a
sikot felez6 egyenest, a kévetkezét oly modon, hogy érintse az egyeneset, és a korab-
ban lerakott korlemezt is, és igy tovabb. A t&bbi sort aszerint kapjuk, hogy minden
korlemez az el6z6 sor két elemét érintse (lasd abra). Ezt kovetGen a vélasztott
mérdeszkozt ugy helyezziik el, hogy a sikot felezG egyenes metssze azt (dthaladjon raj-
ta), tovabba lerdgzitjiik az origot is. Késébb be fogjuk latni, hogy ezt tetszdlegesen
megtehetjiik (lasd tétel).

2.1. abra.

™

V127

Tudjuk, hogy a legstirtibb korelhelyezés siirtisége ezért a sirtiségek értéke

7r.57r

rendre: 313 9

Ennek ertelmeben lathato, hogy ugyanannak az elrendezésnek a stirtiségére kapha-
tunk kiilonb6z6 értékeket, ha kiilonhoz6 D tartomanyt hasznalunk.

Az aldbbiakban megmutatjuk az also/fels§ siirtség eltolastol valo fiiggetlenségét
abban az esetben, ha D = B", 0 a gomb kdzéppontja és amikor a K elrendezés egy
rogzitett K konvex test egybevagd példanyaibol all. A tétel bizonyitasa utan utalunk
arra, hogy a gondolatmenetet hogyan lehet kiterjeszteni arra az esetre, amikor a D
mérdablak tetszéleges konvex test (nem feltétleniil gomb vagy kocka), illetve amikor
az elrendezés elemei nem egybevigoak, de atmérdjiik korlatos. Az alabbi bizonyitas
sikbeli valtozatanak rovid leirasa megtalalhato pl. Fejes Toth Laszlo [FT64] konyvének
161-162. oldalan. Mi lényegében ezt a bizonyitast ismertetjiik az n-dimenzids esetben.

2.1.1. Tétel. Legyen K a K C R"™ rogzitett konvex test eqybevdgé példdanyainak eqy
tetszdleges elrendezése, ekkor a IC elrendezés B"™-re vonatkozd also és felsd strisége
fiiggetlen a gomb kozéppontjinak vdlasztdsdtol.

Bizonyitds.  Tegyiik fel, hogy a stirtiség fiigg az o pont valasztésatol, ezért vizsgaljuk
a kiilon-kiilon az als6 és fels§ stirtiséget o01-bél és 05-b6l nézve. Tehat adott egy K
elrendezés, és egy D tartomany, amely a mérdeszkoz szerepét tolti be (mi most az r
sugari n-dimenzios gdmbot valasztjuk), tovabba legyen az o1 # 0y két pont.

Jol ismert, hogy az n-dimenzids o kozéppontu B™ egységgdomb térfogata:

Kn =V (B") =



ahol I'(x), z > 0 az Euler-féle gamma fiiggvény, lasd pl. [FT64] 129-130. oldal. Jeldlje
rB"™ az o kbzéppontt, r sugari n-dimenzioés gémbot. Ennek térfogata:

T2
Vo(rB") = ——r" = K,1".
Ekkor a fenti jelolések, és a definicio alapjan irjuk fel elGszor az also stirtiséget
az 01 és az 09 kozéppontu gémbokre vonatkozoan:

(K, B" + 01) = liminf

r=00  KpT"

Y V(K és

K,CrB"+o1

O(IC, B" + 07) = lim inf ! ~ Z V(K;).

r—00 ,‘{/nT
K;CrB™+o02

Legyen d = 0109, ahol |.| az euklideszi tavolsagot jeloli. Becsiiljiik alulrol és feliilrsl
is az 09 kOzépponti r sugari n-dimenzios gombben vett elrendezés striiségét egy r —d
illetve egy r + d sugara gémbbel (l4sd [2.2] abra).

-
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2.2. abra.

Ha K; C rB"™ + 09, akkor K; C (r 4+ d)B™ + 01, hiszen ugy van megkonstruélva
a (r+d)B" + oy gomb, hogy a rB" + 0y gomb teljesen benne van az (r + d)B"™ + o0,
gémbben. Tehat

1 1
) < ‘
KnT™ Z V(KZ) T ORpT" Z V<KZ)
K;CrB™+o02 Kic(T+d)B'”+01
LYY vk
~ kp(r +d)n r h
KZ'C(T’+d)B"+01

Hasonlo osszefiiggés teljesiil az also becslés esetében is, igy ha K; C (r —d)B™ + oy,
akkor K; C rB"™ + 09, tehat



Loy vk Y vk

KpT™
K;CrB"+o02
1 d>"
- - _(1-¢ V(K,).
Kn(r —d)" ( r e Z

r—d)B"+o01

Ezen becslések alapjan az also stirtiségeket gy kapjuk, hogy vessziik mindegyik
érték liminf-jét:

1 d\"
Iiminf —M (1 — — VI(K;
17¥r_1>g)1 mn(r—d)”( 7’) K_C(Z (K:)

r—d)B"+o1

< liminf — Z V(K;)
e fl K;CrB"+o02
1 d\"
< liminf ——— (1 + —) V(K;),
r—00 /ﬁ?n(r + d)n r KiC(T’gB”JrOl

amelybdl a renddr-elv segitségével kivetkezik, hogy (K, B" + o0,) also siirtiség
megegyezik J(IC, B" + 01)-el.
Fels6 stirtiségre teljesen hasonloan torténik a bizonyitas, igy ennek koszonhetGen
belattuk, hogy az also és felsd stirtiség fiiggetlen az origd valasztasatol.
[

A bizonyitédsban feltettiik, hogy a D tartomany egy r sugari n-dimenziés gémb,
de a tétel teljesiil tetszbleges konvex mérGeszkoz esetén is. Ennek igazolasaban tébbek
koézott a D és K konvex testek Minkowski Gsszegét és annak térfogatédra vonatkozo
formulét kellene hasznalni, de ebben a dolgozatban nem célunk ezt belatni.

Legyen K egy rogzitett konvex test. Ekkor K elhelyezési (pakoldsi) siriiségén a
kovetkez6 mennyiséget értjiik:

§(K) :=supd(K, D, o),

ahol a szuprémumot a K egybevagd példanyaibol allo 6sszes elhelyezésre valamint
az Osszes lehetséges D tartoméanyra és o pontra értjiik. Hasonlé modon definidlhato a
K fedési stirisége, amely
0(K):=infd(K, D,o0),

ahol az infimumot a K egybevag6 példanyaibol allo Gsszes fedésre valamint az Osszes
lehetséges D tartoményra és o pontra értjiik.

Ebben a dolgozatban azzal a feltevéssel fogunk élni, hogy D = B™ és o a gbémb
kozéppontja. Ismert, hogy ez nem jelent érdemi megszoritast. Megjegyezziik, hogy a
tovabbiakban a §(KC) jelolést, a K elrendezés B™-nel mért stirtiségének jelolésére fogjuk
hasznalni, ha az létezik, mig a §(K), a K test elhelyezési siirtiségét jeloli.

A kovetkezo tételben be fogjuk latni azt a két, talan nyilvanvalonak latszé tényt,
hogy §(K') <1, ¢és 0(K) > 1. A [Rog64] konyv 23-24. oldalan megtalalhato a bizonyitas
eltolasokkal valé pakolasra vonatkozo valtozata, amikor a mér6eszkoz kocka, viszont
mi most altaldnossdgban bebizonyitjuk, azzal a kiilonbséggel, hogy az n-dimenzios
gébmbot hasznaljuk mérdeszkozként.



2.1.2. Tétel. Legyen K C R" konvex test. Ekkor
i) 0(K) <1, és
i) O(K) > 1.

Bizonyitds.  Legyen K = {Kj, Ks,...} a K egybevago példanyainak egy tetszéle-
ges elhelyezése (pakolasa), valamint legyen R(K) a K test koriilirt gombjének sugara.
Irjuk fel a K-k elhelyezés r sugari n-dimenzioés gdmbre vonatkozo kiilss stirtiségét.
Ezutan becsiiljiik feliilrél ezt az értéket ugy, hogy az r + 2R(K) sugart gémbben tel-
jesen benne levs K-ket vessziik (vagyis "kilogd darabokat" is beleszamoljuk), mig a
tartomany térfogata (azaz amivel osztunk), tovabbra is az r sugara gémb. A masodik
lépésben végezziink el még egy felss becslést, mégpedig gy, hogy az r+2R(K) sugart
gombben levs K;-k helyett vegyiik magat az r + 2R(K) sugari géombot (az alap tarto-
méany tovabbra is az r sugara gdmb). k,-nel egyszeriisitve, és atrendezve a kifejezést,
ezt kapjuk:

: Y V()< ! S V(K

K Ky

" K;nrBrs) K;C(r+2R(K))B"
2R(K)\"
< (r+2R(K))"k, = (1+ ( )) .
T Kn T

Mindkét oldalnak véve a limsup-jat (r — oo mellett), lathatjuk, hogy §(K) < 1.
Ezzel belattuk a allitas i) pontjat.

Az ii) pontot hasonloképpen bizonyitjuk. Legyen most K = {K;, K,...} az R"
egy tetszileges fedése a K egybevagd példanyaival. Mivel fedésrdl van szo, ezért alsod
becslést kell adnunk a K-k altal meghatarozott fedés belsd strtiségre. Az elsé becs-
lésnél vegyiik az r — 2R(K) sugari gdmbben levé K;-k alkotta fedés kiilsg siirtiségeét,
majd a masodik becslésnél az r — 2R(K) sugari gombbel becsiiljiik alulrol a fedési
stirtiséget, és az i) pont bizonyitasanal latott modon alakitsuk at a kifejezést:

1 1
N> ,
frnK}n Z V(KZ> - TTLK;n Z V(KZ)
K;CrB™ K;N(r—2R(K))B"#£0
1 2R(K)\"
> L (2R, = (1—L) |
" Kn r

Itt most mindkét oldal liminf-jét véve (r — o0), kapjuk, hogy (K) > 1, tehat igaz
az ii) allitas.
O]

2.1.1. Kovetkezmény. Adott K C R” konvex test. Ekkor
I(K) <1<O(K).

Megjegyezziik, hogy 6(K) = 1 = 6(K) pontosan akkor, ha K parketta, azaz a
K egybevago példanyaival a tér le is fedhets tgy, hogy a fedés egyréti, azaz a fedés
semelyik két elemének nincs kozos belss pontja. Ezt az allitast Schmidt [Sch61] bizo-
nyitotta; a bizonyitas egy rovid attekintése megtaldlhato pl. Fejes Toth és Kuperberg
|[FTK93| attekints cikkének 805-806. oldalan.

Az als6 és felss siirtiség, illetve a K test pakolési és fedési siirtisége modosithato
arra az esetre is, ha



a) csak eltoltakat hasznalunk (ezt transzlativ pakolasnak/fedésnek nevezziik), a
transzlativ pakolasi stirtiséget dr(K)-val, a fedési stirtiséget 07 (K )-val jeloljiik;

b) csak réacsvektorokkal valo eltolasokat hasznalunk (ezt réacsszerd pakolas-
nak/fedésnek nevezziik), és 0., (K)-val, illetve 01 (K)-val jeloljiik az an. racsszert
pakolési és fedési stirtiséget, ahol L a racsra utal.

2.1.2. Koévetkezmény.

5L(K) < 6r(K) < 8()) < 1 < 0(K) < br(K) < 0,(K).

2.2. Legstriibb pakolas, és legritkAbb fedés létezése:
Groemer bizonyitasa

Ebben a fejezetben ismertetjiik Groemer |Gro86| 1986-os egzisztencia tételének (lasd
Existence Theorem, [Gro86| 186. oldal) egy olyan egyszeriisitett valtozatat, amelyben
megmutatjuk, hogy tetsz6leges K konvex test esetén 1étezik a K egybevagd példanyai-
bol allo pakolas (fedés), amelynek fels (also) stirtisége éppen §(K) (A(K)). Valojaban
Groemer mar kordbbi német nyelvii cikkében [Gro63| igazolta ezt az allitast, illetve
specialisabb esetekben mér ezt méasok is megmutattak; tovabbi hivatkozasokért lasd
példaul [F'TK93|. A [Gro86]-beli tétel ennél lényegesen altalanosabb, viszont tekintet-
tel arra, hogy angol nyelven irédott, szamunkra hozzaférhetGbb.

Most éljiink azzal az egyszertisits feltevéssel, hogy a K konvex test pakolasi és fedési
siirtiségét a B™ gdmbbel mérjiik és ezt a tételben is értsiik igy. A tétel bizonyitasat is
ennek megfelelGen végezziik el, azonban a gondolatmenetbdl latszik, hogy val6jaban a
gémb helyett mas konvex test is hasznalhato.

2.2.1. Tétel. Legyen K C R" konvez test. Ekkor létezik a K egybevdgo példanyainak

olyan IC elhelyezése, illetve az R™ tér K eqybevdgo példdanyaival vald olyan K' fedése,
amelyre §(K) = §(K), illetve O(K') = 0(K).

Bizonyitds. A bizonyitasban az elhelyezés esetére koncentralunk, de a gondolatme-
net végén megmutatjuk, hogy mit kell modositani, hogy az allitds fedésre vonatkozo
részét is igazoljuk.

A bizonyitashoz kockékat fogunk hasznalni. Legyen s > 0. Ekkor jelolje C az origd
koézépponti s oldalhosszisagi n-dimenzids kockat, amelynek oldalai parhuzamosak a
koordinatatengelyekkel, azaz

Cs :={(xy,...,2,) e R": —=s/2 < x; <s/2,i=1,...,n}.
Sziikségiink lesz még az egységkockaricsra, azaz Z"-re, ahol
7" = A{(x1,...,2) 2, €N, i=1,... n}.

Tetsz6leges s > 0 esetén sZ™ fogja jelolni azt a kockaracsot, amelyet a Z"-bél ugy
kapunk, hogy azt az origobol s faktorral skalazzuk.

Legyen Cs+ sZ™ azoknak a Cs+ 2 kockdknak a halmaza, amelyekre 2z € sZ". Ekkor
Cs + sZ™ egy parkettazasat adja a térnek.

Most definidljuk az s, és t,, (m = 1,2,...) mennyiségeket:

. m
Sm 1= 2",



ty = om?.

Tekinteni fogjuk origo6 kézépponti gombok egy (elegendGen gyorsan) névekvd soroza-
tat, melyek sugarai rendre tg, ¢y, ..., azaz

Bto C Bt1 C Bt2 C

A kovetkezSkben vegyiik azokat a kockdkat a Cs  + s,Z" parkettazasbol, amelyek
teljesen benne vannak a B, \ intB, _, félig zart, félig nyitott gombgytiriben (az
int szimbolum egy halmaz belsejét jeloli). Jeloljiik ezeket (valamilyen sorrendben)

T, Qp el
A bizonyitas lényege annak megmutatasa, hogy minden Q7" esetén létezik K egy-
bevago példanyainak olyan K77y, K[, ... csaladja, amelyre teljesiilnek a kovetkezOk:

i) K7 € Q" minden j-re,
i) intK7; Nint K% = 0 ha j # j' (azaz a K]j-ek pakolast alkotnak Qf"-ben),
iii) a K7 testek Q7"-beli stirtisége elegendGen kozel van 0(K )-hoz, azaz

- £ () (- ).

Sm

ahol R(K) a K koriilirt gdmbjének sugarat jeloli.

Tetszdleges m > 1 pozitiv egész esetén legyen K, = {K}, K2,... K} ...} a K
egybevago példanyainak egy olyan pakolasa, amelyre 0(IC,,) = d(K,,, B") > 6(K) —
1/(m + 1). llyen biztosan létezik a 0(K) definicidja miatt.

~ O
QQQQ

- COQ O 55

S'ITL

Sm

2.3. abra.

Tekintsiik a C,, —ar(x) + (sm — 4R(K))Z" kockdkat. Rogzitett IC,,, esetén biztosan
letezik legalabb egy olyan g € (s, — 4R(K))Z"™ kézéppontt kocka, melyre teljesiil az
alabbi egyenl(’)’tlenség:

1

e 2 VU 0 (Concanar + 9) > LK) =

(5m —4R
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azaz a K, pakolds (s, _4rx) + g tartomanyra vonatkozo stiriisége nagyobb mint a
K-val pakolasi strség minusz 1/m. Ilyen kockdnak léteznie kell, hiszen 6(K) — = <
Ekkor az is igaz, hogy

i L VLN (€t ) > 0000 -

K’in CCSm,

Ez abbdl adédik, hogy az egyenl6tlenség bal oldalan a mésodik tényez6t noéveljiik.
Ehhez vegyiik észre, hogy ha K. N (Cs, _ari) + 9) # 0, akkor K., C C;,, + g,
tekintettel arra, hogy R(K) a K koriilirt gdmbjének a sugara.

A kovetkezs 1épésben vessziik a IC,,, elhelyezés azon elemeit, amelyek benne vannak
a Cs, + g kockdban, és ezek fogjak alkotni azt a pakolast, amely kielégiti az i)-iii)
feltételeket (a KC,, pakolés ezen darabjat mereven eltoljuk a Q7" kockaba).

Tekintsiik a K egybevagd példanyainak egy olyan K elhelyezését a térben, amelyet
ugy kapunk, hogy a fenti eljaras segitségével minden Q)" kockdban konstrualunk egy,
az 1)-iii) feltételeket teljesité pakolést.

Vegyiik az Osszes Q7" kockat (minden m-re és i-re), és indexeljiik Sket k-val. A IC
pakolés k indexti kockdban 1év6 elemeinek halmazat jeldlje ICy.

A kovetkez§ 1épésben be fogjuk latni, hogy

5(K) = limint (138) Xk: V(Kr N B,) > §(K). (2.1)

Vegyiik észre, hogy ha a fenti allitas igaz, akkor az azt jelenti, hogy
S(K,B") =(K,B") = §(K),

azaz a KC-nak létezik siirtisége, amely megegyezik a K test §(K) elhelyezési siirtiségével.
Tehat joggal nevezhetjiik K-t a K egybevagd példanyai egy legsiirtibb elhelyezésének.

Az {K\} halmaz B,-re vonatkozo stirtiségét felirhatjuk a "darabok" siirtiségének
az Osszegeként, majd becsiiljiik ezt az értéket alulrol a kdvetkezdképp:

Adott s > 1 esetén legyen az m = m(s) pozitiv egész szam olyan, hogy t,, <
$ < tma1- A By gobmbot harom részre osztjuk: (az origobol kiindulva) a t,, 1 sugari
gombre, a B, \ By, , és a B\ By, gombgytirtkre, és ezekben a darabokban felirjuk
az elhelyezés stirliségét egyenként.

Az els6 lépésben kiilon-kiilon becsiiljiik alulrol mindegyik "darabban" levé stirtisé-
get gy, hogy az els¢ darabot (B, _,-et) elhagyjuk (ezt megtehetjiik, mivel m néveke-
désével a t,, nagyon gyorsan nd, igy a t,,_; sugari gémbben lev elhelyezés stirtisége
elhanyagolhato lesz). A maésik két rész esetében csak annyit tudunk, hogy a h,,, illetve
a hy,q1 biztosan nem nagyobb az Kj, Q7 illetve Q7" '-beli stirtiségénél, ezért az ezekkel
val6 becslés helytallo.

Most becsiiljiik még egyszer alulrol az el6z6 két gébmbgytirtiben levé stirtséget. Tud-
juk, hogy h,, < hyaq, igy a hp,oq helyett irjunk h,,-et, és emeljiik ki a h,,/V (B;)-t.
Jelolje az p,, az s, 11 oldalt n-dimenzios kocka atlojanak hosszat, azaz p, = /nSmi1.
Ekkor ha mindkét irdnybdl p,,-mel csékkentett gombgytrik térfogatat hasznaljuk a
kockéké helyett, akkor kisebb szdmokat kapunk, hiszen a kockak a kisebb gémbgyirii-
ket teljesen lefedik. Tehat most formulékkal leirva a fenti becsléseket kapjuk, hogy
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2.4. abra.

V(Bs) Z V(ICk N BS) = V(Bs) Z V(]Ck N Btmfl)

k

Z V(Kk N (Btm \ Btm_1))

k

) > VK« (Bo\ B,))

AR

* QI C(Biy \Bt,,_ ;)

V(Bs)

+

S
S

1
V(B

<

hom,
s TD DR A (%
V(Bs) ..
Qi C(BS\Btm)
hom,
Z V(BS) (V(Btm_pm) - V(‘Btm—l_pm)

+ V(Bsfpm)) - V(Btm+pm))

B V(B,) ~ V(B.p)
= fom (1 T VB

~ V(Bttom) = V(Btn—pm) V(Btm1+pm)))

V(Bs) V(B;)

Mivel t,, és p,, is m-t6l fiigg, m pedig s-t6l, igy az utols6é formuldban mindharom
tort 0-hoz tart, ha s — oo. Tehat lathatjuk, hogy az egyenl6tlenség jobb oldala a
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K-val valo pakolasi siirtiséghez tart, mivel korabban mar lattuk, hogy h,, — 6(K).
Ezzel belattuk a allitast.
A §(K) definiciojabol tudjuk, hogy

) 1
lim sup

mSup g Xk: V(KN B,) < §(K),

és most megmutattuk, hogy

1
lim inf

$—00 V(BS)

> V(KiNB.) > 6(K),

igy a renddr-elvbdl kovetkezik, hogy 6(Ky) 1étezik, és 0(KCy) = §(K).

Ezzel az allitas elhelyezésekre vonatkozo részét belattuk.

Némi valtoztatasokkal ez a bizonyitas atiiltethetd fedésekre is:

Vegyiik az s, oldalu Q7" kockdkhoz tartozo s, + 4R(K) oldala kockékat, ahol
R(K) a K koriilirt gémbjének sugarat jeloli. Ahogyan az elhelyezés esetében méar
lattuk, minden )7"-hez most is konstrualunk egy megfelel§ stirtiségii fedést a kovetkezd
feltételekkel:

i) Q" C U;K"

Z7‘7,

(tehat a K77 testek a Q" egy fedését adjik)

ii) A K testek Q"-beli stiriisége elegendGen kozel van 0(K)-hoz, azaz

KT Q) = o S VT > (LR(K)) (euc) " i) b,

Sm m

Megjegyezziik, hogy fedések esetén az elhelyezéseknél latott ii) feltételnek nincs
értelme, ezért ezt elhagyjuk.

Az i) és ii) feltételeket kielégits K fedésre felirhato a [2.1] 4llitas analogja:

_ , 1
I(K) = hinjololp V(B

k
ahol az IC a K fedés k indext kockat lefedd elemeinek halmazat, valamint a 0(K) a
K test fedési stirtiségét jeloli.
Ha a fenti allitas igaz, akkor az azt jelenti, hogy

(K, B") = d(K, B") = 0(K),

tehat a KC-nak létezik siirtisége, amely megegyezik a K test 0(K) fedési striiségével.
Tehat joggal nevezhetjik K-t a K egybevago6 példanyai egy legritkdbb fedésének.

A allitas belatasdhoz fels6 becsléseket adunk ugyanolyan gondolatmenettel,
mint elhelyezések esetén. A leginkabb emlitésre mélto kiilonbséget a

1
V(B)

> V(KinB,,_,)
k

fels6 becslésénél talaljuk, hiszen ebben az esetben ez a tag nem hagyhaté el, hanem
helyette ezt irjuk:

13



1
V(Bs)

<

1
S VKeNB,, ) < 5 S haVI(QY)
k % QkNB,, | A0

ho
~ V(B

A

V(Btm—l+Pm)

A t,,-re és p,,-re vonatkozo6 feltételek tovabbra is fennallnak, ezért ha s — oo akkor

a V(B 14pn)/V(Bs) = 0, és igy ez az egész feltétel tart a 0-hoz. Tehat a tébbi tag

fels6 becslése utan lathatjuk, hogy az egyenlétlenség jobb oldala a K-val valo fedési

stiriiséghez fog tartani (mivel itt most h, — 6(K)). Ezaltal igaz lesz a allitas.
Vagyis 0(Ky) 1étezik, és 0(Ky) = 0(K).

O]

Megjegyezziik, hogy a fenti gondolatmenet hasonléan megy, ha a B™ gomb helyett
egy tetszbleges D konvex testet hasznalunk a stirtiség mérésére. Ez azt mutatja, hogy
bar egy konkrét elhelyezés (fedés) stirtiségének mérésénél szamit az, hogy milyen D
tartomannyal mérjiik azt, viszont abban az esetben, ha az elhelyezés (fedés) maximalis
(minimalis) stirtiségi, akkor nem. Mivel a fedések és elhelyezések elméletében az egyik
kozponti kérdés az, hogy mekkora egy konvex test elhelyezési (fedési) stirtisége, ezért
ki tudjuk hasznalni a "mérGeszkoz" valasztasanak szabadsagat.
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3. fejezet

Gombelhelyezések

Az els6 fejezetekben megvizsgaltuk a sirtiség fogalom néhany tulajdonsagat, illetve ki-
csit megismerkedtiink az elrendezés (pakolas, fedés) fogalmakkal. Az olvasoban felme-
riilhet a kérdés, vajon mi értelme van ezekkel (magasabb dimenzioban is) foglalkozni.
A kérdés régi, a valasz viszont annal Gjabb.

ElGszor nézziik meg, hogy mi a helyzet két dimenziéban. A sikot lefedd legritkdbb
korrendszer problémajat R. Kershner oldotta meg elGszor 1939-ben. Bebizonyitotta,
hogy a legritkdbb korrendszert a szabalyos hatszogracson valo fedés adja, és ekkor
ennek stirtisége (27)/v/27 ~ 1.21. A lesiirtibb korelhelyezés stirtiségét, amelynek értéke
7/v/12 (kb. 90.69%), A. Thue bizonyitotta be 1892-ben. Az allitas szerint a szabalyos
hatszogracson elhelyezett korlemezek adjak a sik legstiriibb pakolasat (azaz minden
egyes korlemezt 6 masik érint). Erre az allitasra Fejes Toth Laszlo adott egy masik
bizonyitast, amelynek alapja az, hogy a kor koré irhato legkisebb teriiletd hatszog
a szabalyos hatszOog (amelyekkel a sik teljesen lefedhets), azaz ha a pakolast alkoto
korok Voronoi-cellai szabalyos hatszogek, akkor az a legstiriibb elhelyezést adja. (Egy
pakoldsban szereplé kor Voronoi-celldja azon pontok halmaza a sikban, amelyek az
adott kor kozéppontjahoz kozelebb vannak mint a tobbi kor kézéppontjahoz). Ez
a gondolatmenet harom dimenziora azért nem iiltethets at, mert egy egységgdébmb
pakolédsban a minimalis térfogati Voronoi-cella a gomb koré irt szabélyos dodekaéder,
viszont szabdlyos dodekaéderekkel nem lehet teljesen kit6lteni a teret.

A harom dimenzi6s tér gombdokkel valé optimalis kitoltése mar régota foglalkoz-
tatja az emberiséget, hiszen ezzel a kérdéssel a hétkoznapi életben is taldlkozhatunk,
példaul a zoldségesnél, ahol bizonyara mindenki megfigyelte, ahogyan gulaba pakoljak
a gyimolesoket. Ez nem véletlen. A sejtés, miszerint egybevagd gémbokkel a leg-
nagyobb stirtiségi térkitoltés a lapcentralt kockaracsba (gulaba) valo pakolas, Kepler
nevéhez fliz6dik (1611), bar 6 valoszintileg agytgolyok elhelyezését vizsgalta, nem pe-
dig gyiimolesokét. Az allitas szerint az igy kapott gombpakolas kb. 74%-4t (pontosan
7/v/18-ad részét) tolti ki a térnek, és nincs ennél nagyobb sirtiségi pakolas. Ellenben
ebbdl az optimalis stirtiségii elhelyezésbdl végtelen sok egymastol kiilonbozs 1étezik!
Ez abbdl adodik, hogy a gémbdket a kovetkezGképp pakoljuk: lerakjuk az elsd réteget,
majd a kovetkezGt mindig tgy rakjuk ra az elézére, hogy annak "mélyedéseibe" esse-
nek a gombok. Viszont ekkor minden egyes sor esetében két valasztasunk van, hiszen
kétszer annyi mélyedés van, mint ahidny gomb a kovetkezd rétegben, tehat egy "fél
gombnyi" eltolas a kiilonbség a masodik réteg két elhelyezése kozott. Ekkor még nincs
kiilonbség a két elhelyezés kozott, viszont a harmadik sor lerakasanél, amikor az el6-
z6h6z hasonloan ismét két lehetGség koziil valaszthatunk, az egyik esetben a harmadik
réteg gombjei éppen az elsG réteg folé keriilnek, a masik esetben pedig az elsé réteg
bizonyos mélyedései folé. Természetesen minden réteg esetén megvan ez az egymaéastol
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fiiggetlen valasztasi lehetGségiink, ezaltal végtelen sok kiilénb6z6 elhelyezést general-
va, amelyeknek stirtisége pontosan 7/ V/18. Viszont ezek kozott a kiilonb6z6 pakolasok
kozott kettd olyan van, amelyik racsot alkot. Az egyik az, amikor mindig egy iranyba
toljuk el a sort. Az igy kapott racsot nevezziik lapcentralt kockardcsnak, melynek neve
onnan szarmazik, hogy ez a racs oly modon is elGallithatd, hogy a szokasos kockarécs-
hoz hozzavessziik a lapkézéppontjaikat is. A mésik racsot ugy kapjuk, hogy felvaltva,
az egyik lépésben egyik irdnyba, a masik lépésben a masik iranyba végezziik el az
eltolast. Bar Kepler sejtése egyszertinek tiinik, a bizonyitas annal nehezebbnek bizo-
nyult. Az els6 1ényeges elérelépést 1831-ben Gauss érte el. Megmutatta, hogy a gémb
racsszeri pakolasi sirtisége (3-dimenzioban) megegyezik a lapcentralt kockaracs altal
adottal. Bar ez kevesebb, mint a Kepler sejtes, mégis nagyon fontos eredmény volt.
Az attorést 1998-ban Thomas Hales amerikai matematikus érte el, amikor — részben
Fejes Toth Laszlo egy gondolata alapjan — sikeriilt bebizonyitania a sejtést.

Tehat az els6 harom dimenzidban vizsgalt elhelyezések azt sugalljak, hogy '"réte-
gek" megfeleld, kellGen szoros pakolasaval/egymasba agyazasaval a dimenziok kozotti
attérés kiindulasi alapot ad a strtségek magasabb dimenzios vizsgalatahoz. De sajnos
ez nem igy van. A magasabb dimenzios gémbpakolasokrol (a nyolc- és huszonnégy-
dimenzios eseteket leszamitva) sokkal kevesebbet tudunk (pl. még olyan alapvetd
tulajdonsagokat sem tudunk megjosolni, mint példaul az optimélis pakolas periodi-
citdsa). Viszont egy egyszerii moho algoritmussal megmutathato, hogy az R"-ben
vett optimélis strtség legalabb 27", Ez az aldbbi mo6don torténik: vegyiink egy teli-
tett, egység sugari n-dimenzios gombokkel valo elhelyezést, amelynek siirtisége legyen
0*(B™). (Telitett gombelhelyezésen egy olyan elhelyezést értiink, melyre igaz, hogy
nem tudunk még egy gombot tgy lerakni, hogy az ne metsszen bele semelyik ma-
sik gobmbbe.) Ekkor barmely két gémb kozéppontja kozti tavolsag legalabb 2. Ha a
gémbok sugarat 2-szeresére nagyitjuk, akkor az n-dimenzios tér egy fedését kapjuk,
azaz 2"6*(B") > 1, vagyis 0(B") > 1/2". Talan megdébbentSen hangzik, de ennél
az also korlatnal 1ényegében csak egy linearis faktorral tudunk jobbat mondani. Er-
rél a témarol egy attekintés talalhato példaul az [FTK93| konyvben. Ami a stirtiség
fels6 becslését illeti, az eddigi ismereteink szerinti legjobb aszimptotikus felsG korlatot
Kabatyanskii és Levenshtein adtak meg 1978-ban. Ez az érték 2(=0-599-+e(l)n  Erde-
kes meggondolni, hogy 27/20599" = 20401n " ami azt mutatja, hogy a két korlat kozti
kiilonbség a dimenzié névekedésével exponencidlisan né.

A kovetkezGkben betekintést nytjtunk a 8-dimenzios esetbe és nagyon roviden uta-
lunk a 24-dimenzios esetre is. Maryna Viazovska rendkiviil friss 2016-os eredményében
megoldotta a nyolc dimenziés géombpakolasi probléméat, azaz megmutatta, hogy a leg-
stiriibb gémbelhelyezés stiriisége R®-ban, megegyezik az Eg racson valé elhelyezés altal
meghatarozott pakolas stirtiségével. A bizonyitas lényege, hogy a 2003-ban Cohn és
Elkies altal leirt tn. linedris programozasi korlatot hasznalta és élesitette ki. Eh-
hez sziikség volt egy specidlis feltételeket kielégits fiiggvényre, amelyet korabban mar
Cohn és FElkies szamitogépes eljardsok segitségével csak kozeliteni tudott. Viazovska
megtalalta ezt a fliggvényt, és ezaltal pontossid tudta tenni a linedris programoza-
si modszer altal adott felsé korlatot, ami 8-dimenzioban éppen az optimumot adja.
Nem sokkal késébb Cohn, Kumar, Miller, Radchenko és Viazovska kiterjesztették ezt
a gondolatmenetet és megoldottak a 24-dimenzios esetet.

Most Cohn |[Coh17] cikke alapjan lassunk néhany alap gondolatot a nyolc dimenzios
esetrdl. ElGszor vezessiik be az n-dimenzios (geometriai) racs definiciojat: legyenek
v1,...,U, linearisan fiiggetlen vektorok. A

A=Ay, ...,v,) ={mv1 + ...+ muv, :myq,...,m, €L}
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(vektor-) halmazt a vy, ..., v, vektorok altal meghatarozott R™-beli racsnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy a (v, ...,v,) vektorrendszer egy bazisa a A racsnak.
A vy, ..., v, altal meghatarozott

P=Py,...,v,) ={zmv1 +- -+ x,0,:0<z; < 1,i=1,...,n}

un. paralelotopot a A racs vy,...,v, bazishoz tartozo alapparalelotopjanak nevezziik.
Vegylik észre, hogy a fenti definicioban a paralelotop "félig zart, félig nyitott". Ennek
az a kovetkezménye, hogy P-nek a A racsvektorokkal valo eltoltjai tgy fedik le az
R™ teret, hogy semelyik pont nem tartozik két ilyen eltolthoz. Ismert, hogy egy réacs
két tetszleges bazisahoz tartozo alapparalelotopjainak térfogata megegyezik, és ezt a
térfogatot a A racs determinansanak nevezziik, és | det A|-val jeloljiik.

Azt mondjuk, hogy az R™ vektortér egy G additiv részcsoportja diszkrét, ha létezik
olyan £ > 0, hogy az origd kdzépponti € sugart gomb nem tartalmazza az origon kiviil
mas elemét G-nek. Ez lényegében azt jelenti, hogy G-nek nincs torlodasi pontja.

A definiciobél nyilvanvald, hogy egy racs mindig diszkrét (additiv) részcsoportja
az R™ vektortérnek. Megjegyezziik, hogy ennek az allitasnak a forditottja is igaz,
pontosabban, ha G az R" vektortérnek olyan diszkrét additiv részcsoportja, amely
nincs benne semmilyen (n—1)-dimenzios linearis altérben, akkor G racs R%-ben. Ennek
a tételnek a bizonyitasa megtalalhaté pl. a Gruber és Lekkerkerker altal irt [GL87|
kényv 18-19. oldalan.

Legyen D,, C Z™ a kovetkezd (lasd [Bar02] 281. oldal):

Dy, ={(z1,...,2p):x; €Zi=1,...,n, és &1 + - -+ + x,, paros}.
Paros n esetén tekintsiikk a D} = D, U (D, + vy) halmazt, ahol a vy = (5,...,3).
Specidlisan, a Dy az Gn. Fg récs, melyet Korkine és Zolotareff fedeztek fel 1873-ban.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy Dy récs R8-ban, ellenérizni kell, hogy Dy additiv rész-
csoportja R8-nak, nincs benne egy 7-dimenzios lineéris altérben, illetve, hogy diszkrét.

Az, hogy Dy nincs benne egy 7-dimenzios altérben kénnyen lathato, mert tudunk
benne 8 linearis fiiggetlen vektor adni: pl. tekintsiik R® standard ortonormalt bazis-
vektorainak kétszeresét.

Ahhoz, hogy belassuk, hogy Dy additiv részcsoportja R®-nak, meg kell mutatnunk,
hogy zart az Osszeadasra nézve, és hogy minden vektornak tartalmazza a minusz egy-
szeresét is. Az els6 tulajdonsidg a kovetkezdképpen latszik. Legyen v,w € DF. Az
alabbi esetek vannak:

i) Ha v,w € Dg (tehat v és w minden koordinataja egész és a koordinataik Gsszege
péros), akkor nyilvanvaléan v + w € Dsg.

ii) Hav € Dg és w € Dg+ vy, akkor létezik olyan w’ € Dg, hogy w = w' + vg. Ekkor
v+w=0v+w +vy = z+ vy, ahol z = v+ w’ € Dg az i) pont miatt. Tehat
v+ w € Dg+ vg.

iii) Ha v,w € Dg+wy, akkor létezik olyan v’ w’ € Dg, hogy v = v'+wvg és w = w'+vy.
Tehat v +w = v + vy + W + vy = 2/ + 2vg, ahol 2/ € Dy az i) szerint, és
209 = (1,...,1) € Dg. Igy v +w = 2’ + 2vy € Ds.

A masodik tulajdonsagot a kovetkezé modon ellendrizziik. Legyen v € Dy . Ekkor
két eset lehetséges:

i) Ha v € Dg, akkor természetesen —v € Dg, hiszen a (—1)-gyel valo szorzas sem
a racspont koordinatainak egész voltat, sem azok Osszegének parossagat nem
befolyasolja.
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ii) Ha v € Dg + vy, akkor legyen v/ € Dg megint olyan, hogy v = v’ + vy. Vegyiik
észre a kovetkez6t: legyen vy = (1,1...,1) € Dg. Az i) miatt —v; € Ds.
Ezért —vg = —v; +vg. Azaz —v = —v' — vy = =0V — v1 + v9 = w + vy, ahol
w = —v" — v, € Dg. Tehat —v € Dg + vy.

Végezetiil még sziikségiink van arra, hogy D¢ diszkrét részcsoportja R¥-nak. Ez
viszont kévetkezik abbol, hogy az origé kdzépponti egységgdémb csak véges sok elemét
tartalmazza Dg-nak. Ezek kizott pedig van az origohoz legkdzelebbi. Valasszuk e-t
ezen minimalis tavolsig felének, és ekkor ebbdl mar latszik, hogy Dy diszkrét. Ezzel
megmutattuk, hogy Dy racs.

Ismert, hogy az alabbi matrix oszlopvektorai egy bézisat alkotjak az Fg = Dy
racsnak (lasd pl. [Bar02]| 282. oldal):

-1 0 0 0 1/2
0 1/2
0 1/2
0 1/2
0 1/2|
1 -1 1/2
0 1 1/2
0 0 1/2

S OO OO OO o NN

SO DO OO OO
SO o oo

amely egy fels6 triangularis matrix (az oszlopokra nézve), ezért determinansanak
abszolut értéke 1, és ez egyben azt is jelenti, hogy az alapparalelotop térfogata 1, tehat
az Fg egységracs.

Osszefoglalasképpen, az Ey egységracsra teljesiilnek a kivetkezdk:

- minden racspont minden koordinataja egész vagy minden koordinataja fél,

- a racspontok koordindtainak Osszege paros. Ugyanis, ha egy racspont minden
koordinataja egész, akkor az D, egy eleme, mig ha minden koordinataja fél,
akkor a racspont D,, + vp-nak eleme, de mivel 8 - % = 4 paros, igy a koordinatak
0sszege 1s paros.

A A récs gobmbpakolasi sugara legyen az a maximalis sugér, melyre teljesiil, hogy a
racspontok, mint kozéppontok koré irt gombdk pakolast alkotnak. Azt mondjuk, hogy
ha K C R"™ konvex test és a L = K + A elrendezés egy pakolas, akkor K a K egy
racsszer( elhelyezése (pakolasa). Ebben az esetben ismert, hogy 6(K) = 0(KC, P), ahol
P a A racs egy bazisahoz tartozo alapparalelotop.

Konkrétan az Eg racs esetén a gombpakolasi sugar éppen ‘/75 Ahhoz, hogy ezt
belassuk, meg kell hatarozni a racs origohoz legkozelebbi racspontjanak tavolsagat
(azaz a legrovidebb nemnulla vektor hosszat), és ekkor ennek az értéknek a fele lesz a
pakolési sugar. Vegyiik észre, hogy az Eg racs egész racs, azaz a racsvektorok skalaris
szorzata egész szam. Ehhez elég azt ellendrizni, hogy a fenti bazisvektorok (amelyeket
ebben a gondolatmenetben v, ... vg-al fogunk jeldlni) skalarszorzata egész szam, ami
konnyen belathatd. Specidlisan, ha mq,...,mg € Z, az miv; + ... + mgvg vektor
hossznégyzete:

lmyvy + ...+ mgug|® = 2m3 + -+ 2m3 + Z 2m;m; (vv;),

1<i<j<8
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amely nyilvanval6an péros, és értéke legalabb 2, tovabbé ezt az értéket fel is veszi,
hiszen pl. a v, ..., vg bazisvektorok hosszanak négyzete éppen ennyi. Tehat a gémb-
pakolési sugar v/2/2.

Ennek alapjan az Fg racs altal meghatarozott legstiriibb gombpakolas stirtisége
felirhato a 8-dimenzios ‘/75 sugari gomb térfogatanak és az Eg racs determinansanak
hanyadosaként:

(1/V2)%kg 1 I

—_ = — 8:E-Zz0.2536.

[detA] 16"

Hasonléan huszonnégy dimenzidban is létezik egy nevezetes racs, az an. Leech

racs, amelyet J. Leech fedezett 1967-ben. Tudjuk, hogy a Leech racs megvalositja a

legstiriibb gombpakolast (bGvebb informacio talalhato pl. a Cohn [Cohl7| cikkben,

illetve a benne 1évs hivatkozasokban). Ez a récs egy rendkiviil bonyolult struktaraja
racs, ezért csak felsoroljuk néhany fontos tulajdonsagat:

- egységracs, azaz akarmelyik béazisahoz tartozo alapparalelotop térfogata 1,
- paros, azaz minden vektor hosszisaganak négyzete is paros,

- (az el6z6b6l kévetkezik, hogy) minden nem nulla vektor hosszisaga legalabb v/2,
azonban a Leech racsban a legrovidebb racsvektor hossztusaga 2, igy gombpako-
lasi sugara 1.

Ekkor a 8-dimenzi6s esethez hasonléan a IC elhelyezés gombpakolési stiriisége:

1/v/2)% 1 1 x
(VA T SR SO Py
|d€tA| 212 212 12'

Ez a szam rendkiviil kicsi, de ne felejtsiik el, hogy a stirtiség a dimenzi6é névekedé-
sével exponencialisan csokken. Bar érdekességképpen megegyezziik, hogy szamunkra
ismeretlen okbol, de lehetnek kiugré esetek. Példaul 23-dimenzioban a gémb pakola-
si stirtiség 0.001905 (lasd Cohn [Coh17| cikkének 105. oldalan levd tablazatot), ami
kisebb, mint 24-dimenzi6éban.
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