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1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja egy jelenleg is intenziven kutatott téma eddig elért eredményei egy
részének a bemutatdsa. Ezt a konvex geometriai problémaét eloszor EW. Levi vetette fel
1955-ben. Nevezetesen, ha adott egy n-dimenzids test, akkor legkevesebb hany, az adott
testnek nem nullvektorral eltoltja kell ahhoz, hogy lefedjiik ezekkel. A kérdéses minimu-
mot tetszbleges sikbeli alakzatra meghatarozta, és az § tiszteletére Levi-szamnak nevezik
(a késobbiekben b’ (-)-vel jeloljiik).

E.W. Levi hatdsara 1957-ben H. Hadwiger egy hasonl6 — és ekvivalens — problémét vizs-
galt. Mégpedig azt, hogy egy K testnek hany homotetikusan kicsinyitett masara van sziik-
ség ahhoz, hogy ezek egyesitése tartalmazza K-t. Hadwigertdl fiiggetleniil 1960-ban 1.Z.
Gohberg és A.S. Markus ugyanezt a problémat vizsgaltak és hasonl6 eredményeket ér-
tek el: sikbeli alakzatokra meghatdroztdk ezt az értéket, és azt sejtették — Hadwigerhez
hasonldan — , hogy tetszdleges n-dimenzids testnek legfeljebb 2" darab homotetikusan ki-
csinyitett mdsara van sziikség a lefedéséhez. Ezt a sejtést a tiszteletiikre Gohberg-Markus-
Hadwiger sejtésnek nevezték el, a szamot pedig b(-)-vel jelolik.

kérdést vizsgalta, hogy minimdlisan hdny vektor (pont) sziikséges ahhoz, hogy az ezekkel
parhuzamos vektorokkal (a pontbdl kiindulé vektorokkal) az adott konvex test 0sszes ha-
taratpontjat megvilagitsuk. Ezeket a szdmokat c(-)-vel illetve ¢’(-)-vel jelolte. Még ebben
az évben sikeriilt bebizonyitania, hogy tetszSleges konvex, korlatos n-dimenzids testre a
b(-),b'(-), c(-), c’(-) értékek megegyeznek.

1991-ben Bezdek Karoly a polaritas felhasznalasaval djabb ekvivalens megfogalmaza-
tartalmazo konvex test poldrisanak lapjait hany hipersikkal lehet az orig6tél szigorian el-
szeparédlni. A Gohberg-Markus-Hadwiger sejtésnek ez a megkozelitése Uj utakat nyitott
a probléma vizsgalatdban, habar az eredeti sejtés még harom dimenzidban is bizonyitdsra
VAr.

Altalanos jelolések

Az n-dimenzids euklidészi teret a megszokott médon E™-nel jeloljiik. Testnek a kompakt,
azaz korlatos és zart E"-beli halmazokat nevezziik. Egy testet konvexnek neveziink, ha
barmely két pontjat 6sszekotd szakasz a testben halad. A T test belsejét int T-vel, hatdrat
bd T-vel jeloljiik. Egy H halmaz lezértjat cl H-val jeldljiik, ahol cl H a legsziikebb olyan
zart halmaz, ami H-t tartalmazza. A pontokat kis betiivel, a testeket nagybetiivel jeloljiik.
Két pont tavolsdgan a szokdsos Euklideszi tavolsagot értjiik és d(:,-)-vel jeloljik. Két
vektor skaldris szorzatat standard modon jeldljiik: (-, -). Egy vektor norméjan az euklide-
szi normdjat értjiikk, amit || - ||-vel jeloliink. Hipersiknak nevezziik az (n — 1)-dimenzids
affin altereket, azaz (n — 1)-dimenzids linedris alterek eltoltjait.



2. Konvex testek lefedése, felbontasa

Legyen K € E" test. Vélasszunk egy tetszdleges o pontot. A K test tetszdleges a pontja-
hoz taldlhat6 olyan @’ pont, hogy d(o,a’)/d(o,a) = k, valamely rogzitett k valds szamra.
A K’ = {a’ | a € K} halmazt a K test homotetikus masanak nevezziik. Ha k < 1, akkor
kicsinyitésrdl, ha k > 1, akkor homotetikus nagyitasrél beszéliink.

1960-ban két kisinyovi matematikus, I. C. Gohberg és A. Sz. Markusz a kovetkez6 prob-
1émat vetette fel: Melyik az a legkisebb pozitiv egész m szam, amire 1étezik m darab ho-
motetikus kicsinyitett példanya K-nak tgy, hogy ezek lefedik K-t. Ezt a szdmot b(K)-val
jeloljiik, ha 1étezik véges sok ilyen, ellenkezd esetben legyen b(K) = co. Most nézziink
egy egyszerd allitast sikban:

2.1. Allitas. Kor esetén b(K) = 3, paralelogrammdra pedig b(P) = 4.

A bizonyitds nem tdl bonyolult, megtaldlhat6 V. G. Boltyanszkij, I. C. Gohberg [3] kony-
vének 43-44. oldaldn. Az 1. dbréan lathaté két rajz tulajdonképpen tartalmazza bizonyitds
egy részét.

1. dbra. Kor és paralelogramma lefedése 3 illetve 4 homotetikusan kicsinyitett médsaval.

A relativ nagysag felhasznéldsaval bevezethetd egy ,,gyengébb” definicié h(K)-ra.

2.2. Definicié. Egy F konvex test, G C F részének relativ nagysdga F-ben k, ha k az a
legkisebb szdm, amire a k-ardnyu homotetikus kicsinyitése F-nek tartalmazza G-t.

b(K) definicidjaban a homotetikus kicsinyitett példanyt kicserélve kisebb relativ nagysagu
részre kapunk egy nagyon hasonl6 definiciét. Konnyen belathatd, hogy ez a két definici
ekvivalens egymadssal.

A fedési szamnak tobb hasonl6 formdja létezik, a kovetkezd — a késdbbiekben sokszor
felhasznalt — definicio is ilyen:

2.3. Definicié. Azt a legkisebb pozitiv egész m-et, amire létezik K1, - - - , K,, eltoltja K-nak
gy, hogy K C int K; U--- U int K,,, b’'(K)-val jeloljiik.



2.1. Gohberg-Markus-Hadwiger sejtés

Vizsgéljuk meg, hogy milyen konvex testekre veszi fel b(K) a maximumat. Sikban mar
lattuk, hogy a paralelogrammadra veszi fel a legnagyob értéket: b(K) = 4. Innen tdmadhat
az a sejtésiink, hogy az n-dimenzids ,,paralelogrammara” lesz maximdlis a b(K) érték.
A két dimenziés esethez hasonléan bizonyithat, hogy n-dimenziéban az n-dimenzids
paralellotopra b(K) = 2", ahol a paralelolotdp az n-dimenzids kocka affin képe.

1957-ben Hadwiger kozolt egy listat megoldatlan geometriai problémakbol. Az egyik
errdl a problémardl szolt. Ebben leirta erre vonatkoz6 sejtését is: Barmely E"-beli konvex
testre b(K) < 2", és egyediil az n-dimenzids paralellotdpra teljesiil az egyenldség.

A problémat két dimenzioban Hadwiger kordbban mar megoldotta, azonban magasabb
dimenzidkban a mai napig nem sikeriilt senkinek sem bizonyitani a sejtést, habar bizonyos
specidlis testosztdlyokra igazolddott a sejtés. E sejtéssel megkaptuk az elérendd felsd
korlatot b(K)-ra.

Az als6 korlat kérdése egyszerlibb — a kés6bbiekben bizonyitdsra is keriil — miszerint
barmely korléatos, konvex testre E"-ben b(K) > n + 1, és példaul az n-dimenzids gémbre
teljestiil is az egyenlGség.

3. Megyvilagitasi probléma

A probléma a kovetkez6: Keressiik azt a minimélis szdmu irdnyt, amivel egy adott test
megyvildgithaté. Ehhez el6szor konkrétan meg kell mondanunk, hogy mit értiink megvi-
lagitas alatt:

H
3.1. Definicié. K hatdrdnak egy tetszdleges x pontjdt megvildgitja az | vektor, ha létezik
%
A>01ugy hogy x+A- 1 €int K.

Jeloljiikk c(K)-val azt a legkisebb pozitiv szdmot, amire létezik ennyi vektor, amelyek
megvildgitjdk K hatarat. Kézenfekvd dolog, hogyha vektorokkal megvilagithaté egy test,
akkor léteznek olyan, az adott testen kiviili pontok, melyekbdl indulé vektorok is megvila-
gitjak az adott testet. Ekkor egy pont dltali megvilagitas alatt az adott pontbdl indul6 és K
hataraban végz6do vektorok altali megvilagitast értiink. Jeloljiik ¢’(K)-val ezt a legkisebb
pozitiv szamot, azaz 1étezik ennyi pont E" \ K -ban ugy, hogy ezen pontok megvilagitjdk
K hatdrét. Ez ut6bbi fogalom hasznos lesz a fedési és megvilagitdsi probléma ekvivalen-
cidjanak bizonyitdsakor.

Most pedig ratériink a Hadwiger 4ltal is bebizonyitott alsé korlat tételre, ami ravilagit a
fedési és megvilagitasi probléma kozti hasonlésdgra, konvex testekre mindkét értéknek
azonos az alsé korlatja:

3.2. Tétel. Bdarmely K C E™ konvex testre c(K) > n + 1 teljesiil.

Bizonyitas. Elegends belatni, hogy n irany semmilyen konvex E"-beli test megvilagita-
sdhoz nem elegendd.

Legyenek T; e 7,; tetsz6leges vektorok. Legyen H egy olyan hipersik, amire

71), e 7,: € H. Legyenek H,, H, olyan tdmaszhipersikjai K-nak, amelyek H-val parhu-
zamosak, tovdbba legyenek H, H) a H;, H, hipersikok azon zart félterei, amelyek nem

— -
tartalmazzdk K-t. Legyen x; € H;NK, x, € H,NK. Legyen [, az xy, l,, az x, kezd6pontu



Tn) iranyd vektor. Ekkor az El) C Hy, l_x: C Hj feltételek koziil legaldbb az egyik telje-

H
siil. Az éltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy [, C H. Ekkor az x; pontot
- - - —
li,---, 1, vektorok koziil egyik sem vildgitja meg, mivel az x;-bdl indul6 /,--- , [, ird-
ﬁ
nyu vektorok a H; hipersikban maradnak, ami nem tartalmaz K-bdl belsd pontot; az [,

irdnyd vektor pedig definicié szerint nem tartalmaz pontot K belsejébdl. Tehat n irdny
nem elegend6 K megvildgitdsihoz. O

A kovetkezd allitds megmutatja, hogy sikban a b(K) €s c(K) értékek nagyon hasonldak:

3.3. Allitas. Bdrmely konvex, korldtos és zdrt K C E? halmazra, ami nem paralelogram-
ma c(K) = 3. Ha K paralelogramma, akkor c(K)=4.

Az allitas bizonyitasdhoz felhasznalunk egy egyszerli lemmat, melynek bizonyitdsa meg-
talalhaté a V. G. Boltyanski, H. Martini, P. S. Soltan konyv [4] 277-278. oldalain illetve a
V. G. Boltyanszkij, I. C. Gohberg konyv [3] 52-56. oldalain is:

3.4. Lemma. Tetszbleges konvex, korldtos és zdrt K C E? halmaznak — ami nem pa-
ralelogramma — létezik hdarom darab reguldris hatdrpontja, melyeken dt hiizott érintok
hdromszoget alkotnak K koriil.

3.5. Definicié. Egy K C E" konvex test egy x hatdrpontjdt reguldrisnak mondjuk, ha K-
nak pontosan egy olyan tamaszhipersikja létezik, ami tartalmazza x-et.

Az éllitas bizonyitdsdhoz a V. G. Boltyanski, H. Martini, P. S. Soltan [4] angol nyelvii
konyv 278-279. oldalan talalhat6 leirdst vettem alapul:

Bizonyitas. Legyen P egy paraleolgramma. P két cstcsat egyszerre nem vilagithatja
meg egyetlen vektor sem, hiszen akkor c¢(P) = 2 teljesiilne, ami ellentmond a 3.2-es tétel-

nek. igy c(P) > 4. Legyenek 7;72}73)74) P négy csucsibol P belsejébe mutatd vektorok,
ezek megvilagitjak P hatarat.

Most legyen F nem paralelogramma, a, b, c hdrom olyan hatarpontja, melyeken keresztiil
csak egy tdmaszegyenes fektethets, gy hogy ezen tdmaszegyenesek haromszoget alkot-
nak F koriil. E haromszog csucsai py, p2, p3, legyen xo € int F. Ekkor a p; csicsbol

q . pe . .. .o 7 .
az xp-ba mutat6 /; vektor megvilagit az a, b, ¢ pontok koziil kett6t, hiszen ezek a pontok

. » ed ., , , 7z 7z
regulérisak, és [; vektor irdnya nem parhuzamos a két ponton &t fektetett timaszegyene-
sekkel, igy egy vele parhuzamos egyenes belemetsz F belsejébe a két ponton keresztiil,
_)

azaz [} megvilagitja a két pontot. Tovabba az is vilagos, hogy 7; a két pont kozotti hatar-
- =

pontjait is megvildgija F-nek. Hasonldan /,, /5 megvildgitja F maradék hatarpontjait.

Ebbdl és a 3.2-es tételbdl kovetkezik, hogy c(F) = 3. O

/////

majd kidertil, a ,,sima” hataru testeket a legkonnyebb megvilagitani, ezek megvilagitasi-
hoz elég lesz n + 1 irdny.

3.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy konvex test hatdra reguldris, ha minden hatdrpont-
ja az.

Szemléletesen ugy fogalmazhatunk, ha a test hatara sima, nincs benne torés, akkor regula-
ris. Az olyan testek példaul, amelyeknek hatarat polinom fiiggvényekkel meg lehet adni,
minden hatdrpontja reguldris lesz. A 3.7-os 4llitds szerint, ha a test hatdra sima, akkor
minimalis szdmu irdnnyal megvilagithato:



3.7. Allitas. Ha K c E® konvex test hatdra reguldris, akkor ¢(K) = n + 1.

Bizonyitas. Legyen 7' C E" egy tetszSleges n-dimenzids szimplex, a egy bels6 pontja T -
nek. Ekkor T csticsaibdl az a pontba mutatd 71), e ,7,1) vektorok megvilagitjak K hatérat:
Legyen x egy tetszOleges hatarpontja, H az ezen a ponton dtmend tdmaszhipersikja K-
nak. Toljuk el a T n-szimplexet 7”-be gy, hogy az x és a pont egybeessen. Ekkor a H
hipersik mindkét oldaldn lesz pontja 7’-nek. Legyen b olyan csticsa T’-nek, ami H azon

H
oldaldn van, amelyik nem tartalmazza K-t. Ekkor a b; kezdSponti x végpontd vektor /;

— —
irdnyu és megvilagitja az x pontot. Tehét az /,,---,[,,; irdnyd vektorok megvilagitjak
K minden hatarpontjat, azaz ¢(K) < n + 1, a 3.2. tétel szerint pedig ¢(K) > n + 1, tehat
c(K)y=n+1. O

v

A kovetkezd tétel szerint ha az E"-beli testnek legfeljebb n nem-reguldaris hatarpontja van,
akkor az még mindig megvilagithaté minimélis szdmu irdnnyal:

3.8. Tétel. Ha K C E™ konvex testnek legfeljebb n nem-reguldris hatdrpontja van, akkor
cK)y=n+1.

A tétel bizonyitasdhoz felhasznéljuk az el6z6 allitds bizonyitdsaban leirtakat:

- —

3.9. Lemma. Legyen T egy n-dimenzios szimplex E"-ben és 1, -- , 1.1 olyan vektorok,

melyek a szimplex csticsaibol mutatnak T valamely belsd pontjaba. Ekkor tetszoleges
— —>

K konvex test barmely reguldris hatdrpontjdat megvildgitja a 1, --- , 1,1 vektorok dltal

meghatdrozott irdnyok egyike.

Bizonyitas. Jeloljikk x,...,x;-val, ahol k < n, K Osszes nem-reguldris hatarpontjat.
- -
Vilasszunk tetszdleges [y, - - - , [ irdnyokat, melyek megvilagitjdk a nem-reguldris hatar-

pontokat. Feltehetjiik, hogy ezek a vektorok linedrisan fiiggetlenek, hiszen tetszdleges kis
H
véltoztatdsdval az [; vektornak x; még megvilagitott marad.

Vélasszunk a, by, ..., by € E™ pontokat gy, hogy az a — b; vektor Ti)-vel parhuzamos le-
gyen. Egészitsiik ki ezeket a pontokat b, , ..., b, pontokkal ugy, hogy az

a—by,--- ,a— b, vektorok linedrisan fiiggetlenek maradjanak.
Legyen b, = a+(a—by)+---+(a—b,). Ekkora b, ..., b, pontok egy n-szimplexet al-

. - —
kotnak, ami tartalmazza a-t belsé pontként. Igy az [;,--- , [, vektorok K nem-regularis
hatarpontjait €s a lemma értelmében K Osszes reguldris hatdrpontjat is megvilagitjak. Te-
hat ¢(K) <n+ 1, és a3.2. tétel szerint ¢(K) = n + 1. O

A tovébbiakban olyan konvex testekre bizonyitunk &llitdsokat, melyek hatara ,.elég” jol
kozeliti az n-dimenzids gombét.

3.10. Definicio. Legyen C(K) a K C E™ konvex test x hatdrpontjdhoz tartozo konvexitdsi
kip, azaz azon félegyenesek unioja E®-ben, amelyek kozos végpontja x, és tartalmaznak
K-bol x-tol kiilonbozd pontot.A konvexitdsi kiip sz0gén az x-et tartalmazo tamaszhipersi-
kok dltal bezdrt maximadlis szog felét értjiik.

3.11. Lemma. Legyen T C E" szabdlyos {ay, ..., a1} csicshalmazii n-dimenzios szimp-
lex, melynek koriilirhato n-dimenziés gombjének sugara 1. Legyen H olyan tetszdleges
hipersik, ami dthalad T kozéppontjan. Ekkor létezik olyan a € {ay, . .., a,+1} pont, hogy a
tavolsdga H-tol legaldbb 1 /n.



Bizonyitas. Agyazzuk be T-t az n + 1 dimenzi6s térbe tigy, hogy az n-szimplex csticsai

a koordindtarendszer (1, ...,&,.1) tengelyein helyezkedjenek el, azonos tdvolsigra az
origotél. Ekkor T a & + ... + &,41 = c egyenlet dltal meghatarozott H; hipersikban
fekszik. T kozéppontjdnak koordinatai: s = ¢/(n + 1)(1,..., 1), hiszen Ossze kell adni a

csucsokba mutatd vektorokat, majd osztani a csucsok szamaval.
Feltettiik, hogy az n-dimenziés szimplex koré egység sugarti n-dimenzidés gomb irhato,
aminek mellesleg 7' centruma a kozéppontja. Igy s tavolsiga egy tetszdleges a csticstol
egységnyi:

lIs—all =1

+1

() () =
n =
n+1 n+1

cnn+1) = (n+ 1)

” ¢ (1,...,1,—n,1,...,1)":1
n

n+1

CcC =
n

Legyen H, olyan az origét tarlamazé — azaz &, + - - + @,&, = 0 egyenletii — hipersik
E"*l.ben, amire H = H, N H,. Mivel s € H, igy s € H,-nek is teljesiilni kell, igy
ai+---+a, = 0. Az egyszerliség kedvéért legyen a normélisa egységnyi: a/f+- ctal = 1.
H, és H, ortogondlisak, hiszen irdnyvektoraik merSlegesek egymadsra:

n+1

<(1,...,1),(a1,...,an)>:Za,:o
i=1

Mivel H, és H, merdlegesek egymadsra, ezért az a; pontok tdvolsdga H-t6l megyegyezik
a H,-t6l mért tavolsagukkal. Igy

<(O,...,O,C,O,...,O),(a'l,...,a’n)> _

d(a;, H) = (@i, ..., &)l

ca;

Vilagos, hogy a H-tdl vett tdvolsdgok kozott legaldbb egy pozitivnak és negativnak is
lennie kell. Indexeljiik ugy az a-kat, hogy d(a;, H) > 0,hal <i <k, ésd(a;, H) <0, ha
i > k. Tegyliik fel, hogy minden 1 < i < k-ra: d(a;, H) < 1/n.

Ez ellentmondds (egy szdm nem nagyobb, mint dnmaga), tehit van olyan pont a csticsok
kozt, aminek H-t6] mért tdvolsaga legalabb 1/n. m|

3.12. Tétel. Legyen K C E™ olyan konvex test, aminek minden x hatdrpontjdhoz tartozo
konvexitdsi kiip a szogére cos(a) < 1/n teljesiil. Ekkor n + 1 irdny elég K megvildgitdsd-
hoz, azaz ¢(K) = n + 1.



Bizonyitds. A lemmanal bevezetett jeloléseket hasznaljuk. Legyen H tetszbleges hiper-
sik T centrumén keresztiil, valamint C4(T) olyan konvexitasi kip, melynek szogére
cos(a) < 1/n teljesiil, és a tdimaszhipersikjai egyenld szoget zarnak be H-val.

Ekkor a lemma szerint van egy olyan csucsa T-nek — legyen a; — melynek tavolsaga H-tol
legalabb 1/n. Az a, pontnak a H hipersikra vett merdleges vetiilete legyen p. Az ay, s, p
pontok alkotta R haromszog derékszogli. Tudjuk, hogy p és a; tdvolsdga megegyezik H
€s a; tavolsagaval, tovabba d(sy,a;) = 1, hiszen egységnyi n-dimenzidés gomb irhaté 7

sz

koré. Legyen B az s-nél 1év0 szoge az R haromszodgnek (1asd 2. dbra). Ekkor

d(ay, p)
d(a,, s)

1
=d(a;,H) > — > cos(a)
n

cos(mr — ) = sin(B) =

Mivel a cos(x) fiiggvény a [0, ] intervallumon monoton csokkend, ezért @« > m — S,
a + B > . Mivel a-t és B-t igy vélasztottuk, hogy 90°-ndl kisebbek legyenek, ezért a két
szogtartomany nem lehet diszjunkt, igy a; € C(T).

3

8

a3

2. abra.

Ez azt jelenti, hogyha vessziik K egy tetsz6leges h hatarpontjat, és az ehhez tartoz6 C,(H)

L - - - -

konvexitasi kupot, akkor lesz olyan [ vektor, hogy [ c C,(H), és | parhuzamos s — a;-
vel, valamely i € {1,...,n + 1}-re. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy n + 1 irdny elég K
megvilagitisihoz. O



4. A megyvilagitasi és fedési probléma ekvivalenciaja
El6szor a kovetkezd tételt mutatjuk meg:
4.1. Tétel. Bdrmely K C E™ konvex testre a kivetkezok teljesiilnek:

(1) c(K) < b/(K) < b(K)

2) o(K) < ¢(K) < b(K)

Bizonyitas. Legyen b’'(K) = m, azaz létezik K, - - - , K,, eltoltja K-nak, hogy

ﬁ
K cint K; U---U int K,,. Legyen &; az az eltolés, melyre mi(K) = K, és [; az eltolas
1ranya Legyen x € K;NbdK. Ekkor m;(x) € int K, azaz l megvﬂagltja az x pontot,

igy l megvildgitja K;N bdK halmaz Osszes pontjat. Tehat az 7 1see lm irdnyud vektorok
megvilagitjdk K minden hatdrpontjat, hiszen:

bdK = U(imK,- N bdK)
i=1

Igy ha b/(K) < oo, akkor c(K) < m = b'(K).

Legyen most b(K) = m, azaz K, --- , K,, homotetikus k; < 1 ardnyu kicsinyitett masai
K-nak, melyek lefedik K-t. Jeloljiik A;-vel a megfelelé homotécidt: h;(K) = K;. Legyen
egy tetszOleges a; € int K; pontra h; az a; kbzépponti 1/k; ardnyd homotécia. Nyilvéan a
m; = h’oh; homotécia egy eltolds, €s h)(K;) = hi(h;(K)) = m;(K). Tovabba K; C int h(Kj),
mivel 1/k; > 1 és a; € int K;. Tehat:

m

K c| ki c| Jintnik) c | Jintr(k)
i=1 i=1 i=1
Azaz b'(K) < m = b(K). Ezzel (1)-et bizonyitottuk.
Legyen ¢’(K) = m, azaz a py,..., p, € E" \ K pontok megvilagitjdk K hatdrit. Vegyiink
egy a pontot K belsejébdl, jeloljitk f—vel a p;a vektor dltal meghatérozott irdnyt. Legyen

x € bdK egy tetszbleges pont, amit p; megvilagit. Ekkor definici6 szerint 1étezik
z € int K pont, hogy x € p;z. Vegyiink még fel egy u pontot K belsejében ugy, hogy

— p o — . — e T
xi parhuzamos €s azonos irdnyu legyen p;a vektorral. Mivel p;a vektor [; irdnyu, igy [;
megvildgitja az x hatarpontot. Ez igaz tetsz6leges x € bd K pontra, amit p; megvilagit, igy

ha a py,..., p, pontok megvildgitjdk K hatarat, akkor m irany elég K megvilagitdsahoz:
c(K)<m=c(K).
Legyen most b(K) = m, azaz léteznek K, - - - , K,, homotetikus kicsinyitett mdsai K-nak,

melyek lefedik K-t. Jeloljiik h;-vel a k; < 1 ardnyd homotéciat, amire 4;(K) = K;. Legyen
a; € int K; tetszbleges pont és jeloljiik g;-vel az a; kozéppontd 1 < A; < 1/k; ardnyud
homotetikus nagyitast. Legyen f; = g;oh; homotécia kozéppontja y;. Mivel 4; > 1 és

a; €int K, igy K; C int g;(K) = int f;(K), kovetkezésképpen:

K cC OKi C int Ofi(K)
i=1 i=1

Legyen x € int f;(K)Nbd K. Ekkor y; ¢ K. Ha y; € K teljesiilne, akkor mivel k;4; < 1
: f(K) C K, int f;(K) C int K lenne, ami azt jelentené, hogy int f;(K)Nbd K =@, ami
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ellentmond x vélasztdsdnak. Mivel x € int f;(K), l1étezik z; € int K, hogy fi(z;) = x.
Ekkor x € y;z; szakasz, hiszen az f; homotécia k;4; < 1 ardnyu kicsinyités. Tehét ha
h;(K)NbdK # @, akkor az y; pont megvilagitja x-et. Mivel

bd K = int U(f,(K) N bd K)

i=1

igy K hatdranak megvildgitasahoz legfeljebb m pont sziikséges: ¢’(K) < m = b(K). Ezzel
a (2)-es allits is bizonyitast nyert. O

4.2. Tétel. Bdarmely K C E™ konvex testre a kovetkezd teljesiil:

b(K) = b'(K) = c(K) = ¢'(K)

v

Bizonyitas. Az el6z6 tétel értelmében elég megmutatni, hogy b(K) < c(K).
- -
Legyen ¢(K) = m, azaz léteznek olyan [y, --- , [, vektorok, melyek megvilagitjdk K ha-
ﬁ
tarat. Jeloljiik A;-vel az [; éltal megvildgitott hatarpontjait K-nak. Mivel barmely kon-
vex testnek egy hatarpontjdban létezik tamaszhipersikja, igy a A; halmazok nyiltak lesz-
nek K hatdrdn. Tovéabbd mivel az adott irdnyd vektorok megvilagitjdk K hatérat, igy
AU---UA, =bd K.
Megmutatjuk, hogy léteznek Vi,---,V,, € bd K nyilt halmazok, melyek teljesitik a ko-
vetkezd két feltételt:
Viu...uV, =bdK

clVicAy,...,clV,, C A,

A bizonyitdshoz az elemek szdma (k) szerinti teljes indukciét haszndlunk. A k = 1 eset
trividlis. Tegyiik fel, hogy k-ndl kisebb értékekre teljesiil az allitds. Konstrudljuk meg a
V, halmazt!

Tekintsiik a kovetkezdket:

Fr=bdK\(V;U...UV,_iUA U---UA,)

H, =bdK \ Ay

Ekkor az Fy, Hy zart halmazok diszjunktak. Legyen /; = min ||x —y||, ahol x € F},y € H,.
Legyen € < hy és F, olyan nyilt halmaz, amit F;-bdl kapunk kicsinyit€ssel, hogy a két
halmaz hatédranak tavolsiga €. Ekkor a Vi = F;N bd K halmaz nyilt €&s megvan a kivént tu-
lajdonsaga: cl V, € Ay, hiszencl ViNn H, =@, és ViU --- UV, UA 1 U---UA, =bd K.
Ezzel bizonyitottuk az 4llitast.

Jeloljik fi(x)-szel az 7,) altal megvilagitott x € bd K, és [;(x) € bd K pontok tdvolsagat,
ahol m vektor parhuzamos Ti)—vel. Az fi(x) mennyiség A;-n pozitiv értékeket vesz fel.
Mivel cl V; € A; kompakt, és f;(x) folytonos A;-n, ezért f;(x)-nek 1étezik minimuma

cl Vi-n, legyen m; > 0 kisebb ennél a minimumndl. Tekintsiik a 7; eltoléstT; irdnyaban m;
tdvolsaggal. Ekkor m;(cl V;) C int K, hiszen tetszbleges x € cl V;-re az x és [;(x) pontok
tdvolsdga nagyobb m;-nél, igy cl V; C 771 (int K) is teljesiil.

Vilasszunk K belsejébdl egy tetszdleges yy pontot. Az m; szadm tetszSlegesen kicsinek
vélaszthat6, igy megvalésithatd, hogy y, € 77! (int K) teljesiiljon minden 1 < i < m-re.
Mivel ¢l V; U {y,} C #;'(int K) =int 7r;'(K), ezért létezik egy k; < 1 ardnyd g; homotécia,
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hogy ¢l V; U {yo} C gi(7;'(K)).

Igy gion; ! egy k; < 1 kicsinyitési tényezGjli homotécia, azaz K; = g;(n;'(K)) homoteti-
kus kicsinyitett mdsa K-nak, tehat ha igazoljuk, hogy K c K; U --- U K,,, akkor készen
vagyunk.

Vilasszunk egy tetszdleges z € K ponthoz egy x € bd K pontot ugy, hogy z az xy, szakasz
bels6é pontja legyen. Legyen V; olyan, amire x € V| teljesiil. Mivel az y, és x pontok
a K, = g,(m;'(K)) konvex testben vannak, igy az yox szakasz K; belsejében halad, azaz

z € K. Kapjuk, hogy tetszdleges z € K pontra z € K; teljesiil valamely i € {1,...,m}
index esetén. Tehat b(K) < m = c(K). O

Ezzel bebizonyitottuk, hogy konvex testekre a két érték megegyezik. Azonban ha elhagy-
jJuk a korldtossagi feltételt, akkor érvényét veszti a tétel. Példaul ha tekintiink egy sikbeli
parabolat, akkor azt meg tudjuk vildgitani egyetlen egy irdnnyal, viszont egy homotetikus
kicsinyitett példanya nem elég a lefedéséhez.

5. A szeparacios probléma

5.1. Polaritas

A szepardcids probléma targyaldsa el6tt sziikségiink van néhédny alapvetd definiciora, il-
letve allitasra. Ezek a konvex geometridban haszndlatos polaritdsrol szélnak, melyek
részletes targyaldsat az olvasé megtaldlja példaul Szabd Laszl6 [5] jegyzetének 40-43.
oldalan. Mi csak a késGbbiekben sziikséges allitdsokat targyalunk.

5.1. Definicié. Legyen K C E™ nem iires halmaz, ekkor a
K ={xeE"|{x,y)<1,¥ye K}
halmazt K poldrisdnak nevezziik.
Most nézziink meg néhany egyszer(ibb allitist:
5.2. Allitas. Legyen K1, - - - , K, nem iires halmazok. Ekkor

0

i=1

Bizonyitas. A definiciébdl:

[OKI-}* ={xeE"[{x,y) < 1,Vye OK"} =

i=1 i=1

k

MxeB ny) < Lyye k)= &
i=1

i=1
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5.3. Allitas. Legyen K C E"™ konvex, zdrt halmaz, ami belsejében tartalmazza az origot.
Ekkor K™ = K.

Bizonyitas. Ha x € K tetszlleges és y € K*, akkor (x,y) < 1 definici6 szerint teljesiil.
x € K** hiszen teljesiti a K* polarisdnak definiciéjat. Kapjuk, hogy K € K**.

Most tegyiik fel, hogy xo ¢ K. Ekkor létezik olyan H = {z € E" | (z,u) = 1} hipersik,
ami szigordan elvdlasztja xo-t K-t6l. Mivel K tartalmazza az origét, igy (x, u) < 1 minden
x € K-ra, ami azt jelenti, hogy u € K*. Mivel xy a masik felén van a hipersiknak, igy
(x0,uy > 1. EbbdI és abbdl, hogy u € K* kovetkezik, hogy xo ¢ K**. Tehat ha x, € K**,
akkor xy € K is teljesiil, azaz K™ C K. m|

A polaritdsnak van egy érdekes tulajdonsdga: megforditja a tartalmazdsi relaciot.
5.4. Allitas. Legyenek K, K> C E™ halmazok, melyekre K, C K, teljesiil. Ekkor K5 C Kj.
Bizonyitas. K, = K| U (K; \ K;). Alkalmazzuk erre az 5.2-es allitast:

K; = (Ki UK\ K)) = Kin (K, \ K))" C K}

5.5. Definicié. Egy K C E" konvex test egy F C K részhalmazdt K lapjdanak nevezziik, ha
létezik olyan H tamaszhipersikja K-nak, amire F = H N K.

v

A kovetkezd tétel alapvetd fontossagu lesz a szeparacids probléma targyaldsanal:

5.6. Tétel. Legyen K C E™ konvex test, ami belsejében tartalmazza az origot. K minden
F lapjdhoz rendeljiik hozzd az

F*={xeE"|{x,y) =1,¥y e F}

halmazt. Ekkor F* a K* egy lapja. Az F — F* a tartalmazdsi reldciot megfordito kolcso-
nosen egyértelmii leképezés K és K* lapjai kozott.

Bizonyitas. Legyen F K egy lapja, H = {x € E" | {x, up) = 1} tdmaszhipersikja K-nak:
HNK=Fé& K C{ycE"|{y,uyp) <1}. Mivel {(x,up) = 1, x € F estén, igy uy € F*. V4-
lasszunk egy x, pontot F belsejébdl. Ekkor a H” = {x € E™ | (x, xo) = 1} tdmaszhipersikja
K*-nak, igy F' = H' N K* lapja K*-nak. Bizonyitand6 az F* = F’ egyenldség:

Az F* C F’ tartalmazas trividlisan teljesiil. Legyen most yy ¢ F*. Vdlasszunk x; € F-et,
hogy (yo, x1) < 1 teljesiiljon. Mivel x, belsé pontja F-nek, ezért lesz olyan x, € F pont,
hogy xp = (1 — A)x; + Ax,, ahol 0 < A < 1. Mivel yg € K*, igy (yo, x2) < 1, ebbdl pedig
0o, X0) = (1 = D)o, x1) + A0, X2) < (1 =)+ A =1,azazy, ¢ H',igy yo ¢ F’ is fenndll.
A leképezés kolcsonosen egyértelmiiségének igazoldsdhoz elég belétni, hogy K tetszdle-
ges F lapjara F** = F;illetve (F*)~' = F, de ez ekvivalens az el6zbvel.

Definici6 szerint: F*™ = {y € K™ | (x,y) = 1,x € F*} az 5.3-as dllit4s szerint K™ = K,
ezérthay € F és x € F*, akkor y € K™ és (x,y) = 1, hiszen x, y teljesiti F* definicidjat.
Tehaty € F esetén y € F* teljesiil, azaz F C F*".

Legyen most z € K \ F. Tudjuk, hogy uy € F*és K C {y € E* | {(y,up) < 1}. Mivel z
nincs rajta H tdmaszhipersikjan, igy (z, up) < 1, ebbdl pedig z ¢ F** kovetkezik. Tehat az
F* € F relécid is bizonyitva van.

A leképezés tartmazasi relaciot megfordito tulajdonsaga az 5.4-es dllitasbol kovetkezik. O
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5.2. A szeparacios Tétel

Bezdek Karoly 1991-ben kozolt [1] cikkében egy tjabb ekvivalens megfogalmazast ad a
az adott testet egy kiils6 Q pont megvilagit, akkor 1étezik olyan hipersik, ami szigorian
elvdlasztja az origdt a poldris test F* lapjatdl, ahol F* a Q pont ltal megvilagitott pontot
tartalmaz6 legkisebb dimenziods lapjanak polérisa. Precizebben a tétel:

5.7. Tétel. Legyen K C E™ konvex test, ami belsejében tartalmazza az origot. Legyen p
egy tetszoleges hatdrpontja K-nak. Jeloljiik F -val a legkisebb dimenzios lapjdt K-nak,
ami p-t tartalmazza. Ekkor egy g € E" \ K pont megvildgitja p-t akkkor és csak akkor, ha
aH, ={xe€E"| (0x,0q) = 1} hipersik szigoriian elvdlasztia az origdt a K* poldris test
Fi = {x € K* | (0%, 09) = 1,Vy € Fg} lapjdtdl.

Bizonyitas. Legyen p egy tetszSleges hatarpontja K-nak. Vezessiik be a kovetkezd jelo-
1éseket:

Cr = ({H" féltér | a H tdmaszhipersik altal meghatdrozott két féltér koziil az, amelyik
K-t tartalmazza, F C H}

6p:;7(>)+Cp,ah01p€F

Cr={xeE"| (0_))), E%) <0, aholy € Cr} Ez a halmaz azon pontokbdl all, amelyekhez
hizott helyvektorok a Cr halmaz pontjaihoz hizott helyvektoraival legaldbb deréksziget
zéarnak be.

Ha F K egy lapja, akkor a lenti definici6 a fentivel ekvivalens (14sd 3. 4bra):
Cr={xeE"| ox = A- 0y olyan A > 0-ra, hogy (0y, 0z) < 1 minden z € K esetén, és az
F lap tetszdleges z, pontjdra (0y, 0zo) = 1 teljesiil}. Ebbdl a definiciébdl latszik, hogy Cr
megegyezik F* konvex kipburkdval.

Legyen Fg alegkisebb dimenzids lapja K-nak, ami tartalmazza p-t. A g € E" \ K megvi-
lagitja a p pontot akkor és csak akkor, ha a p kezdépontd gp irdnyd 7 vektor benne van a
C, halmazban, ami viszont benne van a Cr,-ban. Az 7 vektor pedig akkor és csak akkor
van benne a Cp, halmazban, ha a —7 vektor a ack halmaz minden vektordval legaldbb
derékszoget zdr be (lasd 3. dbra), tehdt a Cj, halmaz vektoraival legfeljebb 90°-ot zar be:
(0, pg) > O teljesiil minden y € Cr, esetén. Tehdt a g pont megvilagitja a p hatarpontot
akkor és csak akkor, ha (09, pg) > 0 minden olyan y-ra, ami F % konvex kipburkaban van.
F% konvex kupburkdra akkor €s csak akkor teljesiil ez a feltétel, ha a belsejére is, tehat
Vy € Fi-ra {0y, pg) > 0.

(09, 0_>q> > (0y,0p) teljesiil minden y € Fj-ra, hiszen az oy-ra vett merdleges vetiilete
og-nak nagyobb, mint op-jé; illetve (0y,0p) = 1 a poldris definiciGja szerint. Tehét az
(0_))1, 0_31) skaldris szorzat y € F-re nagyobb egynél, a H, = {y € E" | (0_))1, 0_31) = 1} hiper-
sikra pontosan 1. Tehét a g pont akkor €s csak akkor vilagitja meg p-t, ha a H, hipersik
szigoruan elvalasztja az F}, lapot az orig6tol. O

A fenti tétel értelmében n-dimenzids politépokra a Gohberg-Markus-Hadwiger sejtés
megfogalmazhat6 a poldritds felhaszndldsdval is. Szepardcids sejtés: Legyen P egy n-
dimenzids politép, ami belsebén tartalmazza az o origét. Ekkor P minden lapja szigérian
elszeparalhat6 o-t6l legfeljebb 2" hipersik segitségével. Jelolje s(P, 0) azt a legkisebb sza-
mot, amire s(P, o) darab hipersik szigortian elszepardlja o-t P minden hiperlapjatol. A
szeparacios tételbdl kovetkezik, hogy P polérisat meg lehet vildgitani s(P, o) irdnnyal.
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3. abra.

Bezdek Kéroly [1] cikke nyoman a kdzelmultban szamos Uj eredmény sziiletett a témaban.
Ezek koziil az egyik legfontosabb a Bisztriczkyvel irt kozos [2] cikke. Ebben megmutat-
tdk, hogy a Szeparécids sejtés igaz ciklikus politépokra, ami azért is nagyon érdekes, mert
a ciklikus politépoknak adott csicsszam mellett maximalis szdmu hiperlapja van.
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