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El6szd6

A filmiparban napjainkban gyakori, hogy az élGszereplés f6hésok helyett
szamitogépes figurakkal talaljuk szembe magunkat. Ezeket a szereplSket
szamitogépes modellezd programokkal "keltik életre". Munkdmban ezeknek
a programoknak a matematikai hatterét szeretném bemutatni. Dolgozatom
harom f6 részbdl all.

Az els6 részben a sikon dolgozunk. Bevezetem a témaban fontos alapfo-
galmakat, mint példaul a Bézier-gorbe, vagy a Bernstein polinom definiciojat,
valamint ezeknek fontosabb tulajdonséigait ismertetem.

A masodik részben lépiink at a térre, és a sikon hasznalt fogalmakkal
fogunk tovabb dolgozni, csak itt mar olyan fontos dolgokkal is foglalkozunk,
hogy hogyan is illessziink 6ssze két adott feliilletdarabot.

A harmadik részben a Blender nevii modellezé programot szeretném
bemutatni, amelyet a filmiparban is hasznalnak latvanyos animaciok
készitésére. A dolgozatban talalhat6 képeket ezzel a programmal
szerkesztettem,  amelynek hasznélatat az interneten, hivatalos oldalukon
talalhato leirasokbol tanultam meg: http://www.blender.org

Dolgozatom irasa soran két fontos konyvet hasznaltam fel. Az egyik a
Kurusa Arpad - Szemd&k Arpad altal irt A Szdmitdgépes Abrazols Ge-
ometria Alapjai, Polygon kiadd, Szeged, 1999, a masik pedig Gerald
Farin-tol a CURVES and Surfaces for CAGD A Practical Guide, Arizona
State University, Fifth Edition. A dolgozatomban talalhato allitasok és az
els6 két fejezetben talalhato képek megtalalhatoak az emlitett irodalmakban.

Szeged, 2011. majus 2

Baldzs Tamdads



1. De Casteljau algoritmus, Bézier-gorbék
Bernstein alakja

1.1 Affin leképezések, linearis interpolacié

A CAD rendszerek leginkabb affin leképezéseket hasznalnak objektumok el-
helyezésére.

1.1. Definicié. Legyen x egy adott koordinatarendszer egy pontja. A &
leképezést affin leképezésnek nevezziik, ha

(1.1) dx = Ax +v;

ahol A egy 3x3-as matrix, v pedig egy R3-as vektor.

Tehat, ha

(1.2) X = iaiai; iai =1; x,a; € E
i=1 i=1

és @ egy affin leképezés, akkor
(1.3) dbx = Z%“I’ai; ox, ba; ¢ E
i=1

Legyen a, b két kiilonboz6 pont E3-ban. Azoknak a pontoknak a hal-
mazat, amelyekre teljesiil az

(1.4) x =x(t) = (1 — t)a+ tb;

egyenlGség, az a, b-n atmend egyenesnek nevezziik. Ha egy egyenesen 3 vagy
tobb pont van, akkor azt mondjuk, hogy a pontok kollinearisak.

t=0-ra az egyenes az a ponton fog Aatmenni, mig t=1-re a b-n.
0 <t <1-reazaésb pontok kézott levé pontokon fog dthaladni.
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1.2. Definicié. A linearis interpolacié a valos egyenes affin leképezése az a,
és b pontokon atmend egyenesre.

1.2 Beézier gorbe definialasa

1.1. abra. A parabola 3-érintd tétele.

A parabola 3-érintG tétele kimondja, ha egy parabola két érintGje egy
pontban metszik egymast, és ha ezt a két szakaszt azonos aranyban felosztjuk,
majd a kapott pontok &altal meghatirozott egyenest ugyanolyan aranyban
felosztjuk, akkor a kapott pont rajta lesz a paraboléan.

A tételt olvashatjuk visszafele is. Ekkor ha van két szakasz, amelyek
egy pontban metszik egymast 1Ugy, hogy a metszéspont az egyik
szakasz végpontja, és a méasik szakasz kezd&pontja, majd ezeket azonos
aranyban osztO két pontot Osszekotjiik, és az igy nyert tjabb szakaszt
ugyanolyan aranyban ismét felosztjuk, akkor az osztépont egy parabolan
van, mely atmegy a két kezdeti szakasz kiilonb6z6 végpontjain is. VélhetSleg
ez a tétel adta az alapdtletet a Bézier-gorbecsalad felfedezéséhez.

1.3. Definicié. Adottak po,pi,...,p» pontok a sikon. Minden ¢ € [0,1] szamra
legyen pd(t)=po, PY(t)=pP1, -, P (t)=Pn, tovabba minden j € {1,2,...,n},
i€ {0,1,...,n-j} és t € |0,1] esetén legyen

(1.5) p;(t) = (1 —t)p] " +tpl (t);

Ekkor az a gorbe, melyet a p{(t) pont leir, ahogy ¢ végigfut a [0,1] in-
tervallumon, a po,p1,...,P» kontrollpontokhoz tartozd Bézier-gorbe, melyet
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1.2. abra. Ismételt linedris interpoldcidval eqy gorbe eldallitdsa.

ezutan B(t)-vel jelolink. A kontrollpontok altal meghatarozott sokszoget
kontrollpoligonnak, az n szdmot a gorbe rangjanak nevezziik.

1.4. Definicié. Azt az eljarast, amikor a Bézier-gorbét ugy kapjuk meg a
kontrollpoligonbdl, hogy az oldalait felosztjuk ¢/(1-t) aranyban, és az igy
kapott eggyel kisebb oldalszami poligont is ugyanigy felosztjuk, majd ezt
n-szer megismételjiik de Casteljau-eljarisnak nevezziik.

1.3 Bézier gorbék néhany alaptulajdonsaga

A de Casteljau algoritmussal a Bézier-gorbék néhény fontos tulajdonsagara
tudunk kovetkeztetni.

Affin invariancia:

A Bézier-gorbék egy fontos tulajdonsidga, hogy invaridansak az affin
leképzésre, ami azt jelenti, hogy a kovetkezs két eljarassal ugyanarra az ered-
ményre jutunk: (1) el@szor szamitsuk ki a p"(¢)-t, majd alkalmazzuk ra
az affin leképezést; (2) el6szor hajtsuk végre az affin leképezést a
kontrollpoligonra, majd szamitsuk ki a poligont a ¢ paraméter segitségével.
Természetesen az affin invariancia a de Casteljau algoritmus kévetkezménye:
az algoritmus linearis interpoléciok sorozatabol all, amelyek kiilon-kiilon, és
igy egyiitt is affin invaridnsak. Viszont a Bézier-gérbék nem invaridnsak a
projekciora.



1.4. Bernstein polinomok )

Affin paraméter transzformaciéra val6 invariancia:

Gyakran gondoljak azt, hogy a Bézier-gérbe csak a |0,1] intervallumon
van értelmezve. Ez azért van, mert kényelmes, és nem azért, mert alapvetd.

Példaul legyen definidlva a gorbénk a valds egyenes a < u < b interval-
luman, ekkor t=(u-a)/(b-a), és a de Casteljau algoritmus a kovetkezSképpen
fog kinézni:

(16) w0 = (o ot + (50 ) el

A |0,1] intervallumrol az [a,b] intervallumra val6 transzformécio egy af-

fin leképezés, ezért mondhatjuk, hogy a Bézier-gérbék invaridnsak az affin
paraméter transzformaciora.

Konvex burok tulajdonsag;:

t € |0,1]-re, p™(t) a kontrollpoligon konvex burkdban helyezkedik el. Ez
azért van, mert minden kozbeess p; kontrollpontot megkapunk az el6z6 p}f_l
kontrollpontok baricentrikus kombinaciojabol, és a de Casteljau algoritmus-
sal sosem keriiliink ki a konvex burokbol.

Egy nagyon fontos felhasznélasa példaul amikor azt szeretnénk el-
lenérizni, hogy 2 gorbe vajon metszi-e egymést. Ekkor ahelyett, hogy kiszé-
molnank a lehetséges metszéspontokat, megrajzoljuk mindkét gorbe
kontrollpoligonjahoz a lehetséges legkisebb négyszoget ami tartalmazza Gket
(ezeket angolul minmaz bor-oknak hivjuk). Ha ezeknek nincs metszetiik,
akkor a konvex burok tulajdonsiga miatt a kéz gérbe biztosan nem metszi
egymast. Ha igen, akkor tovabbi szamitasokra van sziikség.

1.4 Bernstein polinomok

A késGbbiekben szeretnénk a Bézier-gorbéket a Bernstein polinomokkal
definidlni.

1.5. Definicid.

(1) 50 = (7)o

]

Az egyik legfontosabb tulajdonsaguk, hogy kifejezhetGk a kovetkezs
rekurzioval:

(1.8) B'(t) = (1—t)B"'(t) + tB;'(t), ahol

)
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By(t)=1, ¢é B/(t)=0 minden j<0 wvagy n<j —re

(2

Bizonyitas.

" ; 1) ti(1— )"+ (?:11) t(1— )"
= (1—t)BH(t) + tB5 (1)

Masik fontos tulajdonsédguk a Bernstein polinomoknak, hogy a [0,1] egy
egységbontisat adjak, tehat

(19 > B - 1

Ez az allitds a binomidlis tételbdl kovetkezik:

n . n i n—j - n
(1.10) 1=[t+(1—1)] :Z(_)tm—t) 7= Bt
i=0 \J =0
Most méar belathatjuk, hogy a Bézier-gorbék és a Bernstein polinomok

kozott milyen Gsszefiiggés is van.

1.6. Tétel. A po,...,pn kontrollpontokkal generdlt Bézier-gorbe de Casteljau

pontjaira

(1.11) pi(t) =) pisBi(t)  (0<j<n)
k=0

Bizonyitas.

p/™ = (1—t)p] + tpl, t

=(1-1) ZkaBg(t) + (1) Zpi+1+kBg(t)



1.5. Bézier-gorbe derivdltja 7
J _ Jj+1 _
= (1= )Y pusBU(t) + (1) Y pisa B, (1)
k=0 k=1
. j . . .
= pi(1 = B0 + Y pork (1 = OB + 1B, (1)) + tpiss 1 B
k=1

J+1

= Z Pi+kBZ(t)
k=0

1.7. Megjegyzés. A bizonyitasban felhasznaltuk az alabbi 2 egyenlGséget:

(1.12) (1—t)Bl(t) + tB]_,(t) = BI*'(t)

(1—1) (é) (1=t + t(k: i 1) (1 — )R = ((2) - (k *7_ 1)):&’“(1 — )ikt

_ (] —l: 1) tk(l _ t)j—k—i—l

= B{"'t
Az el6z6 tételbdl pedig kovetkezik, hogy

(1.13) B(t) = p5() = Y peBi(1)

1.5 Bézier-gorbe derivaltja

Ahhoz hogy megadjuk a Bézier-gorbék r-edik derivaltjat, bevezetjik a
kovetkezd operatort:

1.8. Definicié. A po,...,p, kontrollpontok r-differencidi a

(1.14) A°p; = pi, A'pi=A""pi — A p;

rekurzioval definidlt A"p; vektorok.

Teljes indukciéval kénnyen bizonyithato, hogy

r

(1.15) A'pi=) (r) (1) Pis;

=0
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1.9. Tétel. A Bézier-gorbe r-edik derivdltja is Bézier-gorbe, melynek a
kontrollpontjai a AN"p; pontok, vagyis

d'B nl e
1.1 B (t) = t) = N'p; B ().
(1.16) (1) dtr() (n_r)!; pi B (1)

Bizonyitas. Elég az allitast az r = 1 esetre bizonyitani, mivel a magasabb
derivaltakra is csak az egyszeres derivalast kell tobbszor végrehajtani.

n

dB!(7)
B'(t) = ——
(1) ;p o
n—1

= —npo By~ (1) + 1 Y pi( BT () = BIT()) +npa B (1)
=1
n—1

=n Z Ap;BIH(1),

i=0
és felhasznaltuk, hogy

dB'(t
PO st - B (1)

1.10. Kovetkezmény. A Bézier-giorbe végpontjaiban a derivdltak csak a vég-
pontokhoz sorszamban kozeli kontrollpontoktol fiiggenek

(1.17) B™(0) = e T)!Arpo, BM(1) = C _'r)!an_r.

A Bézier-gorbe r-edik derivaltja kifejezhets a de Casteljau pontokkal is,
felhasznalva a (1.15)-es egyenlGséget:

> aps () = 3 (3 (7)) 5
= Z:; (;) (1)~ gprZ“’"(t) - Z:; C) (—1)" Pl (t) = Apo(2).

Ezt pedig csak be kell helyettesiteni az el6z6 tétel eredményébe.
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1.3. abra. t=0 pontban az elsé és mdsodik derivdlt.

1.6 Osszetett Bézier-gorbék

Ha bizonyos pontokon keresztiilmens Bézier-gorbét akarunk szerkeszteni,
akkor az csak rengeteg szamitassal oldahaté meg, mig az Osszetett Bézier-
gorbék esetében joval kevesebb szamolés is elegendé.

1.11. Definicié. Az U=|ug,u,| zart intervallumon paraméterezett S gérbe
osszetett Bézier-gorbe, ha létezik az U intervallumnak olyan ug<<u <...<wu,_1<u,
felbontasa, hogy S minden U,=|u;, w;+1| intervallumon Bézier-gérbe, az
S:(t)= S(#(uijr1-u;)+u;) paraméterezéssel. Az wu; értékeket toréspontoknak
nevezziik, az S; gorbét Bézier-gorbének, az S(w;) = S;(0) = S;_1(1) pontokat
pedig csomépontoknak nevezziik.

A tovabbiakban olyan Gsszetett Bézier-gorbékkel dolgozunk, amelyek har-
madrendid goérbékbdl fognak Aallni. Ezeket kobos Bézier-gorbéknek, vagy
szplajnoknak nevezziik.

Ahhoz, hogy a gorbéinket Osszeillessziik sziikségilink van a simasaguk vizs-
galatara. Legyen adott egy szpldjn, amelyet két harmadrendi gorbe alkot.
Ezeknek a gorbéknek a kontrollpontjai legyenek a py,...,ps és ps,...,Ps pon-
tok, valamint a két gorbét jeldlje x_és x,. Mivel mindkettének ps kozos
pontja, ezért a gorbe folytonos lesz, vagyis CY gorbe.

Viszont ha azt szeretnénk, hogy a simasaguk megegyezzen, akkor tébbet
kell feltenni. (1.10)-es kovetkezménybdl adodik, hogy a pa,ps,ps pontoknak
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egy egyenesre kell esniiik. FEzzel a feltétellel garantaljuk, hogy ps cstcsnél
az érinté megegyezik mindkét gorbénél. Az ilyen gorbéket G' gorbéknek
nevezziik.

Ennél erGsebb feltétel, ha azt is megkdveteljiik, hogy a két gorbe
folytonosan differencialhato, vagyis C! gorbe legyen. Tegyiik fel, hogy x_ az
|a,b] intervallumon, mig . a |b,c| intervallumon van definidlva. Derivéaljuk a
két szegmenst b paraméter szerint, ekkor a kovetkezGt kapjuk:

bf [P3—p2] ib[

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a ps2,ps,p4s pontok aranyinak meg kell

(1.18) P4 — P

egyeznie az a, b, ¢ paraméterek aranyaval.Fz a feltétel sokkal erGsebb, mint
amit a G' gorbéknél tettiink fel.

A kovetkezG6 tétel biztosit minket, hogy tetszéleges pontokhoz
megszerkeszthetd egyértelmd modon egy egyszeresen differencialhato kobos
Osszetett gorbe.

1.12. Tétel. Tetszdlegesen adott po,p1,...,Pn pontokhoz, ug<uj <...<u, toréspon-
tokhoz és tg,...,t, vektorokhoz pontosan egy olyan S kibos dsszetett Bézier-
gorbe létezik, amely folytonosan differencidlhatd, és amelyre S(u;)=p; és

S’(u;)=t;, ahol i€ {0,1,...,n}.

1.7 Rang emelés

Célunk, hogy egy 1j csiics beszurasaval a gorbénk alakja ne véltozzon, tehat
keressiik azt a po,P1,-...,Pn,Pnt1 kontrollpoligont, amely azt a gorbét allitja
el6, mint a py,...,p, kontrollpoligon.

Allitsuk el az x(t) gorbét a kovetkezé modon: x(&)=(1-t)x(¢)+tx(t), és

—i i+1
BMY(t), tB'(t) = ——B"!
(1), tBr(t) = —— B,

(1.19) (1—1)B"(t) = T

(t)

egyenl6ségekbdl kovetkezik, hogy

n+1-— n 1+ 1 Br
120 x=y B+ﬂ+§jn+1zzﬁl
i=0

Az els6 szummanak a fels limitjét névelhetjiik n+1-re, mert az értéke 0
lesz, igy az Gsszegen nem valtoztatunk, ugyanigy a masodik szummanal se
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fog valtozni az 6sszeg, ha noveljitk n+1-ig, és eltoljuk eggyel az i értékét. Igy
a kovetkez6t kapjuk:

n+1 n+1

n+1-—1 1+ 1
1.21 t) = - =  p,B"! . Bt
(20 X0 = ) R e e

Adjuk Gssze a két Osszeget, és megkapjuk az n+1 csicsia kontrollpoligon
csicsait:

(1.22) P = %Hpi,ﬁ(l—n#“)pi; i=0, . .nn+1
igy az 0j p; csucsok a régi csiicsok linearis kombinaciojaként allnak elG.
Ezt az eljarast ismételgethetjiik és igy kontrollpoligonoknak egy sorozatat

kapjuk. Nem nehéz megmutatni, hogy ez a sorozat egyenletesen fog tartani

a Bézier-gorbéhez. Fontos kovetkezmény, ha az jjonnan kapott gorbének és

az eredeti gorbének megvéltoztatjuk egy kontrollpontjat, akkor az Gjonnan

kapott gorbének egy kisebb részére lesz ez hatéssal, ami a lokalitési tulaj-
donsagnak koszonhetd.



2. Bézier-négyszogfeliiletek

2.1 Bilinearis interpolacié

Ahogyan a linearis interpolacié a Bézier-gérbék alapjaul szolgélt, ugyantugy
szolgal alapjaul a Bézier-négyszogfeliileteknek a bilinearis interpolacié, amely
4 ponton szolgaltatja a "legegyszeriibb" feliiletet.

2.1. Definicié. Legyen poo,Poi,Pio,P11 € E3. A tér azon x pontjai, melyre

11
(2.1) x(u,v) = > Y pi; B (u)B} (v),

i=0 j=0
a Poo,Po1,P10,P11  pontok bilinedris interpoldltjanak nevezziik, a négy
pontra vett bilinearis interpoldlt a négy ponton keresztiilhaladd hiperbolikus

paraboloidot hatarozza meg.

Miétrix alakja a kovetkezd:

=00 (0 2 ()

A bilinearis interpolacié tekinthets gy, mint az egységnézet 0 < u, v <1
leképezése a térbe. Az egységnézet az interpolacié értelmezési tartomanya,
mig az x feliilet az értékkészlete. Azok az egyenesek, amelyek parhuzamosak
az értelmezési tartomany valamelyik oldalaval, azok az értékkészletben
egy gorbének fognak megfelelni, ezeket izoparametrikus gorbéknek nevezziik.
Minden izoparametrikus gorbe a hiperbolikus paraboloidon egy egyenes.

Ahelyett, hogy kiszdmolnank a bilinearis interpolaciot direktben, hasznal-
hatjuk a kovetkez6 kétlépesGs eljarast:

szamoljuk ki a kézbeesG pontokat:

(22) pg(l) = (1 - U)pOO + vV
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2.1. abra. Bilinedris interpoldcid.

(2'3) pcl](l) = (1 - ’U)P10 + vV
és végiil kiszamoljuk
x(u, v) = Pgy = (1 — v)Pgo + vV1g

Tehat el6szor kiszamoljuk az egyiitthatokat a v irdnyaba, majd pedig u
iranyaba is.(Ha megforditjuk, és el6szor u, majd pedig v irdnyaban szamol-
nank ki, az eredményiink nem valtozik)

2.2 A direkt de Casteljau algoritmus

Feliileteket az ismételt bilinearis interpolacié alkalmazaséval fogjuk kisza-
molni. Tegytik fel, hogy adva van egy téglalap matrixa a p;; 0<7,7<n pontok,
és u, v paraméterértékek. A kovetkezs algoritmus egy pontot fog generalni
egy feliileten:

2.2. Definici6. Legyen adott {p;;}7;_ és u,v € R?, a kivetkezd algoritmus
egy pontot fog generdlni a feliileten:

prfl,rfl prfl,rfl 1 v

rro__ 4,7 i,5+1 -

pij - (1 —u U) ( 7’11,7'71 rjl,r1> < )
i+1,j Pit1,j+1 v

ahol r=0,...,n, i,7—0,...n-r, p?”](-):piyj. A pgy (u,0) a p™" Bézier feliileten egy
pont u,v paraméterekkel. A p;; halot Bézier-halonak hivjuk.
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|
:-i

.,

2.2. abra. Direkt de-Casteljau algoritmus egy feliileten.

Definialjuk a feliiletiinket a kévetkezd modon:

(2.4) p"t = Z meB{”(u)B;‘(v).

i=0 j=0

Az ilyen modon megadott feliiletet Bézier-négyszogfeliiletnek nevezziik. Az
el6z6 egyenlGséget felirthatjuk matrix alakba is:

Poo - Pon B (v)
Pun(u,v) = (B'(u) ... BM(u))
pm,O pm,n Bg(“)
Vizsgéljuk meg pontosabban az egyenlGséget. Ha u—0, akkor

B (v)
Pmn(0,v) = (Poo Poi - Pon)

B;(v)
tehat megkapjuk a feliilet egyik oldaldt. Ha rogzitjik u-t ug pontban,
akkor az ug izoparametrikus gorbét kapjuk meg v fliggvénye szerint:
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Poo -+ Pon B (v)
pm,n(uvv) = (thb(u()) B[r?(uo))

Pmo - Pmn B (v)
Ha az utols6 két matrixot 6sszeszorozzuk, akkor egy n-ed foku Bézier-gérbét
kapunk, ahol az n+1 kontrollpontot a két matrix szorzata fogja generalni:

Poo - Pon Bg(v)
pn(v>:

Pmo - Pmn B! (v)
Ennek a gorbének a pontjai lesznek a tovabbiakban a kontrollpontok, és
hogy megkapjuk az uy paraméterhez tartozo feliiletet, megszorozzuk Gket az
up-hoz tartozé Bernstein polinomokkal:

2.3. abra. Egy feliilet megadhato eqy mozgds kozben deformdléds gorbével is.

Pun(uo, v) = (Bi*(w) - Bp(u)) Pu(v)
Ezzel belattuk, hogy az el6bb definidlt Bézier-négyszogfeliilet, és a de
Casteljau algoritmussal definialt feliilet megegyezik.
Tehat egy feliiletet értelmezhetiink tgy is, mint egy térben mozgo6 kétdi-
menzios gorbe produktumat, amely mikézben mozog, folyamatosan valtoz-
tatja az alakjat.
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Jogosan vetddik fel az a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha az u, és v
paraméterek foka nem egyezik meg. Vegyiik a kovetkez6 {p; ; }kontrollhalot,
ahol i=0,...,m és 7=0,...,n. A de-Casteljau algoritmust most is elvégezhetjiik,
csak bizonyos eseteket kell feltiintetni. A 2.4-es dbran lathatjuk, hogy az
algoritmus nem hajthatdé végig teljesen. A pi’f alak egy gorbe
kontrollpoligonja, ahol k=min(m,n), és végrehajtunk egy egy szabadsagfoku
de Casteljau algoritmust, hogy megkapjunk a feliileten egy pontot.

2.4. abra. Egy szabadsdgfoki de-Casteljau algoritmus (m,n)=(2,3) esetben.

Tulajdonsagai:

A de Casteljau algoritmus tulajdonagai miatt a Bézier-feliilet affin
invarians, a kontrollpontok konvex burkdban marad, ha 0 < w,v < 1. A
hatarolé gorbék polinomialis gorbék lesznek.

2.3 Rang emelés, derivaltak

Tegyiik fel, az (m, n)-ed foka Bézier-feliiletiinket m+1, n alakban szeretnénk

felirni. Ez megegyezik azzal, hogy talaljuk meg azt a pg}j’o) egyiitthatot,

amelyre :

n m+1

=S (>l B ) Br(o).

7=0 =0
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Ezt a problémat a gorbék esetében mar megoldottuk, igy

25 S = 7 1 7,73 .
(23) it = P (= Py {]ZO,...,n }

m+ 1

Tehat, ha az u irAnyba szeretnénk elvégezni a rangemelést, akkor nincs

més dolgunk, mint hogy a kontrollhalo 0Osszes sorat m-ed foku Bézier-

gorbének vessziik, és mindegyiken elvégezziik a rangemelést. A v irdanyba

valé rangemelés ugyanigy torténik. A lokalis tulajdonsag itt is ugyanolyan
fontos, mint a gérbék esetében.

Gorbéknél derivalaskor elegendé volt a kontrollpontokat derivalni, ha-
sonld a helyzet a feliileteknél is. A parcialis derivaltakat vessziik figyelembe
a% -t, vagya% -t. A parcialis derivalt nem méas, mint az izoparametrikus gérbe
érintGje. A gorbe u szerinti parcialis derivaltja:

n m—1

(2.6) gu " (u,v) = m Z <Z Al’opi,jBfrl(U))By(v)’

j=0 =0
az r-edik parcialis derivaltja pedig

r n

m,n m! r, m—r n
(27) 8u7“p ’ (U, 1)) = m (Z A OpZ]B ( )) BJ (’U), ahol
7=0 =0
(28) AT,Opi,j — AT_LOpi-&-Lj o AT_LOpi,j

(A v-re vett parcialis derivalt ugyanigy torténik.) Ezek utan a kevert parcialis
derivaltnak a kovetkezd lesz a formuléja:

m—r n—s

N’spi,jBim_r(U)Bf ~(v)

r+S

m,n(

(2.9) p""(u,v) =

Jurvs (m—r1r)l(n—s)!

Az Osszeillesztésnél fontosak lesznek a négy hatarologérbék derivaltjai, amit
az u=0 esetben igy kapunk:

ar T, ’T'L
(2.10) 5P g, ) e ZA Opy; Bl (v)

Tehat a hatargorbénk r-edik derivaltja csak az r+1-edik sor kontrollpontjaitol
fligg.
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2.5. abra. A hdrom pont dltal meghatdrozott paralelogramma.

A % parcialis derivaltnak kiilonleges szerepe van. Ez nem més, mint
egy (m-1,n-1)-ed fokti Bézier-feliilet, melynek az egyiitthatoi mnAblp; ;. Al-
talanossadgban elmondhato, hogy egy paralelogramma negyedik p;; csticsat
meghatarozzik a maradék p; j,Pit1,;,Pij+1 csicsok:

(2.11) Pij — Pit+1; = Pij+1 — Pijs

és, mivel

(2.12) AMPi; = (Pis1j+1 — Pit1y) — (Pij1 — Pij);
igy

(2.13) AV = Pir1j1 — Diy-

Tehat a 1AY'p;; méri a Bézier-halo négyszogeinek az elhajlasit
a paralelogrammatol. Egy érdekes osztalya a feliileteknek, amelyekre igaz,
hogy minden p; ;,pit1,j,Dij+1,Pi+1,j+1 1égyszog paralelogramma, mert abban

az esetben a -2 értéke nullava valik. Ezeket transzlacios feliileteknek nevez-

ou,v
ziik.

2.4 Osszetett Bézier-négyszogfeliilet, szplajnfeliilet

Szplajnfeliiletek

A szplajfeliiletek fontos szerepet jatszanak a modern feliilettervezésben.
Mivel a szplajnok nem masok, mint bikubikus elemi feliiletek Osszessége,
igy felvetddik a kérdés, hogyan taldlhato meg a Bézier-héloja minden egyes
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elemi feliiletnek? Hogy megoldjuk ezt a problémat, visszavezetjiik a kérdést
a gorbék esetéhez:

(2.14) x(u,v) = 3 B (u [pr ()

2.6. abra. Bikubikus szpldjnfelilet, amely Szj-es feliletdarabokbdl dll.

Ahogy lathatjuk minden i értékre kapunk egy szplajngorbét u paraméter-
rel. Ez 4talakithato Bézier formulava a kovetkez6 modon: értelmezziik
a  szplajnhaldt sorrdl-sorra, mint egyvaltozos szplajnpoligont, majd alakit-
suk at Gket szakaszonkénti Bézier-formuldva. Majd ugyanezt elvégezziik
a  szplajnhalojaval oszloprol-oszlopra, igy ez a végsG Bézier-poligon fogja
alkotni a szakaszos Bézier-halojat a feliiletnek.

A racionélis Bézier-feliiletet tigy definialjuk, mint egy 4 dimenziés Bézier-
négyszogfeliilet projekciojat.

Tehat a racionélis Bézier-feliilet formuléja:

25 205 Wi Piy B () Bf' (v)
ZiZj w;; B (u )B (v)
ahol a w;; értékek a pontokhoz tartozé silyokat jeloli (ezekrsl késGbb

részletesen fogok irni).
Simasag

(2.15) x(u,v) =
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- it
- T L

Bttt

et S T
e

2.7. abra.
Eldszér sorrol sorra, majd pedig oszloprol oszlopra szamoljuk ki a vdltozokat.

Legyen x(u,v), elemi feliilet definidlva az |u;_1,ur|x|vs,vs41], és y(u,v)
elemi feliilet a |ur,ur41|x[vs,vs41] halmazon. Csak akkor r differencialhatoak
a kozos hatarologorbe mentén x(ur,v)=y(us,y), ha minden u € u;:

o" a"
(2]‘6) aurx<u7 U) - auf,. y<u7 'U)

Legyen a bal oldali feliiletdarab kontrollhaloja {p;;};0 < i< m, 0 < j<mn,
mig a jobb oldali feliiletdarab kontrollhaloja {p;;}; m < i< 2m, 0 < j < n.
A Bézier-négyszogfeliiletek hatargérbéi menti derivaltakbol:

217) Ai_l)T;Mpm_r,jBﬂv) = () o A B w), atol

J=0

Ar=uryi-u;. Mivel B'(v) linearisan fiiggetlenek, ezért elég csak dsszeha-
sonlitani a kdvetkezd egyenlGséget:

(2.18) ( AL)T zn; A S (A%) Xn; APy ;.
pm

j=

Ezzel megkaptuk az Osszetett Bézier-feliiletekre a C" feltételt:

2.3. Tétel. Két elemi Bézier-feliilet akkor és csak akkor illeszkedik r-szer
differencidlhato modon, ha a Bézier-hdlo minden sora olyan kontrollpoligont
alkot, amely r-szer differencidlhato osszetett Bézier gorbe.

C! esetre példaul nem elég, hogy pPim—1;,Pm.j,Pm+1, csak kollinearisak
legyenek, az is kell, hogy minden j-re az aranyuk megegyezzen.
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A kovetkezGkben azokat a feltételeket keressiik, amelyek ahhoz kellenek,
hogy két szomszédos Bézier-négyszogfeliilet G* folytonos legyen.

Tegyiik fel, hogy adott két szomszédos Bézier-négyszogfeliilet azonos n-ed
foku hatarmenti gorbével. Jeloljiik ezt a gorbét x(¢)-vel, ezt megkaphatjuk a
de Casteljau algoritmus segitségével. Az algoritmussal megkaphatjuk a gorbe
érintGjét, mint két pi!, ph ! kozbeess pontok kiilonbségeként. Jelsljiik a
p} ™! pontot qy-vel, a p5~! pontot pedig q,-vel.

Pi 93 = s

2.8. abra. Négyszogfeliiletekre a G folytonossdyg.

A feliiletnek egy a hatarmenti gorbéhez kozeli p(u) pontjanak az érintd
sikjat kifeszitik a hozza tartozo pgy ', P ', Ply ' Pi; - de Casteljau pontok.
Vegyiink ezen a sikon egy tetszdleges p pontot. Ekkor a p, qu, q: a p(u)
érintosikjat fogja kifesziteni. Ugyanezzel a gondolatmenettel megkaphatjuk
a masik feliileten talalhato pont érintéfeliiletét, amelyet az r, qp, q; pontok
feszitsenek ki.

Ekkor a két feliilet akkor lesz G* folytonos, ha a négy pont egy sikban van
minden ¢ értékre, vagyis ha pr-nek és qpqs-nek mindig van metszéspontja.
Ez azt jelenti, hogy léteznek olyan A(t) és u(t) figgvények, hogy mindet #-re

(2.19) (1= A@)p(1) + A(t)r(t) = (1 — p(8))an(?) + p(t)a:(?)

Emeljiik a hatarologorbe rangjat n-rél (n+1)-re. Az tjonnan kapott
kontrollpontok legyenek qq,...,q,+1. Tehat van n+1 p; kontrollpontunk, n+2
q; kontrollpontunk, valamint n+1 r; kontrollpontunk. Ezzel sikeriilt harom-
szogekre redukalni a problémat.

Tudjuk, hogy az els§ és utolsd6 haromszogparnak egy sikban kell lennie.
Ez azt jelenti, hogy létezik Ao, A1, po, p41, hogy
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L=At)= (1 =)Ao +th, 1—pu(t)=1—t)m+ tm,

ahol A = 1 — \. Irjuk fel a p(%), qu(?), q:(t) és r(t) explicit alakjat:

= Z p; B/
i=0

= Z q; B
=0

t) = Z qi+1B"
=0

A (2.19)-es egyenlGség ezutan a kovetkezGképp alakul

3

((1 — 1)Ao + tAy) ipiBi”(t) + <(1 — )Xo + t)\1> r; B]'(t)

=0 i=0

= ((1 — t)fo + ti) ZQiBin<t) + ((1 — 1) o + tMl) ZquBi"(t)

Csoportositas utan a kévetkezoét kapjuk:

+
+1-— +1
Z z <)\Opz + )\01'@>B + Z ! <)\1Pz + A1y )Berl(t)

AR n+1-—z1 1+ 1
= Z (Mo% + MquH)B + Z ol (Ml% + qul+1>Bz+1(t)

A B értéke nem fog véltozni, ha Bj -et frunk a helyére, viszont igy
osszevonhatjuk a valtozokat, és kapjuk:
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_ +1—i/-
<)\1Pz‘—1 + )\1I“i—1> + nro—t (Aopi + )\Ori>

n+1 n—+1

n+1—1

Thrl <M0%‘ +#0q@'+1>

1 ,
e <HJ101@—1 + Hl%) +

ezt atrendezve pedig végiil a kovetkezd eredményt kapjuk:

(2.20)

n+1 +1

23

_ i _
[[A1p171+)\11‘z‘71]+[/51Qi71+/i1q1']} = (1_n—) [[)\opi+)\ori]+[/IOQi‘i‘/quZ‘H]



3. Blender

Dolgozatom irésa sordn megismerkedtem a Blender programmal, hogy segit-
ségével tovabbi példakat konstrualjak. A Blender egy nyilt forraskodu,
haromdimenzioés grafikai program. Egyik nagy elénye, hogy szdmos operacios
rendszeren miikodtethetd.

Két alapveté mod talalhato benne. Az egyik az objektum mod, amelyben
az egyes objektumokat lehet egységként kezelni, a masik mod a szerkesztési
mod, amelyben az objektumokat lehet szerkeszteni. Az objektum moédban
példaul egy egész testet lehet mozgatni, méretezni és forgatni, mig a
szerkesztési modban a test egyes csticsain dolgozhatunk.

Az els6 példaval azt szeretném szemléltetni, hogy mi torténik akkor, ha
egy adott feliilet kontrollpontjanak megndveljiik a hozzatartozo sily értékét.
A sulyokrol feltessziik, hogy valamennyien nemnegativ szamok. Fontos tu-
lajdonsaguk, hogy ha a silyokat ugyanolyan ardnyban ndéveljiik, akkor a
feliiletiink alakja nem fog valtozni.

3.1. abra. A kezdeti feliletiink W =1 silyid kontrollpontokkal.

Fontos észrevenniink, hogy a silypontok megvaltoztatasa mas hatéassal
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van a feliiletre, mintha a kontrollpontokat mozgatnank. A de Casteljau algo-
ritmus soran a sulypontokra is hatassal lesz a rekurzid, méghozza
a kovetkezSképpen fognak valtozni a sulyok az algoritmus soran:
wf ()= (1-t)w] ™ (&) +tw' (1)

A 3.1-es abra a kezdeti feliiletet abrazolja. Itt a kontrollpontok sulya
egységesen 1. Viszont miutidn megnoveltiik az egyik csics silyat, jol lathato
a 3.2-es abran, hogy a feliilet miként valtozik a modositott kontrollpont
egy kozeli kornyezetében. Tehat minél jobban ndéveljik egy pont sulyat,
annal inkdbb fog a feliiletiink az adott pont irdnyaba elmozdulni. Ezzel is
szemléltettiik a kontrollpontok lokalis tulajdonsagat, hogy egy kontrollpont
silyanak a megvaltoztatdsa nem lesz az egész feliiletre hatassal.

3.2. dbra. A mddositott feliletink.

A Blenderben tudunk Bézier gérbékkel, és raciondlis Bézier-gorbékkel dol-
gozni egyarant. A Bézier-gorbéket altaldban betiik és logok szerkesztéséhez
hasznaljuk, valamint animéciok létrehozaséra. A raciondlis gérbéket, mas-
néven NURBS, sokkal gyakrabban hasznaljak, mert segitségiikkel barmilyen
korvonal megrajzolhaté. Példaul a Bézier-gorbével a kort csak kozeliteni
tudjuk, addig a raciondlis gorbével meg is szerkeszthetjiik.

A kovetkezd példaban egy kort adunk meg racionalis gérbével. A 3.3-
as abran jol lathato, hogy a kor kontrollpoligonja esetiinkben négyzet alaku
lesz. Hogy megadjunk egy kort, a kontrollpoligonok stlyain kell dolgoznunk.
Ahhoz, hogy harom kontrollponttal létrehozzunk egy korivet az els§ és
utols6  kontrollpont silydnak meg kell egyeznie, mig a kézéps6 pont stlya a
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3.3. dbra. Kor szerkesztése raciondlis gorbével.

szomszédos csicsok sulyénak fiiggvénye lesz. Esetiinkben a w=0.25 és w:%ﬁ
silyok fognak valtakozni.

Hasonl6 a helyzet a gobmb esetében is, amelynek a szerkesztését a 3.4-es
abran lathatjunk. Itt a kontrollpoligonunk kocka alaku lesz, ahol az alsé és
fels6 négyzet kontrollpontjainak silya a kornél leirt w=0,25 és w:%ﬁ, mig a

V2

kozépso négyzetnél a w—1 és w—7 értekek fognak véltakozni.

w=(sqrt2)/2 w=(sqre2)/4

3.4. abra. Gomb szerkesztése

Legvégiill egy hajo modellje lathaté. Az alapot racionélis gor-
békkel  szerkesztettem, lathatdak a hozza tartozo kontrollpontok is, ame-
lyek kifeszitik a feliiletet. Az arbocot ugy kaptam, hogy megszerkesztettem
egy kort, majd megduplaztam, és az altaluk kifeszitett feliilettel egy hengert
kaptam, amit mar csak at kellett alakitani a végsé alakjahoz. A vitorla egy
Bézier-négyszogeliilet, ahol a koézépsé pontok nagyobb sillyal szerepelnek,
hogy a vitorla "dagado" alakot vegyen fel.



3.5. abra. A hajomodell testének a kontrollpoligonja.

3.6. abra. A hajdmodell vitorldjanak kontrollpoligonja.

27
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Ko6szonetnyilvanitas

Ezaton szeretném kinyilvanitani koszonetemet a témavezetémnek, Dr
Kincses Janos tanar arnak, aki tanacsaival és segitékészségével nagyban hoz-
zajarult a dolgozat sikeres elkészitéséhez.
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