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Tartalmi 6sszefoglal6

Jelen szakdolgozatommal a differencidlgeometria két egyedi fogalmat szeretném be-
mutatni, abrakon és szemléletes példakon keresztiil. Bemutatom néhany nevezetesebb
gorbe evolutajat, evolvensét és a koztiik lévé kapesolatokat is. Végiil pedig néhany alkal-
mazasat is megemlitem. A sajat abrakat Maple-lel készitettem el, ezen szinséma szerint:

fekete — eredeti gorbe, voros — evoluta.
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1. Bevezetés

Néhany definici6é és tétel

1.1. Definicié. Az R — R" alaki leképezéseket vektor-skalar figguényeknek nevezziik.
Jele: r(t).

Ha n = 2, akkor a sikban vizsgélodunk, ha n = 3, akkor pedig a térben. A vektor-
skalar fiiggvényekre érvényesek a valos fliggvénytanbeli hatarértékkel és folytonossaggal

kapcsolatos definiciok, allitasok és megfigyelések.

1.2. Definicidé. Az r(t) egyvdltozds leképezés hatdarértéke a t =ty pontban az ro vektor,
ha barmely € > 0 esetén van olyan 6(¢) > 0, hogy ha |t — to| < d(e) és t # to, akkor

|r(t) —ro| < e. Jele: lim r(t) = ro.
t—to
1.3. Definicié. Az r(t) egyvdltozos leképezés folytonos a t =ty pontban, ha

lim r(¢) = r(ty).

t—to

1.4. Definici6. Az r(t) : R — R? egyuvdltozds leképezés derivdlhaté a t = ty pontban,
ha létezik a kovetkezd hatdrérték:
t) —r(t
fym T8~ x(l0),

Jele: 1(t).

1.5. Definici6. Az egyszer folytonosan differencidlhatsé v(t) : [a,b] — R3 egyvdltozds
leképezés képhalmazdt eqyszeri gorbeivnek nevezzik, ha r(t) injektiv és inverzével egyiitt
folytonos. Tovdbbd ¥(t) # 0, ahol t € [a,b]. Ezt mdsképpen az egyszerd gorbe egy

parameéterezésének nevezik.

1.6. Definicid. Véges sok olyan eqyszeri gorbeiv unidjdt gorbének nevezzik, mely gor-

bék dsszes pontdnak eqy tetszdleges kornyezetében eqyszerd gorbeiv van.

1.7. Definici6. Legyen G gorbe eqy paraméterezése r(t) : [a,b] — R3, ekkor a girbe

thossza definicio szerint jelentse az [a, b] intervallumon szdmitott hatdrozott integrdlt.

1_/\ )| dt.



1.8. Definicié. Az egyszeri gorbeiv ivhosszal valo paraméterezését természetes paraméte-
reiésnek nevezziik. Adott r(t) : [a,b] — R3 paraméterezésii gorbe esetén, legyen s(t) :
/ |I(2)| At fvhosszparaméter, mely szigorian monoton névd [a,bl-n, folytonosan diffe-
rencidlhatd ezen az intervallumon, tovdbbd ha s(t) : [a,b] — [0,d], akkor van t(s) :
[0,d] — [a,b], mely az s(t) inverze és egyszeresen folytonosan differencidlhato [0, d]-n.

Jele: T(s)

A tovabbiakban a "pont" jelentse a sima paraméterezés szerinti derivalast, mig az

"aposztrof" jelentse a természetes paraméterezés szerinti derivalast.

1.9. Definici6. Legyen G gorbe r(s) : [a,b] — R?® természetes paraméterezéssel adott,

mely legaldbb egyszer folytonosan differencidlhato. Ekkor a

vektort eqységnyi érintévektornak nevezzik. Illetve a

B r//(s)
n) = )]

vektort eqységnyi normdlisnak vagy egységnyi gorbilet: vektornak nevezziik.

1.1. Lemma. Legyen G girbe r(s) : [a,b] — R3, természetes paraméterezéssel adott

ekkor: t(s) L n(s).

1.2. Tétel. Legyen G girbe egy paraméterezése r(t) : [a,b] — R3, ekkor G girbiilete:

[E(1)x 1 ()]
HOIE.

1.3. Tétel. Legyen G girbe egy paraméterezése r(t) : [a,b] — R3, ekkor G torzidja:

[£(2), T (1), * ()]

e(2)x r (1)

r(t) =

T(t) =

Ahol [a, b, ¢]| mivelet definicio szerint jelentse: {a X b, c) skaldris szorzatot.



2. Az evoluta és az evolvens

Hogy bemutassam az evolita fogalméat, szemléletesen leirom, mi a simulokor, illetve
miként szerkessziink simulokort. Szerkesztésének folyamata a kovetkezd. Tekintsiink egy
gorbét, mely nem kor vagy egyenes. Ezen a gérbén jeloljiink ki harom pontot. Illesziink
erre a 3 pontra egy kort. Ezt kovetSen kozelitsiik e harom pontot egymashoz. Ahogy
mozgatjuk a pontokat egymas felé, gy az illesztett kor is valtozni fog. Novekedhet,
vagy éppen csokkenhet is. Mignem egyetlen pontban, P, fogja érinteni a gérbét. Ez a
kapott kor a P pontbeli simul6 kor, vagy gorbiileti kor. E kor kozéppontja a gorbiileti
kozéppont. A gorbiileti kor sugara a P pontban p = %

Egy tetszbleges, kortdl és egyenestdl kiilonb6z6 G gorbe evolutaja a gorbiileti kozép-
ontok mértani helye. A P pontban a simulokor gorbiilete megegyezik a gérbe P pontbeli

gorbiiletével, tovabba egységnyi normaélisaik is megegyeznek ebben pontban.

2.1. Definicié. Sikgorbe sikbeli evolitdja a sikgorbe gorbileti kézéppontjainak mértani

helye. Ha r(s) a sikgorbe eqy paraméteres eldallitdsa, akkor az evolita egyenlete:

u(s) =r(s) + p(s)n(s),
ahol p(s) a gorbe s pontbeli gorbiileti sugara.

2.1. Tétel. Tetszdleges sikgirbe esetén, sy < s < sp intervallumban, ha k(s) # 0 és

p'(s) # 0, akkor u(s) ezen az iven a gorbe normdlisaibol dllé gorbesereg burkoldja.
Bizonyitas. Induljunk ki a normélisokbol 4ll6 egyenessereg
w(s,t) = r(s) + tn(s)

egyenletébdl. Azt kell bebizonyitanunk, hogy u(s) eleget tesz a burkologorbére kirott két
kovetelménynek. Az elss teljesiil, mert a t = p(s) értékre kozos pontja van az evolitanak
a sereg s paraméterhez tartozo egyenesével (p(s) # co). A masodik feltétel is teljesiil,

mert az s helyen u(s) érintGje

u(s) = r'(s) + p'(s)n(s) + p(s)n(s) =

/ 1 = o' (s)n(s
= e(s) + p'(s)n(s) +P(8)(—m) = p'(s)n(s).



Mivel p'(s) # 0, ezért u(s) aranyos az s paraméterhez tartozo egyenes

dw((s,1))

g 1O

érintGjével, eszerint a masodik tulajdonsag is teljesiil.

Ehhez a tételhez sziikséges a gorbesereg burkolojanak definicidja is.

2.2. Definici6é. Egy sikbeli eqyparaméteres gorbesereg burkoldja olyan gorbe, mely tel-
jesiti a kiovetkezdket: minden pontja rajta van eqy a ponttdl fliggd gorbéjén és minden

pontjaban érinti a gorbesereg egy megfeleld gorbéjét.

2.3. Definici6. Tetszileges a fenti megkotéseket teljesitd sikgorbe esetén az evolvens

képlete:
2 | 2
Xziﬂ—yﬂ, (2.1)
Yr—1xvy
2 | 2
Y —y+ iV (2.2)
Yyr—xy

2.4. Definici6. Sikgorbe evolvensén a gorbe érintdinek ortogondlis trajektoridjat értyik,

vagyis tetszdleges olyan gorbét, amely merdlegesen metszi a gorbe valamennyi érintdjét.

A definiciobol kovetkezik, hogy minden gérbének végtelen sok evolvense van

2.2. Tétel. A
v(s) =r(s) — (s — s0)r'(s) (2.3)

gorbesereqg minden gorbéje evolvense r(s)-nek.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy v(s)Lr'(s). Mivel

V() = 1'(s) = r'(s) = (s = s0)r"(s) =

— (5= h"(9) = (s so)lsn(y)

azaz valoban v(s) Lr/(s), tehat v(s) minden érint6t merdlegesen metsz.



Az evolvens (2.3) egyenlete azt jelenti, hogy ha az r(s) gorbe érintdire az r'(s) vek-
toréval ellenkez6 iranyban felmérjiik a gérbe valamely sy pontjatol szamitott ivhosszat,
akkor evolvenst kapunk. Ezek alapjan egyszeriien szerkeszthetiink evolvenst, az r(s)
gorbére az sy pontbol az s pontig fonalat feszitiink, majd a fonal so-hoz tartozo P, vég-
pontjat addig mozgatjuk el, végig feszesen tartva a fonalat, mig e végpont az s ponthoz
tartozo érintG egyenesre keriil. E mozgas kozben a Py pont evolvenst ir le. Ha r(s)
gorbe egyik evolvense v(s), akkor r(s) a v(s) evolutdja: a v(s) mint evolvens, mers-
legesen metszi r(s) valamely érintGjét, azaz r(s) érintéi a v(s) normalisai; ezért r(s) a
v(s) normalisainak burkologorbéje, vagyis r(s) a v(s) evolutaja. Tehéat barmely evolvens

evolutaja az eredeti gorbe.

2.3. Tétel. Ha r(s) # 0,0/(s) # 0 tovdbbd mindkét figgvény folytonos az [sg, s| inter-
vallumban, akkor az evolita tvhossza — eldjeltdl elktekintve — eqyenld a megfeleld gorbiileti

sugarak kilonbségével.

Bizonyitas. Jeloljiik u(s) evolata ivhosszat o-val; akkor, mivel u(s) = p'(s)n(s) azt
kapjuk, hogy:
S1 S1
/
o= [ Womlds= [ Ioe)lds
S0 So
Mivel a p/(s), fiiggvény folytonos és nullatol mindeniitt kiilonbozs, allando elGjelii az

[s0, | intervellumban, igy

o= /81 P (s)n(s)ds| = |p(s1) — p(so)|,



3. Példak evolutakra

Ebben a szakaszban levezetem néhany nevezetesebb gorbe evolvensét. Megprobalok
minden szamolast precizen, pontosan kiszamolni és az eredményeket abrazolni. Fontos-

nak tartom azonban megemliteni, hogy nem az 0sszes gorbe evolvensét emlitem meg.

3.1. Ciklois

Tekintsiik a Descartes-féle koordinatarendszer elsé és mésodik siknegyedbeli részét.
lllesszlink egy a sugart kort az origora. Majd rogzitsiik az érintési pontot a korhoz.
Gorgessiik el az x-tengely mentén a kort. Az a gorbe, amit ez a rogzitett pont végez,
lesz a ciklois. (1. abra.)

Paraméteres egyenlete a kovetkezd:

r(t) = (a(t —sint),a(l — cost)). (3.1)

(=]

1. 4bra. Ciklois

3.1.1. Példa. A ciklois evolitdja maga is eqy ciklois.

Megoldas. Els6 1épésben szamoljuk ki a ciklois evolutajat, majd abrazoljuk is azt.
Vezessiik be az alabbi egyszertsitést: legyen R az evolatat kiszamito képletben a tort-

kifejezés.
i + 9

R=—">"
Yyr—xy

(3.2)

Mivel mindkét egyenletben ezek egyenlGek és elég csak egyszer kiszamolni. ElGszor a

képlethez sziikséges derivaltak:

#(t) = a(l — cost) y(t) = asint,



z (t) =asint Y (t) = acost.

Helyettesitsiink be a (3.2) képletbe:
~ d*(1—cost)? + a?sin’¢
"~ a?cost(l — cost) — a2sin®t’

a’-tel egyszertisitve, illetve a zarojelek felbontasa utan:

_ 1—2cost+ cos?t + sin’t
cost — cost — sint

Felhasznalva a (sin®t + cos?t = 1) azonossagot, kapjuk:

B 2—2cost_

cost —1
1 — cost _

— = 2.
1 — cost

~(-2)

(3.2)-t helyettesitsiik vissza az eredeti képletbe:

X(t) =a(t —sint) —a(sint)(—2) = a(t —sint + 2sint) = a(t + sint), (3.3)

Y (t) = a(l —cost) + a(l —cost)(—2) = a(l — cost — 2 + 2cost) = a(cost — 1). (3.4)

Abrazoljuk a cikloist és evolutijat. (2. abra)

2. abra. Ciklois és evolutaja

3.2. Ellipszis

Az ellipszis
r(t) = (acost,bsint) (3.5)

képlettel irhato fel paraméteresen. Azaz: x(t) = acost, illetve y(t) = bsint.



3. abra. Ellipszis
3.2.1. Példa. Szdmoljuk ki az ellipszis evolitajat! Majd dbrdzoljuk is!
Megoldas. Irjuk fel 2(t) és y(t) elsé és masodik derivaltjat.
t(t) = —asint 7 (t) = —acost

y(t) =bcost Y (t) = —bsint

Ezen egyenleteket helyettesitsiik be az evolita képletébe. Behelyettesités utan:

B a’sin’®t + b? cos®t
"~ absin®t + abcos?t’

Kiemelve ab-t,
_a*sin®t + b? cos? t
 ab(sin®t + cos?t)

Felhasznélva a sin®t 4 cos?t = 1 azonossagot,

B a’sin’®t + b? cos®t
N ab )

A kapott (3.2) részeredményt visszahelyettesitve a megfelels egyenletekbe kapjuk elGszor
az X (t) majd Y (t) paraméter egyenleteket.

a’?sin?t + b? cos® t

X(t) = t—b t
(t) = acos Cos "

Egyszertisitve b-vel, illetve felhasznélva az iménti azonossagot és elvégezve a szorzast,
adodik:
—a®cost(1 — cos?t) — b? cos®t

a

X(t) =acost+

10



A zarojel felbontasa utan és a tort atalakitasa utan:

—a?cost N a?cos® t — b? cos® t

X(t) =acost+
a a

Egyszertisitve a-val és elvégezve a kivonést:

X(t) = a?cos®t — b? cos?’t.

a

A kiemelés elvégzése utan adodik az evoluta X (t) paraméter egyenlete:

X(t) = cos® t. (3.6)

Hasonldan a mésik paraméter egyenlet, nem részletezve, de ugyanazokat az azonossago-

kat felhasznélva:

2 2 2 2
) . a“sin“t + b°cos“t
Y (t) = bsint — asint : =

ab
 psint 4 —a?sin®t — b? sint(1 — sin?t) _
b
 bsint 4 —a?sin®t — b?sint + b sin®t _
b
 bsint 4 —b?sint N —a?sin®t + b%sin®t _
b b
—a?sin’t + VP sin®t b —a®
= = sin” t.

b b

Azaz: , )
Y(t) = b —a sin® ¢. (3.7)

b

A 4. abran vorossel abrazolva az ellipszis evolataja.

Abréazolas utan érdekes kapcsolat fedezhetd f6l az evoluta illetve, az asztrois kozt. Ha
fogjuk az ellipszis két fokuszpontjat, majd ezeket egymas felé kozelitjiik, akkor valtozni
fog az evoluta formajais. A gorbén tul kilogo cstcsok kozeledni fognak az origé felé, mig
a belsd cstucsok tavolodni fognak az origotol. Mikor mar majdnem egybeesnek a fokusz-
pontok, akkor az evolita nagyjabol meg fog egyezni az asztroissal. Mikor egybeesnek,

kort kapunk, az evolita is atalakul kérré. Mivel a kor evolutaja is kor.

11



4. dbra. Ellipszis és evolutija

3.3. Hipociklois, asztrois

A hipocikloisok olyan gorbék, melyek két kor és egy pont altal rajzolt gorbék. A két
kér nem azonos atmérdji. Képzésiik hasonlo, mint a cikloisé. Legyen K a kisebb, k
a nagyobb kor. Legyen P az a pont, ahol k beliilr6l érinti K-t. Majd k-t gorgessiik a
K belso keriiletén. Az a gorbe amit a P pont bejar, az lesz a hipociklois. Legyen R a
nagyobb, r a kisebb kor sugara. A kirajzol6dd gorbék alakja fiigg a két kor sugaranak
aranyatol. Paraméteres képletiik:

R — R —
r(t) = ((R — 1) cos(t) + r cos (—rt) , (R —r)sin(t) — rsin (—Tt)) . (3.8)
r r
3.3.1. Példa. Az aszirois evolitdja is egy aszirois, amely az eredetihez képest 5 szoggel

van elforgatva, illetve a hasonldsdg aranya 2.

Megoldas. Elso 1épésben sziikséges levezetni az asztrois képletét. Azt tudjuk, hogy

az asztrois egy olyan hipociklois, amelynél a general6 korok sugarainak aranya R : r = 4.
Legyen R=14ésr = i. Ekkor:

3 3

x(t) = 1 cost + 7 608 %t

Egyszertsitve:

3 1
l’(t)z cost + Zcos?ﬂﬁ.

12
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5. abra. Asztrois, (R=1, r=1/4)

Alkalmazzuk a haromszoros szdg koszinuszara vonatkozo azonossagot: cos 3t = 4 cos® t—
3 cost. Ekkor:

3 1
x(t) = Zcost+ Z(4cosg’t — 3 cost).

Ezek utan kapjuk:

3 3 3 3
= Zcost+cos t— Ecost:cos t.

Az y(t) paraméter hasonloképp:

3 13
t) = —sint — ~ sin 3.
y(t) 5 Sint — o sin I
BEgyszertsitve:
0 3 . : 1. 3t
= —sint — —sin 3t.
W= 1
Felhasznélva a haromszoros sz0g szinuszat sin 3t = 3sint — 4sin® ¢t adodik:
3 3
y(t) = 1 sint — 1 sint +sin®t = sin®t.

A kivonast elvégezve adodik az y(t) paraméter. Osszegezve az asztrois paraméteres

egyenlete:
r(t) = (acos®t,asin’t). (3.9)

13



Az 5. abran lathaté az asztrois, ahol a sugarak ardnya 4. Az evolita kiszamitasahoz

sziikségesek a paraméterek derivaltjai:
i(t) = a(3cos’ t(—sint)), & (t) = a(6costsin’®t — 3cos®t),

y(t) = a(3sintcost), Y (t) =a(6sintcos’t — 3sin’t).

Ezeket behelyettesitve a (3.2) képletbe, egy eléggé cstunya tort adodik. Ezért kiilon

szamolom ki a szamlalot és a nevezst.
SZ = [a(3 cos® t(—sint))]* + [a(3 sin® t cos t)]?.
A hatvanyozést elvégezve:
SZ = a®9cos* tsin?t + a?9sin® t cos® .
Kiemelve a’-et, illetve 9 cos? ¢ sin® t-t, kapjuk:
SZ = a®9cos® tsin® t(cos® t + sin’t).
Felhasznélva a sin®t 4 cos?t = 1 trigonometrikus azonossagot:
SZ = a*9cos® tsin’t.
Most a nevezd.
N = a(3cos’t(—sint))a(6sint cos® t — 3sin®t) — a(3sin*t cost)a(6 costsin®t — 3 cos® t).
A szorzéasokat elvégezve:
N = a*(—18cos*tsin®t + 9 cos® tsin' t) — a®(18 sin® t cos* t — 9sin’t cos’ t).
a’-et és 9-et kiemelve:
N = a*9(—2cos* tsin®t + cos* tsin*t — 2sin® t cos® t — sint cos* t).
Az Osszeadasok elvégzése utan:
N = a*9(— cos’ tsin®t — sin*t cos® t).
Ismételten (— cos?tsin?t)-t kiemelve:
N = —a®9cos®tsin® t(cos® t + sin’t).

14



Felhasznalva ismét a sin?t + cos?t = 1 trigonometrikus azonossagot:
N = —a*9cos® tsin?t.

Osszegezziik részeredményeinket, majd egyszertsitsiik is azt:

Sz a?9 cos? t sin? ¢ B
N —a29cos?tsin’t

R (3.10)

Ezt a részeredményt visszehelyettesitve a megfelel6 paraméter képletbe, kapjuk az evo-

lata képletét:

X(t) = a(cos®t + 3sin® t cost), (3.11)

Y (t) = a(sin®t + 3 cos®tsint). (3.12)

6. abra. Asztrois és evolutaja

15



3.4. Epiciklois, nefroid

Ez a gorbe is hasonloan jon létre, mint a hipociklois. Azzal a kiilonbséggel, hogy itt
a korok helyzete mas. Ennél a gorbénél a kisebbik kor a nagyobbik kor kertiletén kiviil
esik, illetve mozog. Ha hasonloan jel6ljiik a kisebb, illetve a nagyobb kor sugarat, mint

a hipociklois esetében, akkor ezen gorbe altalanos képlete a kdvetkezd:

r(t) = <(7’ + R)cost — rcos <¥t) ,(r+ R)sint — r cos (#t)) (3.13)

3.4.1. Példa. A nefroid evolitdja is egy nefroid, de 3 szdggel elforgatott. Illetve a

hasonlosag ardnya 2.

Egy epiciklois abban az esetben lesz nefroid, ha az alkoté korok sugarainak arénya: 2,
azaz % = 2. Ezt felhasznalva levezethet6 a nefroid képlete, R = 2 illetve r = 1 esetben.

El6szor az x(t) paraméter:

x(t) = 3cost — sin(2 lt) = 3 cost — sin(3t).

Felhasznalva a haromszoros szog koszinuszanak képletét cos 3t = 4 cos®t — 3 cost :
z(t) = 3cost — (4cos®t — 3cost) = 6cost — 4cos’ t.

Hasonloképp az y(t) paraméter is levezethetGvé valik.

241
y(t) = 3sint — sin( +

t) = 3sint — sin(3t).
A héiromszoros szog szinuszénak képletét (sin 3t = 3sint — 4sin®¢t) felhasznélva;
y(t) = 3sint — (3sint — 4sin®t) = 4sin®¢.
Tehat a nefroid képlete:
r(t) = (6cost — 4 cos®t, 4sin®t). (3.14)

Hogy megkapjuk a nefroid evolutajanak képletét, sziikségesek lesznek az x(t) és y(t)
paraméterek elsé illetve masodik derivaltjai. Elszor az x(t):
@(t) = 6(—sint) — 12 cos? t(—sint) =
= 12cos’tsint — 6sint = Gsint(2cos’t — 1).
i(t) = 6cost(2cos’t — 1) — 24sin*tcost = 6 cost(2cos’t — 1 — 4sin’t) =

= 6cost(2cos’t — 1 — 4 +4cos’t) = 6cost(6cos’t —5) = 36 cos®t — 30 cost.
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7. abra. A nefroid, R=2, r=1

Most az y(t):

y(t) = 12sin®*t cost.
§i(t) = 24sint cos® t + 12sin’ t(—sint) =
= 24sint cos®t — 12sin®t = 12sint(2 cos* t — sin’t) =

= 12sint(2 — 2sin’t — sin®t) = 12sin¢(2 — 3sin®t) = 24sint — 36 sin’¢.

Mindkét masodik derivalt kiszamitasakor felhasznaltam a sin®¢ + cos?t = 1 trigonomet-
rikus azonossagot. Most kovetkezzék a (3.2) képlet kiszamitasa. Az el6z6khoz hasonloan

el6szor a szamlalot, majd a nevez6t szamolom ki. A szamlalo:
SZ = (6sint(2cos’t — 1)) + (12sin’t cost)?.
A hatvanyozast elvégezve:

SZ = 36sin*t(4cos’t — 4cos®t + 1) + 144sin* t cos® t =

= 144 sin® t cos* t — 144 sin® t cos® t 4+ 36 sin® t + 144 sin? ¢ cos® t.
Kiemelve (144 sin® t cos? t)-t, kapjuk:
SZ = 144sin’ t cos® t(sin’t + cos’t) — 144sin” t cos® t + 36sin” t.
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Felhasznalva a jol ismert azonossagot, majd a kivonast elvégezve kapjuk:
SZ = 36sin*t. (3.15)

Most kovetkezzen a nevezd kiszamitésa. Ez is két részre bontom, hogy atlathatoé ma-
radjon. A nevez$ szamitasakor a nem kiemelt képleteket hasznalom. Legyen Ny = fg
és Ny = gf ekkor:

Ny = 6sint(2cos®t — 1)12sint(2 — 3sin’t) =

= (12cos®tsint — 6sint)(24sint — 36sin®t) =

= 288 cos? tsin®t — 432 cos? tsin* t — 144 sin®t + 216 sin* ¢.
N, = 12sin*t cos t(6 cost(6 cos® t — 5)) =
= 12sint cos t(36 cos® t — 30 cost) =

= 4325sin?t cos® t — 360 sin® ¢ cos? t.
A nevez6 kiszamolasdhoz Osszegezem a részeredményeket:

N = N; — Ny =288 cos®tsin?t — 432 cos® t sin t — 144 sin®t + 216 sin* t—

—432sin”t cos’ t — 360 sin® ¢ cos® t.
Kiemelve (—432 cos?tsin? t)-t majd elvégezve a kivonast:

N = —432cos? tsin® t(sin®t + cos?t) + 648 cos® tsin®t — 144 sin®t + 216sin* ¢t =

= 216sin®tcos®t — 144sin®t + 216 sin* t.

Azaz:

N = 216sin®t cos® t — 144 sin® t + 216 sin ¢. (3.16)

Osszegezve ezen részeredményeket, kovetkezhet a (3.2) képletbe valo behelyettesités:
36 sin® ¢
R == ) -2 44
216 sin”t cos?t — 144 sin“t 4+ 216 sin™ ¢

Egyszertisités utan:
1

R = —5 .
6cos?t+ 6sin“t — 4
Kiemelve 6-ot, majd felhasznalva a nevezetes trigonometrikus azonossagot adodik:

1
R= —
6cos?t + 6sin°t — 4

1
=5

(3.17)
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Ezt az eredményt behelyettesitve a megfelel6 paraméterképletekbe, adodik a nefroid

evolutajanak képlete:

12sin?t cost

2
12 cos?tsint — 6sint

2

X(t)=6cost —4cos’t — = 6cost —4cos’t — 6sin®t cost, (3.18)

Y (t) = 4sin®t + = 4sin®t + 6 cos’ tsint — 3sint. (3.19)

Ezt abrazolva latszik is a nefroid evolutaja. (8. abra.)

8. abra. A nefroid és evolataja, R=2, r=1

3.5. Logaritmikus spiral

A logaritmikus spiral altalanos képlete:
r(t) = (ae® cost, ae” sint). (3.20)
A logaritmikus spiral erésen fiigg az a és b valos szamoktol. A 9.abran, a =1, b = %

3.5.1. Példa. A logaritmikus spirdl evolitdja maga is eqy logaritmikus spirdl, mely az

eredetihez képest egy bizonyos szoggel van elforgatva.
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9. abra. A logaritmikus spiral, a=1, b=1/2

Az x(t) paraméter elsG és masodik derivaltja:

b

@(t) = abe’ cost — ae’ sint = ae”(bcost — sint)

i(t) = abe®(bcost — sint) + ae™(—bsint — cost).
Kiemelve ae®-t és elvégezve a kivondst:
i(t) = ae”(b* cost — 2bsint — cost)
Az y(t) paraméter elsé és masodik derivaltja:

y(t) = abe’ sint 4 ae’ cost = ae’ (bsint + cost).
§j(t) = abe’ (bsint + cost) + ae” (bcost — sint) =

= ae” (b?sint + 2bcost — sint).

Ezeket az eredményeket helyettesitsiik be a (3.2) képletbe. Itt is szétbontom R-t, kiilon

szamolom ki a szamlalot és a nevez6t is.
SZ = a*e®(bcost — sint)? + a?e®!(bsint + cost).
Kiemelve a?e?*-t, majd elvégezve a hatvinyozast:
SZ = a?e®™ (b* cos®t — 2bsint cost) 4 sin®t + b*sin®t 4 2bsint cost + cos® t).

Egyszertisités utan, illetve felhasznalva a sin® ¢+ cos?t = 1 trigonometrikus azonossigot,
kapjuk:
S7Z = a*e® (b*(cos’t +sin’t) + 1) = a?e® (b 4 1).
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Tehat a szamlalo:

S7Z = a*e® (V* +1). (3.21)

Most kovetkezik a nevezs. Ezt is két tovabbi részre bontottam. N = N; — N5, hasonléan

az el6z6 példahoz.
Ny = ae”(bcost — sint)ae® (b* sint + 2bcost — sint).
A szorzéasokat elvégezve:
Ny = a?e® (b costsint 4 2b% cos®t — beostsint — b?sin® t — 2bcostsint + sin t).
Elvégezve az Gsszevonasokat és a kiemeléseket:
Ny = a?e®((b~3b) costsint + (1 — b%)sin® t + 2b% cos® t).
A masik része:
Ny = ae” (bsint + cost)ae” (b* cost — 2bsint — cost).
Szorzasok utan:
Ny = a®e® (b3 sint cost — 2b%sin?t — bsint cost + b® cos®t — 2bsint cost — cos> ).
Osszevonasok utéan:
Ny = a?e®!((b* — 3b) sint cost + (b? — 1) cos*t — 2bsin? t).
Most a nevezs Osszesitve:

N = Ny — Ny = a?e®((b~3b) costsint + (1 — b?) sin® t + 2b® cos® t—

—(b® — 3b)sint cost — (b* — 1) cos®t + 2bsin?t).
Kivonas és egy —1 kiemelése utan:
N = a?e®((1 — b*)sin?t + (1 — b?) cos® t + 2b*(sin? ¢ + cos? t)).
Ismételt kiemelés utéan:

N = a®e®((1 — b*)(sin?t + cos? t) + 2b*(sin? t + cos? t)).
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Felhasznalva a fentebb emlitett trigonometrikus azonossagot:
N = a?e® (1 — b* + 20*) = a?e®!(1 + b%).
Tehat a nevezé:
N = a?e® (1 +b%). (3.22)
Ezeket felhasznéalva adodik a (3.2) képlet:

_ S_Z B a2€2bt(b2 + 1)

R - 7T
N a1+ ?)

=1. (3.23)

Most kovetkeznek az evoluta paramétereinek kiszamitasai.

b

X(t) = ac cost — ae™ (bsint + cost) = ae® cost — abe® sint — ae” cost = —abe sint,

Y (t) = ae” sint + ae®(bcost — sint) = ae’ sint + abe” cost — ae’ sint = abe® cost.
Kaptuk tehét, hogy a logaritmikus spirdl evolataja is egy logaritmikus spiral:

X(t) = —abe” sint, (3.24)

Y (t) = abe” cost. (3.25)

10. abra. A logaritmikus spiral és evolutaja, a=1, b=1/2
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3.6. Hipotrochois

Az el6bbi példak utan szeretnék megemliteni két tovabbi gorbét, melyek nem ma-
radhatnak ki a kidolgozott példadk sorabol. A hipociklois és epiciklois is rendelkezik
testvérgorbékkel. Ez a két gorbe a hipotrochois, illetve az epitrochois. A képzésiik
majdnem megyegyezik testvérgorbéik képzésével, azzal a kiilonbséggel, hogy az a pont,
amelynek mozgasa megrajzolja a gorbét, nem a kisebb kor feliiletén fut, hanem egy
adott h tavolsadgra halad a kisebb kor kozéppontjatol. R és r a nagyobb, illetve a kisebb
kor sugara.

A hipotrochois altalanos képlete a kovetkezd:

r(t) = <(R — 1) cost + hcos <R; Tt) (R —r)sint — hsin (R - Tt)) . (3.26)

r

Legyen a= R —1r és b= R;T’, igy:

r(t) = (acost + hcos(bt),asint — hsin(bt)). (3.27)

11. 4bra. Hipotrochois, R=4, r=1, h=2
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Kovetkeznek a derivaltak:
t(t) = —asint — bhsin(bt),
i(t) = —acost — b*h cos(bt),
y(t) = acost — bh cos(bt),
§j(t) = —asint + b*hsin(bt).
Ezeket helyettesitsiik a 3.2 képletbe. ElGszor a szamlalot, utdna a nevezdét szamolom ki:
SZ = (—asint — bhsin(bt))* + (acost — bhcos(bt))? =
= a’sin®*t + b*h*sin®(bt) + 2abh sin t sin(bt) + a® cost + b*h* cos(bt) — 2abh cost cos(bt).
Csoportositas utin, felhasznalva a sin®t 4 cos?t = 1 trigonometrikus azonossagot:
SZ = a® + b*h? + 2abh(sin t sin(bt) — cost cos(bt)). (3.28)
A nevezd:
N = (—asint — bhsin(bt))(—asint + b*hsin(bt))—
—(acost — bhcos(bt))(—acost — b?hcos(bt)) =
= a®sin’t — ab*hsintsin(bt) + abh sin t sin(bt) — b>h? sin? (bt )+
+a? cos® t + ab®h cos t cos(bt) — abh cos t cos(bt) — b>h? cos®(bt).
Csoportositas utin, felhasznalva a sin?t 4 cos?t = 1 trigonometrikus azonossagot:
N = a*® — b*h* + (ab*h — abh)(cos t cos(bt) — sin t sin(bt)). (3.29)
Osszegezve:
SZ a® + b*h? + 2abh(sin t sin(bt) — cost cos(bt))

h= N a2 — bR+ (ab*h — abh)(cost cos(bt) — sint sin(bt)) (3:30)

Ezt irjuk vissza az evolvens képletek megfelelG részébe:

X(t) = acost + hcos(bt)—

a® + b*h? 4 2abh(sin t sin(bt) — cost cos(bt)) ) (3.31)
a? — b3h? + (ab*h — abh)(cost cos(bt) — sin t sin(bt))

Y (t) = asint — hsin(bt)+

a® + b*h? + 2abh(sin t sin(bt) — cost cos(bt)) ) (3.32)
a? — bh? + (ab*h — abh)(cos t cos(bt) — sin t sin(bt))

—(acost — bh cos(bt)) (

+(—asint — bhsin(bt)) (
Ezek utan abréazolni kell az evolutat (12. abra).
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12. 4bra. Hipotrochois és evolutaja, R=4, r=1, h=2

3.7. Epitrochois

Altalanos képlete:

r(t) = <(R +7) cost — hcos <¥t) (R +7)sint — hsin (R:Tt)) . (3.33)

Vezessiik be az el6z6 példahoz hasonloan az alabbi egyszertibb jelolést: a = R+ r és
b= a/r. Ekkor:
r(t) = (acost — hcos(bt),asint — hsin(bt)) (3.34)

A derivaltak:
#(t) = —asint + bhsin(bt),
#(t) = —acost + b?h cos(bt),
y(t) = acost — bh cos(bt),

§i(t) = —asint + b>hsin(bt).
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13. 4bra. Epitrochois, R=4, r=1, h=2

Helyettesitsiik be 3.2 képletbe. Kiilon szamolva a szamlalot és a nevezGt:

SZ = (—asint + bhsin(bt))® + (acost — bhcos(bt))?* =
= a?sin®t + b*h? sin?(bt) — 2abh sin t sin(bt)+

+a? cos? t + b?h? cos? (bt) — 2abh cost cos(bt).
Felhasznélva a sin®t 4 cos?t = 1 trigonometrikus azonossagot:
SZ = a® + b*h? — 2abh(sin t sin(bt) + cost cos(bt)).
Most a nevezé:

N = (—asint + bhsin(bt))(—asint + b*hsin(bt))—
—(acost — bhcos(bt))(—acost + b*h cos(bt)) =
= a®sin’t — ab*hsintsin(bt) — abh sin t sin(bt) + b>h? sin® (bt )+

+a” cos® t — ab®h cost cos(bt) — abh cost cos(bt) + b*h* cos?(bt).
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Felhasznalva az iménti trigonometrikus azonossagot, kapjuk:
N = a* + b*h* — (ab*h + abh)(sin t sin(bt) + cost cos(bt)). (3.36)

Osszegezve:

SZ a® + b*h? — 2abh(sin t sin(bt) + cos t cos(bt))
N a2+ b3h? — (ab?h + abh)(sin t sin(bt) + cost cos(bt))’

R= (3.37)

Ezt visszahelyettesitve a megfelel6 képletekbe, adodik az evolata képlete:

X (t) = acost — hcos(bt)—
a® + b*h? — 2abh(sin t sin(bt) + cost cos(bt))
a? + b3h? — (ab*h + abh)(sin t sin(bt) + cost cos(bt))
Y (t) = asint — hsin(bt)+
a® + b*h* — 2abh(sin t sin(bt) + cost cos(bt))
a? + b3h? — (ab*h + abh)(sin t sin(bt) + cost cos(bt))

—(acost — bhcos(bt))( ), (3.38)

_|_(—a sint + bh Sin(bt))(

). (3.39)

Abrazoljuk az evolutat (14. abra).

14. 4bra. Epitrochois és evolutaja, R=4, r=1, h=2
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4. Erdekesség és a gyakorlat

Ebben a részben szeretnék egy érdekességet, illetve a hétkoznapi eszkozokben fellel-

het6 néhany megoldast megemliteni, nem teljes részletességgel.

4.1. A cikloidalis inga

1673-ban egy hires matematikus, fizikus, érasmester Christiaan Huygens feltett egy
kérdést publikiciojaban, van-e olyan gorbe, amelynek tetszés szerinti pontjabol (a talp-
ponttol tehat barmilyen messze esé pontbol) inditott test mindig ugyanakkora idé alatt
érkezik a talppontba. Huygens egyik legzsenidlisabb eredménye éppen az erre a kérdésre
adott valasz: a ciklois, amely ilyen tulajdonsagti. De nemcsak elméletileg indokolta meg
a valaszt, hanem a gyakorlatban is megvalositott egy olyan ingat, amelynek lengési ideje

barmilyen nagy amplitidonal is allandé. Ha tetszés szerinti o hajlasszoget megenge-
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15. 4bra. Parabolan legurul6 goly6

diink, akkor a dz koordinata-differencial befutdsdhoz sziikséges id6 a kovetkez6 alaku
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alaku, akkor akkor integralasnal a h magassag kiesik. Ha a gorbe olyan, hogy barmelyik

pontjaban fennall a

ksina =+/2

Osszefiiggés, ahol k allando, akkor valoban a fenti alakt képlethez jutunk vissza: az integ-
ral értéke fliggetlen lesz h-tol. Ezért fogalmazta meg a problémat Huygens a kovetkezs

modon: Melyik az a gorbe, melyre nézve a

parabola: x~Vz

kereseft
gorbe

16. 4bra. Keresendd gorbe

BE
BF = —k
TE

egyenlet altal meghatarozott F' pontok parabolan fekszenek. Igy jutott el a cikloishoz,
kimutatta, hogy annak valoban ez a tulajdonsaga. Ha az alland6 periddusidét fonalinga
segitségével szeretnénk megvalositani, felmeriil a kérdés, hogyan tudjuk a fonal végére
kotott salyt arra kényszeriteni, hogy az ciklois palyan mozogjon (18. abra)? Huygens
ezt ugy érte el, hogy a fonal utjaba ciklois alaktu lemezpart helyezett el. Bar az allando
periodusu ingat kisérleti iton akarta elgallitani, agy hogy ezen lemezpar alakjat val-

toztatgatta. Huygens azt allapitotta meg, hogy a testnek cikloispalyan kell mozognia.
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17. abra. Fondlra felfiiggesztett test ciklois pélyéja

Tovabbi jelentGs eredménye, hogy rajott, hogy a fonal végén 16g6 test akkor mozog cik-
loispalyan, ha a lemez alakja, melyre a fonal mozgas kdzben rasimul, maga is ciklois. Ez
a tény abbol ered, hogy a ciklois evolitdja maga is ciklois. Az a ciklois, amelyen a test

mozog, az elsé gérbe evolvense.

18. 4bra. Huygens cikloid-inga6raja
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4.2. Evolvens fogaskerék

A nagyobb terhelésnek kitett és gyors forgasa fogaskerékhajtasoknal a fentiek miatt
az evolvens (pontosabban kérevolvens) fogprofil terjedt el. Ma a fogaskerekek tulnyomo
tobbsége evolvens fogazasi. Az evolvens fogalaknak tobb jelentGs elénye van. Az egyik
az, hogy a tengelytavolsag pontos tartasara nem érzékeny. A fordulatszamtarto kap-
csolodés korrekt akkor is, ha a tengelytav a tervezettdl kissé eltér. A masik el6nye a
kovetkezG: konnyen szabvanyosithato és viszonylag olcso a gyartasa. Ennek oka az, hogy
az evolvens fogazathoz illeszkeds fogasléc fogai egyenesekkel hataroltak (trapéz alakuak).
Emiatt a fogasléc egyszertien és pontosan gyarthatd. De ugyanilyen pontosan és olcson
gyarthatok a kiilonboz6 fogaskerekek is. A legegyszertibb, ha fogaskerék elGallitasdhoz
fogasléc alaku gyalukést készitenek. A fogazogépek ugy miikddnek, hogy a szerszamgép
valositja meg azt a mozgast, amelyet késGbb a fogaskerekek végeznek majd el, a fogasléc
alakd szerszdm a fogaskerék tengelyével parhuzamosan mozog, a fogazogép a szerszam
alatt mindig kis szoggel elforgatja a nyers tarcsat, a szerszamot pedig érintGiranyban
ugyanannyival elmozditja, mint amennyi a fogaskerék elfordulasi ive, igy fokozatosan
kialakitja, "generalja" a fogakat. Ez a Maag-féle lefejté gyalu eljaras. A lefejtG-maro
eljarassal, a csavarmenet-szertien elkészitett forgd mardszerszam, mint végtelen szami
gyalukés miikodik, a készitend6 fogaskerék — a maroszerszammal szinkronban — folyama-
tosan forog. Sorozatgyartasnal nagyon termelékeny, az el6gyartmanyokat egyméas mellé
felfogva egyszerre sok kerék fogazhato, mellékidé novekedése nélkiil.

Ennek ismeretében adott alakd fogaslécek méretsorat lehetett szabvanyositani, ezek-
kel kis darabszamu szerszam segitségével gazdasdgosan gyarthatok egyedi fogaskerekek
is igen nagy pontossaggal. Az ISO szabvanyositotta a fogasléc fogprofilt. Az ISO fogpro-
filok valojaban nem valosagos fogaslécek, mert csak a fog geometriai adatainak aranyait
tartalmazzak. A tényleges méreteket tgy kapjuk meg, ha ezeket megszorozzuk a mo-

dullal. Az m modul az osztokor atmérdjének egy fogra esé része:

do to
G _lh 4.1
ol (4.1)

m

ahol dy az osztokor atmérdje, ty az osztokori osztés, vagyis egy fogra esd ivhossz, z pedig

a fogszam.
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19. 4bra. Evolvens profil készitése

4.3. Keészségfejlesztd jaték, a spirograf

20. abra. Spirograf

A spirografot egy brit mérnok — Denys Fisher — talalta fol. Az 1965-0s Niirnbergi
Nemzetkozi Jaték Kidllitdson mutatta be. Sajat cége gyartotta. KésGbb a terjesztési
jogokat a Kenner, Inc. szerezte meg, nemsokkal ezutan 1966-ban mutattak be az ameri-
kai piacokon. A spirograf néhany miianyag fogaskerékbdl és egy nagyobb keretbdl all. A

fogaskerekeken lyukak vannak, melyek segitségével lehet megrajzolni példaul az alabbi
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abrat. Vilagszerte tovabbra is népszert, kreativitast elGsegits, szorakoztato jaték.
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21. abra. Spirograffal késziilt abra
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