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LukAcs PETER: Multiszakaszok és multikorok takarasi fliggvénye 1

1. BEVEZETES

A geometriai tomografia 2] témakorében kiilonb6zs geometriai objektumok, vagy
ezen objektumok fliggvényeinek és tulajdonsagainak meghatarozhatosagat vizsgal-
juk, ha rendelkezésiinkre all az objektum valamilyen megfigyeléseit reprezentalod
fiiggvény.

Ezen témakorbe tartoznak az arnyékkép- és rontgen-problémék is. Arnyékkép-
problémék esetén a testet kiilonbozd iranyokbol vilagitjuk meg parhuzamos vagy
konkurens sugarakkal, és a test altal vetett arnyékokbol probaljuk rekonstrualni a
megvilagitott testet. Ilyenkor altalaban léteznek olyan kiilénbozé alakzatok, ame-
lyeknek megfelels drnyékképei megegyeznek: erre példa parhuzamos sugarak esetén
az r sugaru kor és a 2r sugara korivekbdl allo6 Reuleaux haromszog.

Ha egy pontbdl kiindul6é sugarakkal vilagitjuk meg a testet, az alakzat arnyéka
az adott pontbol vett latoszoge lesz. Természetesen meriil fel a kérdés: Ha egy kor
belsejében fekvs két konvex alakzat a kor minden pontjabol egyforma szog alatt
latszik, akkor egybeesik-e a két alakzat? Bizonyos esetekben pozitiv valasz adhato:

1.1. Tétel (|4, Lemma 2.1|) Ha egy kir belsejében fekvd konvex poligonok a kor
barmely pontjabol egyforma szdoq alatt latszanak, akkor a két poligon egybeesik.

Azonban itt is taldlunk olyan eseteket, amikor a latoszogfiiggvény nem hordoz
magéban elég informaciot, ugyanis 1étezik a sikon olyan ellipszis és kor, melyek az
6ket koriilvevé kér minden pontjabol derékszog alatt latszanak.

Az arnyékkép modell tobbféleképp is tovabb altalanosithato. Ha egy testet ront-
gensugarakkal vilagitunk at, akkor az athaladd sugarzas egy, a kozeg stirtiségétél
és vastagsagatol fliges részét a test elnyeli. Az athalado sugérzast felfogva késziil-
nek a f6leg az orvosi diagnosztikaban hasznélt rontgenképek. Ha az eredeti su-
gar intenzitasa [;, ami az athaladas utan I, intenzitésira csokken, akkor fennall
aln(l/I) = f§ f(z)dx Gsszefiiggeés, ahol & a sugar haladasanak egyenese. J. Ra-
don 1917-ben foglalkozott a stkon értelmezett kompakt tartdju folytonos fiiggvények
meghatarozhatosagaval, ha ismertek a fiiggvény egyeneseken vett integraljai. A rola
elnevezett Radon-transzformacio tette lehetévé a tomograf elkészitését, ami a ront-
gen tovabbfejlesztésének tekinthets. A tomograf a térbeli test egy vékony sik szeletét
minden oldalrél atvilagitja, és a sugarak egyenesein mért In(I;/Iy) értékekbdl képet
alkot a test adott szeletérdl.

Homogén konvex alakzatoknal a sugar elszenvedett vesztesége a kimetszett har
hosszat adja meg. Sikon ilyen rontgenképekhez kapcsolodnak a Hammer féle prob-
lémak: Hany rontgenképet kell késziteni egy konvex alakzatrol, hogy ezekbdl a keé-
pekbdl a testet rekonstruélni lehessen? Gardner és McMullen [3] igazoltak, hogy
létezik négy irdny, melybdl parhuzamos sugarakkal megvildgitva barmely testet, a
kapott képek eltolas erejéig egyértelmiien meghatarozzak a testet. Falconer [1]| pedig
belatta, hogy két, az alakzaton beliili pontbol kiindul6 egyenesek altal az alakzatbol
kimetszett hurhosszak meghatarozzak a sikidomot.

Az arnyékkép-probléma masik, rontgenképekhez hasonlo altalanositasakor tobb
konvex alakzat hatarainak Osszessége, tigynevezett multigorbe adott a sikon, és is-
merjiik bizonyos pontokban a multigérbét definial6 egyes tartomanyok latoszogeinek
Osszegét, az ugynevezett takarasi szamot [6]. A 7-val jelolt takarasi fiiggvény pedig
a stk minden pontjaban megadja ezt az értéket. Az elnevezés magyarazata, hogy
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ebben az esetben a konvex alakzatok hatarara mint fényéatereszté hartyakra gondol-
hatunk, és mérjiik, hogy az adott pontban a beérkezd fényt a multigérbe atlagosan
hanyszor takarja. Ha a multigérbe egy elemt, akkor a takarasi szam a latoszogfiigg-
vény duplaja.

Diplomamunkam fékuszaban is latoszog- és takarasi problémak allnak. A 2. fe-
jezetben egy szakasz, illetve egy kor egységkoron értelmezett latoszogtiiggvényének
els6 és masodrendti derivaltjat vizsgaljuk meg, amely derivaltak a késGbbiekben fon-
tos szerepet kapnak a bizonyitasokban. Masik gyakran hasznalt eszkoziink a témakor
vizsgalataban, az izoptikus illetve ekvioptikus gérbék. Egy multigdrbe 7-izoptikusa
nem més, mint azon pontok halmaza a sikon, amely pontokban a multigérbe takara-
si szama 7, azaz ezen izoptikusok a takarési fiiggvény szintvonalai. Két multigorbe
ekvioptikusdnak azon pontok lezartjanak halmazat nevezziik, ahol a két multigor-
be takarasi szaima megegyezik. Latni fogjuk, hogy szakaszpér/korpar izoptikusai,
valamint két szakaszpar /korpar ekvioptikusa algebrai gorbék részeként allnak els.

A 3. fejezetben elGszor egy egységkorben fekvs S szakasz meghatarozhatosagat
vizsgaljuk, ha ismerjiik a szakasznak az egységkoron adott v latoszogfiiggvényét.
Korabban mar belattuk [8], hogy egy adott hiurra es§ szakasz meghatarozhato, ha
ismert a hurvégpontokban a latoszogfiiggvény derivaltja. Természetesen adodik a
kérdés, hogy ha a végpontokban a maéasodrendid derivalt értéke is ismert, akkor a
szakaszrol mit tudunk mondani. Be fogjuk latni, hogy elég egy pontban ismer-
ni a latoszogfiiggvény elsd és masodrendii derivaltjait, hogy egy adott hirra esé
szakaszt meghatarozhassunk, valamint bebizonyitjuk, hogy az igy meghatarozott
szakasz hossza monoton né a hurhosszal. Erre tamaszkodva eljuthatunk a fejezet
egyik f6 eredményéhez, amely két adott hosszisagu szakasz altal alkotott multigor-
be koron felvett takarasi fliggvényének meghatarozo jellegét irja le. A bizonyitas
nagyban tamaszkodik a kordbban mar belatott szimmetria-tételre:

1.2. Tétel (Lukacs [8, Tétel 4.1]) A 7s, s, takardsi fiiggvény a C kéron akkor és csak
akkor szimmetrikus eqy, a kor kézéppontjin dthalado o egyenesre, ha a szakaszok
eqymds vagy onnon maguk tikorképer a o egyenesre nézve.

Végiil Bézout tétele [10] és az ekvioptikus segitségével algebrai gérbéken vizsgaljuk
a takarasi szam egyértelmiiségét, valamint szimmetriajat.

A 4. fejezetben korok takarasi fliggvényérdl lesz sz6. Célom a szakaszokrol szolo
eredményekhez hasonld, azokkal analdg tételek bizonyitasa. Elsének egy egységko-
ron adott v latoszogtiiggvénybdl nyeriink vissza egy, az egységkorben fekvs IC kort.
Latni fogjuk, hogy elég 3 pontbdl ismerniink a latészogfiiggvényt, hogy a K kor
meghatarozhato legyen. A szakaszhoz hasonlé modon elég egy pontban ismerniink
a latoszogfiiggvény és derivaltjainak értékét, hogy az eredeti kort meghatarozzuk.
A masodrendi derivalt segitségével belathatjuk, hogy két, a C korrel nem egyszer-
re koncentrikus kor takarasi fliggvénye az egységkodron sose lehet konstans, majd
szintén algebrai gorbékre fogalmazunk meg éllitasokat.

Végezetiil az 5. fejezetben a témakorbsl még megoldatlan, tovabbi vizsgalatra
érdemes kérdéseket vetiink fol.
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2. ELOISMERETEK ES ELOKESZULETEK

Legyen S egy szigoruian konvex sikidom, C pedig egy gorbe a sikban, melynek érintéje
soha nem metszi S-et. Legyen g a C ivhossz szerinti paraméterezése, t(s), k(s) az
érints egységvektor és gorbiilet a g(s) pontban. Az S alakzat latszodjék vs(s) szog
alatt a g(s) pontbol. (Amennyiben egyértelmt, hogy melyik alakzatrol van szo, a
v(s) jelolést hasznéljuk.) Legyen A(s) és B(s) a g(s) pontbol az S-hez hazott két
érinté érintési pontja, gy hogy az érinté egyenesek 7¢(s) és 7°(s) iranyvektoraira
fennall, hogy 7¢(s) pozitiv linedris kombinacidja a 7°(s) és t(s) vektornak. Az
érint6 egyenesek rendre a(s), 3(s) szoget zarjanak be t(s)-sel. Rendre x%(s) és k°(s)
az S gorbe gorbiilete A(s)-ben és B(s)-ben. Végil a(s) = |A(s) — g(s)| és b(s) =
IB(s) - g(s)].

2.1. Lemma (Kurusa [5, Lemma 1|) A fenti jelolésekkel
o(s) = sin 8(s)  sin oz(s)7
b(s) a(s)
5(s) = sin28(s)  sin2a(s) N sin? 3(s) N sin? a(s) B K<S)<cos B(s)  cos a(s))
b*(s) a*(s) b s)r"(s)  a®(s)r(s) b(s) a(s)
Legyen most C egy egységsugaru kor, és az S alakzat egy szakasz. Ekkor a 2.1
lemma a kovetkezs alakra egyszertisodik, melyet itt direkt szamitasokkal igazolunk.

2.2. Lemma Egy S = AB szakasz eqységkirin vett v ldtdszogfiigguényénck deri-
valtjai

p(s+) = Sil;ég‘g) - Sizggs), (2.1)
3y _ sin28(s) sin2a(s) rcosB(s) cosa(s)
v(s+) = 02 (s) 2(s) < o) a(s) >, (2.2)

ahol v(s+) és v(s+) a pozitiv koriljdrdsi irdnnyal adodo elsd és masodrendd derivdlt.

t(s) 9(s)

Bizonyitas. Az egységkor ivhossz szerinti paraméterezése g(s) = (cos s, sin s), érin-
t6je t(s) = (—sins,coss). Legyen A = (ai,as) egy pont az egységkoron belil.
Ekkor

—
(g(s)A,t(s)) (a3 —coss)(—sins) + (ay — sin s)(cos s)
cosa(s) = = . (2.3)
a(s) V/ (a1 — cos s)? + (ag — sin s)?
A szamlalo derivaltja —aq cos s — as sin s, a nevezGé pedig
o(s) = sin s(a; — cos s) — cos s(ag — sin ) _ aysins —ay cossj (2.4)

V/ (a1 — cos 5)2 + (ag — sin s)2 a(s)



LukAcs PETER: Multiszakaszok és multikorok takarasi fliggvénye 4
tehat a (2.3) derivaltja

—a1co8s — agsins  (—aysins + ay cos s)?
a(s) a’(s)

Ekkor (2.5) jobb oldalan az els6 tag szamlaloja

(2.5)

—sina(s)a(s) =

(coss —ay)coss + (sins —azg)sins — 1 = a(s)sina(s) — 1,
a masodik tag szamlaloja pedig a (2.3) szerint a?(s) cos? a(s), melyeket visszairva
a(s)sin(a) —1  cos? a(s)

a(s) a(s)

adodik. Felhasznalva, hogy cos? a = 1 — sin’® av és egyszertisitve, kapjuk, hogy

—sina(s)a(s) =

sin® a(s)

afs)

—sina(s)a(s) = sina(s) —

melybdl megkapjuk a kivant

~1 (2.6)

eredményt. Felirva a hasonlo sszefiiggést G-ra, és felhasznalva, hogy v(s) = B(s) —
a(s), adodik a tétel elsd allitasa.
A maésodrendd derivalt kiszamoléasat a (2.4) és (2.3) osszevetésével adodo

a(s) = —cosa(s)

egyenlettel inditjuk. A (2.6) derivaltjaban az &(s) helyébe a (2.6)-ot helyettesitve,
az

cos a(s)a(s)a(s) + sin a(s) cos a(s) _ 2sin a(s)cosa(s)  cosa(s)
a?(s) a?(s) a(s)

a(s) =

képlethez jutunk. Osszevonva az els§ tag szamlalojat, megkapjuk a keresett

_ sin2a(s)  cosa(s)

als) = a®(s) a(s)

Osszefiiggést, amely a v(s) = f(s) — a(s) megfontolassal bizonyitja az allitast. [

A tovabbiakban, ha nem irjuk ki az argumentumot, akkor altaldban az ivhossz
szerinti s paraméterrel értendé a fiiggvény.

Most a 2.1 lemma azon speciélis esetét vizsgaljuk, amikor C az egységkor, a bel-
sejében fekvs alakzat pedig a K kor.

2.3. Lemma FEgy K kor C egységkoron vett v ldtoszogfigguényének derivdltjai

D:sinﬁ—sina’ 2.7)
a

sin 23 — sin 2« N (sin? a4 sin? B)r  cos 8 — cosa

(2.8)

a? as a
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t(s) 9(s)

Bizonyitas. Valasszuk a koordinatazast olyannak, hogy a C kor kozéppontja az
origd, és a K kor K kozéppontjanak koordinataja (x,0). A C paraméterezése g(s) =
(cos s,sin s), az érinté egységvektor (s) = (—sin s, cos s).

Nyilvan ¢g(s) K = (x—cos s, —sin s), a K A(s)g(s) derékszogti haromszogben pedig
|[KA(s)| =7, d:=|Kg(s)| = /(z —coss)?+sins? =2 —2rcoss+1, és

a:=|A(s)g(s)| = \/(x —cos5)% +sins? —r2 =22 —2zxcoss + 1 —r2

valamint

sing = 2 és cosg = (2.9)
—_—
A g(s)K és t(s) szogére ugyanakkor
—
v (g(s)K,t(s)) —xsins
cos (5 + a> = s = p]
l9(s) K|
—
. v lg(s)K x t(s)] |(z —coss)coss —sin®s| 1—xcoss
l9(s) K|
Mindezek alapjan
sin f = sin ((% + 04) + g) = sin <g + oz) Cos g + singcos (g + a) (2.10)
(1 —xcoss)a—rzsins
cos f = cos ((% + 04) + g) = cos (g + 04) cosg — sin (g + a) sing (2.11)
—zasins — (1 — x coss)r
= =
és ugyanigy
, , v v (1 —xcoss)a+rxsins
_ v LAY 2.12
sin «v 81n<<2+a> 2) 7 (2.12)
((1/+ ) 1/> —zasins + (1 — x cos s)r (2.13)
cosa = cos | (= —=)= : .
¢ 27 73 2
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A (2.9) els6 egyenlete alapjan

1 v ( i y)’ —xrsin s
—cos— = |(sin=) = ———
2 2 2 d? 7

melyet a (2.9) masodik egyenletével, valamint a (2.10) és (2.12) egyenletekkel 6ssze-
vetve és a értékét beirva,

2(sing)’  —2xrsins  sinf —sina

b= — —
cos 5 d?a a

adodik, ami pont a bizonyitando allités.
A (2.8) bizonyitasahoz elGszor kiszamoljuk © derivaltjat:
—227 COoS 8 N 42%r sin® s N 2227 sin? s
d?a d*a d?a3

majd a (2.8)-ben szerepld tagokat fejtjiik ki egyesével:

= (2.14)

sin2f —sin2a  2sinfcos f — 2sinacosaw  4r(a?sin®s — (1 — zcos s)?)

a? a? d*a ’
(2.15)
(sin® @ +sin® B)r  2((1 — zcos s)%a? + (rasins)®)r
= - e (2.16)
- : ( )
cosff—cosa  2(1l —xcoss)r

— = . 2.17
a d’a (2.17)

A (2.15), (2.16) és (2.17) egyenleteket Gsszeadva és rendezve, a
—2zrcoss | 4aPrsin®s  2r(l —wxcoss)®  2rfz’sin’s  2r (2.18)

d?a da d*a d*a? a
kifejezést kapjuk. Hogy belassuk (2.18) és (2.14) egyenlGségét, meg kell mutatnunk,

hogy
2r(1 —xcoss)?  2r%a?sin®s ~ 2r  2a%rsin’s

— —_— = 2.19
d*a d*a3 d?a d?a3 (2.19)

A jobb oldalt k6z6s nevezére hozva a
2r(a’d? — a*(—1 + x cos 5)? + r2x? sin® s) (2.20)

d*a3

kifejezést kapjuk. Visszairva a és d értékét
a’d* — a*(—1 + x cos 5)*

=(2* — 2w coss + 1 —r?)(2?

—2xcoss+ 1)

— (2* = 2w coss + 1 — 1) (1 — 2z cos s + 2% cos® s)

2

=(2® — 2wcoss + 1 —r?)(2? — 2% cos®s) = (2° — 2w coss + 1 — r?)(x?sin? s)

adodik, amit visszairva a (2.20)-ba a

2r(d?x?sin?s)  222rsin®s

Jio T (2.21)
azonossag jon ki, amely bizonyitja tételiink mésodik formulajat. U
A 3. fejezetben a &) és S, szakaszok koron felvett 7s, s, 1= vs, + vs, takarési

fiiggvényének vizsgélatakor sziikségiink lesz a korabban belatott szimmetria tételre.
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2.4. Tétel (Lukacs [8, Tétel 4.1]) A 7s,.s, takardsi fiigguény a C kordn akkor és csak
akkor szimmetrikus eqy, a kor kozéppontjin dthalado o egyenesre, ha a szakaszok
eqgymads vagy onnon maguk tikorképei a o egyenesre nézve.

Si

g

g(s1) 9(s2) g(s1)

SQ 81 g

9(s2)

S

g(s3) 9(s4) g(s3) 9(s4)

A tétel bizonyitasa a takarasi fliggvény nem differencialhatésagi pontjainak szama
alapjan torténik.

Két egyenletet felirva a htrvégpontban felvett 7s, s,(s) értékére és a szimmetria
tengelyen felvett takarési szam értékére, belathato az alabbi tétel is.

2.5. Tétel (Lukacs [9, Tétel 4.2]) Ha két szakasz takardsi szama szimmetrikus és a
szakaszok eqy eqyenesre esnek, akkor a szakaszok helye egyértelmien meghatdrozhato.

Korabban a latoszogfiiggvény és annak els6rendt derivaltja segitségével az alabbi
tételeket lattuk be, ahol S hurja a C egységkorben a g(sq1)g(sq) hurra esik:

2.6. Tétel (Lukacs [8, Tétel 3.4]) A vs(s14) €s Us(sat) értékek meghatdrozzdik a
g(s1)g(s2) hirra esé S szakaszt.

Valamivel gyengébb allitashoz jutunk, ha egy vagy két derivaltat latoszogre cse-
réliink le.

2.7. Tétel (Lukacs [8, Tétel 3.5]) Legfeljebb egy olyan, az S szakasztdl kilonbozd,
vele egy hiron lévd S szakasz létezik, amelyre

1. vs(s14) = vg(s1+) €s vs(s3) = vg(ss), vagy
2. vs(sa) = ve(sa) €s vs(ss) = vs(ss),
ahol g(s3) # g(s4) a harvégpontoktdl kilonbozd pontok.

A témakor vizsgalataban fontos szerepet kapnak az izoptikus, ekvioptikus és
kompoptikus gorbék. Sikban egy konvex tartoméany a-izoptikusa azon pontok hal-
maza a sikon, amelyekbdl a tartomany o szog alatt latszik. Ezek alapjan egy multi-
gorbe 7-izoptikusa nem mas, mint azon pontok halmaza a sikon, amely pontokban a
multigorbe takarasi szdma 7, azaz ezen izoptikusok a takarasi fiiggvény szintvonalai.

Vizsgéljuk meg elGszor egy szakaszpar 7 izoptikusat! Legyen S; szakasz két vég-
pontja A = (ay,az), B = (b1, bs), So szakasz két végpontja pedig C' = (¢, ¢2), D =
(dy,dy), P = (x,y) pedig a sik egy pontja, valamint a tovabbiakban hasznaljuk a
kovetkezs jeloléseket: A szakasz A végpontjanak tavolsaga a P ponttol legyen dy,
azaz dj = \/(x —a1)?+ (y — ag)?. Jeldlje s; a P pontbol az S; szakasz végpontja-

iba mutato vektorok skalarszorzatat, tehat s; = (PA, ﬁ> =((z — a1,y —az)(x —
bi,y—be)) = (x—ay)(z —b1) + (y — a2)(y — b2), vy pedig legyen ugyanezen vektorok
vektorialis szorzatanak abszolut értéke, tehat vy = [(x—aq1)(y—be) — (z—b1)(y—a2)|.

Ha az S; szakasz o, az Sy szakasz 3 szog alatt latszik a P pontbdl, akkor 7 = a4+,

vagyis
5152 U102

— 2.22
dadpdcdp  dadpdedp ( )

cosST = cosacos J —sinasin f =
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ami felszorzas utén a
dadpdcdp cosT = S189 — V1Vg,
majd négyzetre emelve pedig a
d4d%d2ds, cos® T = 5785 4+ vIU5 — 25155010,
formulat eredményezi. Ezt rendezve, és tjra négyzetre emelve, a
(did%d d3,cos® T — s7s3 — UfUZ) = 453550705

algebrai gorbét kapjuk. A szakaszpar T-izoptikusa tehat kielégiti ezt az egyenléséget,
de az |a — B] = 7 feltételt teljesité pontok, valamint a (7 — 7)-izoptikus pontjai is
kielégitik ugyanezt. Igy jutunk el az alabbi tételhez:
2.8. Tétel Az S = (A, B),S; = (C, D) szakaszpdr T-izoptikusa a legfeljebb tizen-
hatod foki

(&4 d5dedF, cosT — siss — va%) = 452520202 (2.23)

algebrai gorbe részhalmaza.

S/

2.1. Abra. A két szakasz izoptikus gérbéje a pirossal kirajzolt algebrai
gorbe része.

Kovetkezének vizsgéaljuk meg egy korpar T-izoptikusat! Ha a sik egy P pontjabol
a Iy kor a, a ICy kor B szog alatt latszik, akkor a takarasi szdm 7 = a + 3, ezért

sin% = sin (% + g) = sin%cosg +sin§cos%. (2.24)

A fenti egyenletet természetesen a sik (7 — g — ) takarasi szamu pontjai is kielégitik.
Tovabbiakban a IC; kér sugarat jelolje r; és, kozéppontjanak tavolsagat a P ponttol

pedig d;. Mivel §, 2 € (0,7/2), ezért elobbl egyenletiink a

sin g = - ,/ Zg ,/ ;;
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alakot 6lti. Rendezziik ezt egyenletet, a kdvetkez6 modon, kétszeri négyzetre eme-

léssel:
sinQT—r<1—T%>+g(1— +2 _Tere fy o TE (2.25)
2 -2\ &) TR 2 dy d2’ ‘
(w5 F0-3)-30-3) - G- B30
1 _—— — RS —
o~ &\ &) a2\ T @ E\ T B2/ E\ T3

A masodik négyzetre emeléskor elveszett elGjel miatt utobbi egyenletnek azon P
pontok is megoldasai, amelyekben a latoszogekre | — 3| = 7 teljestl. Ezek a
megoldasok kizarhatoak, ha kikotjiik, hogy d; és dy olyanok, hogy

2 2 2
Toh( oy 0y
ot tel e

Végiil felszorozva djdj-el a

. T
(didysin® 5 —ri(dy —r3) —ry(di = ri))* = drirydidy(dy — r3)(dy — 1)

alakhoz jutunk. A d; és dy szam értéke a kozéppontok és a P pont koordinatéjabol
kiolvashatd. A fenti szamolésok bizonyitjak az alabbi tételt.

2.9. Tétel Az ry sugari (x1,y1) kézépponti és az ro sugari (x2,ys) kézépponti
koroknek a T és (2m — 1) izoptikusdnak unidja a

. T
(didysin® 5 = ri(dy —ry) —ry(di = r1))* = drirydidy(dy — r3)(dy — 1)

legfeljebb nyolcadfoki algebrai gorbe.

2.2. dbra. Két kor egyik izoptikus gorbéje pirossal, ami egy algebrai
gorbe része.

A sikban két konvex tartomanyt azonos szog alatt 1at6é pontok halmazénak lezart-
jat ekvioptikusnak, az alakzatokat kiegészits szog alatt 1atd pontjait pedig kompopti-
kusnak nevezziik. Két multigérbe ekvioptikusdnak azon pontok lezartjanak halmazat
nevezziik, ahol a két multigérbe takarési szama megegyezik.

Szakaszok ekvi- és kompoptikus gorbéirél ismert az alabbi tétel:

2.10. Tétel [7, 2.1. Tétel| Két szakasz ekvioptikusdnak, és kompoptikusinak unidja
két, legfeljebb harmadfoki algebrai gorbe.
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Ezen két gorbét Apolloniosz-gorbének nevezziik. Két, nem egybees és nem elfa-
juld 81 := AB és Sy := C'D szakasz két Apolloniosz-gorbéjének egyenlete |7, (2.3)]
|z|?(x, (@ — b) x m) + (a x bym)|z|* — (x,(a — b) x m){x,c+d)+
+(z,{c,d)((a —b) x m) — (a x b,m)(c+d)) + (a x b,m){c,d)
=+ (|z|*{z, (c — d) x m) + (b x d,m)|z|* — (z, (c — d) x m)(x,a + b)+
{a,b)((c —d) xm) — (¢ xd,m)(a+b))+ (c xd m)a,b)),

ahol = (,9,0), a = (a,@,0),b = (b,b,0),¢c = (¢,¢,0),d = (d,d,0) az A, B,C és
D végpontok koordinatéi, m = (0,0,1) a z = 0 sik normalisa.

<m7

2.3. abra. Két szakasz ekvioptikus és kompoptikus gorbéjének unio-
ja, az Appolloniosz gorbék.

Felmeriil a kérdés, hogy két szakaszpar, mint multigérbék ekvioptikusa elgall-e egy
algebrai gorbe részhalmazaként. Bizonyos esetekben el6fordulhat hogy az (S;, Ss)
és az (S3,S,) szakaszparok a sik minden pontjaban azonos takaréasi szammal rendel-
keznek, tehat az ekvioptikusuk maga a sik. A sikon értelmezett takarasi fliggvény
a szakaszok végpontjain kiviil mindeniitt folytonos, viszont ezen nem folytonossagi
pontok két kiilonb6z6 szakaszparnal csak akkor egyezhetnek meg, ha a szakaszok
egy egyenesre esnek. Ekkor két elhelyezkedésben allhatnak. Az egyik eset, ha az S;
és Sy szakasznak, valamint a Sz és S, szakasznak is egy-egy kozos végpontjuk van,
és a szakaszparok unidja ugyanazt az egy szakaszt hatarozzak meg (2.5. abra felss
része).

81 82 83 84
O e e—e—o O & o——o—0

Sa Sy
OO0 o—a—=agq O e o—a—go
S1 S
2.4. abra. A szakaszparok ezekben az elhelyezkedésekben a 1atoszo-
gek alapjan egymaéastol megkiilonboztethetetlenek az egész sikon.
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A masik eset pedig, ha a szakaszparok 4-4 végpontja azonos, de méasképp vannak
beparositva (2.5. &bra also része). Mivel ezek a szakaszparok egymastol takarasi
fiiggvény alapjan megkiilonboztethetetlenek, a tovabbiakban ezeket becsapds elhe-
lyezkedéseknek nevezziik.

Ha egy P = (z,y) pont réesik az (S1,Sy) szakaszpar és az (S, S4) szakaszpar
ekvioptikusara, akkor P-ben a takarasi szdmokra fennéll a 75, s, = 7s, s, Osszefiiggés,
amibdl kovetkezik a cos g, s, = cosTs, s,. Tehat a (2.22) alapjan

5152 B VU2 . 5354 . V3U4
dadpdedp  dadpdedp  dpdpdady  dpdpdady’
ahol & = (A,B), S, = (C,D),S; = (E,F) és Sy = (G, H). Felszorozva adodik,
hogy

(2.26)

(dEdFdeH)(S182 - UWQ) = (dAdBdcdD)(S3S4 - U3U4),
majd négyzetre emelve a
(d%d%déd%)(s%sg + vag — 251890109) = (did%d%d%)%s%si + vgvi — 253840304)

képletet kapjuk. Hogy algebrai gérbét kapjunk, a vy, v, v3, v4 tagoknak is négyzeten
kell szerepelniiik, ezért Gjra rendezziik az egyenletet a

(dpdpdédy)(sis; +vivy) — (dadpdedp)(sss + vsvl)
= —(d%dBd%d3)) (253540304 + (dpdEdedy; ) (251550105)
alakra, majd négyzetre emelve kapjuk, hogy
((dbdidgdyy)(sts3 + vho3) —(ddpdedh) (537 + vivd))°
=(d}dpdedp)* (Asysivsvi) + (dpdpdgdy)* (4sis3viv3)—
— 2(d124d23d%d%)(25354037)4)(d%d%dédé)(?slsgvlvg).
Végezetiil 1jbol rendezve és négyzetre emelve kapjuk a
2
(((d%d%déd%)(s?si + i) — (didpdedp)(sssi + viv)) —
2
— ((dAdpdedp)* (As3sivsvy)) — ((d%d%déd?q)z(483531)%1)5)))
=64(d7dpdedp)* (s3siv5v1) (dpdpdgdy)* (sis3viv3)
algebrai gorbét. A fenti szamitéas igazolja a kovetkezs tételt.

2.11. Tétel Két, nem becsapds elhelyezkedési szakaszpdr ekvioptikusa eqy legfeljebb
hatvannegyed foki algebrai gorbe része.

Két korlap esetén azok ekvioptikusarol a kovetkezét tudjuk.

2.12. Tétel Adott a sikon két nem koncentrikus ICi és Ko kdrlap, melyek kozép-
pontjai rendre Ky és Ks, sugaraik rendre r1 €s ro. Ezek ekvioptikusa a Ky és Ko
pontok ri/ry ardnyi Apolloniosz-kirének a korlapokon kivili része.

Bizonyitas. A sik egy P pontjabol a két kor latszodjék rendre o és [ szog alatt.
Az PK; tavolsagot jeldlje dy, az PK, tavolsagot ds. Mivel a, f € (0, ), ezért
p 71 T2 Tl dy

«
a = f < sin 5 =sing & o= = 4 (2.27)
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Ez azt jelenti, hogy csak azon X pontokbdl latszodnak a korck azonos szog alatt,
amelyekre teljesiil, hogy a kor kézéppontoktol vett tavolsagok aranya az ry/ry allan-
do. Ez éppen az K és K, pontok 71 /ry ardnyt Apolloniosz-kore. O

2.5. dbra. A z0ld és kék kor ekvioptikusa a pirossal abrazolt
Apolléniosz-kor.

Hasonloé modon vizsgalhatjuk a (K1, Ky) és a (K5, Ky) korparok ekvioptikusat. Ha
egy P pont az ekvioptikus része, akkor a két korpar takarési szaménak szinusza
megegyezik, ezért (2.25) alapjan ki kell elégitse az

FOO O TR P 1
e\ &) & dd2

2
(T o8 fy_Tale Jy
FEA +d2 )+ \/ d3d4\/

egyneletet. A gyokot tartalmazo kifejezéseket egy oldalra rendezve és négyzetre
emelve kapjuk, hogy

Go-Dd0-D-50-D-F0-3)
& 2) " & &) &8 2) & B2
2

“(1 “‘)f(l r3>+4d2(1-2—§) (1-3)-

7“_%
d; d3
d2 dy d ds d2 dy dz2’

Ujra rendezve és négyzetre emelve pedig a

2 2 2 2 2 2

(Ge-Dd0-D-F0-D-F0e-)-
G0 DAe-D -de-Dic-Dy
2

(- a0 - al -7

kifejezést kapjuk, amely dSd5d5d3-el valo felszorzas utan a
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((dacrd (a8 —13) + d2dns (& — %) — B (a2 — r3) — 2zt (5 - ))2—
— ddidin3 (& - r3)r(d3 — r3) — datdie (& — 13) 3 (2 - rf))z
=64d{dyd3dsr] (dQ 7“2>7"2 <d2 r%)r% (di — ri) r (dg — 7’§>

algebrai gorbe lesz. Ez igazolja a kévetkez§ tételt:

2.13. Tétel Két korpar ekvioptikusa eqy legfeljebb huszonnegyed foki algebrai gorbe
része.
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3. MULTISZAKASZOK TAKARASI FUGGVENYE

Ebben a fejezetben elGszor a C egységkoron beliil fekvs S szakaszt vizsgaljuk, ha
adott a koron annak v(s) latoszogfiiggvénye.

Erdemes megvizsgalni a v(s+), 7(s—) valamint a i’(s+), i’(s—) fiiggvények kap-
csolatat. A negativ (6ramutatéd jaraséval megegyezd) koriiljaras esetén a derivaltak
a 2.2 lemma alapjan

P(s—) = SiIAIB B sir}& 65 D(s—) = sir125A B siriQd _ <00§B B coAsoAz>7 (3.1)
b a b2 a? b a

ahol a, b, &, B a megfelel6 végpontok tavolsidga, és az érintével bezart szogek.

Els6 esetben valasszunk egy olyan g(s) pontot, ami nem esik az S egyenesére.
Ekkor ha a kortiljarasi irdny valtozik, akkor megeserélddik az A és a B pont, ezért
fennallnak az a = b és b = a, valamint az & = 1 — [ és B = m — « Osszefiiggések,
azaz .

sin sin@  sina  sin
v(s—) = lA)ﬁ T . bﬁ = —v(s+)

és

sin 23 sin 2& coS B coS @)

p(s—) = b - 0 - (2 -2

b2 a? b a
—sin2a  —sin2p —cosa  —cosf .
I R ( a b ) = #s+),

vagyis v(s+) + v(s—) =0 és U(s+) — i(s—) = 0.
Amennyiben a g(s) pont az S egyenesére esik, akkor A és B nem cserélédik meg,
tehat a = a és b = b, valamint o = 8 és @ = f = m — «, tehat

sinff  sina@ sinf8  sina

v(s—) = e = U(s+)
és
. sin 23 sin 2& cos B cos (v
oy B2z (cnd_
b a b a
—sin2f  —sin2a —cosfB —cosa .
TR @ ~( b« ) = -ils+)

vagyis igy v(s+) — v(s—) =0 és U(s+) + (s—) = 0.

A fenti megfontoldsok motivaljak a derivalt hasznalatat a takarési fiiggvény vizs-
galatakor. Tekintsiink egy C kort, benne pedig az S; és az Sy szakaszt, amelyeknek
adott a 75, .s,(8) 1= vs, (8) + vs,(s) takarasi fliggvénye a koron. Ha a kor egy g(s1)
pontjaban csak az S; szakasz egyenese metszi a kort, akkor a g(s;) végpontu hurra
es6 Sy szakasz (s1+) és U(s;+) derivaltjai meghatarozhatoak az
7._51,32 (S+> + 7'_51,32(8_) 7';51732<S+) — 7';31752(8_)

2 2

Osszefiiggésekbdl, hiszen a fenti képletekben az S, szakaszhoz tartozé derivaltak
kiejtik egyméast, mig az S; szakaszhoz tartozoak pedig 0sszeadddnak.

D(Sl‘i‘) =

5(814‘) =

(3.2)

Legyen a tovabbiakban g(s1) és g(s2) a kor azon pontjai, ahol az S szakasz egye-
nese metszi a kort. Figyelemmel a 2.6 és 2.7 tételekre, természetesen meriil fel a
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kérdés, hogy ha a masodrendii derivaltakat is figyelembe vessziik, akkor mi allithato
az S szakaszrol. Igy jutunk el a kévetkezs tételhez.

3.1. Tétel A g(s1)g(s2) hirra esé S szakaszt a v(s1+) és V(s1+) értékek meghatd-
rozzdk.

Bizonyitas. A tovabbiakban r(s;+)-t réviden v-vel, (s1+)-t pedig v-vel jeldljik.
A 2.2 lemma masodik egyenletét atrendezve és az els6t behelyettesitve adodik, hogy

. sin2a  sin2« coOs  COS« . 1 1 1 1
= e (e ) = (g ) —eosa) (5-7)

v . 1 1
= — <51n2a<——|——>—cosa>,
sin av b a

melyet tovabb rendezve a tavolsag reciprokok sszegére és kiilonbségére

gsina 4 o9 oy B v 1 B 1 1
sm2a - 2cosa 2sina b

v 11

sina b a

adodik. A kettd kiilonbségébdl és 6sszegébdl kapJuk és i értékét amikbdol

b:2<,, . l)sin2a. ' ): 2sin 2« (3.3)
vsina + (14 20)0 cos vsina 4 cosa+ 20 cosar’
v sin 2 2sin 2
Y ( . vsindo ): sin 2« (3.4)
Usina + (1 — 20)v cos zsine 4 cosaq — 20 cosav
Ez egyértelmien meghatarozza a hiron az S szakaszt. U

3.2. Tétel A v(s1+) ési(s1+) értékek hosszabb hiron hosszabb szakaszt hatdroznak
meg.

Bizonyitas. A hur hossza h = 2sina. A (3.3) és (3.4) szerint az erre es6 S szakasz

hossza o
—8rsin 2cr cos o

lla)=a—b= (3.5)

(2802 4 cos ar)? — 402 cos? o

Megmutatjuk, hogy ez a fiiggvény a (0, 7] intervallumon szigortian monoton névekv,
mert « szerinti derivéltja ezen az intervallumon mindig pozitiv.
El6szor szamoljuk ki az f-fel jelolt szamlalo derivaltjat:

2 3

f' = (—8vsin2acosa) = —160(sina cos® a) = —160(cos® o — 2sin® v cos )
= —16v cos a(cos® a — 2sin o) = —161 cos av cos 2ar + 81 sin 2a sin a.

Majd a g-vel jelolt nevezé derivaltjat:
Usin o 2 !
g = (( - —l—cosa) — 41% cos? 04>
v
5

2 U
= <—> sin? o + 2= sin «v cos a + cos? o — 4% cos? 04)
v v

/

= <—> 2sinacosa + — cos?a — 2—sin? o — 2 cos asin a + 812 sin v cos o
v v

) ,
z) sin 2a — sin 2c + 4% sin 200 + 2Z(COSZ a — sin® )
v v
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- .
= sin 204((2') -1+ 41’/2) + 2Z cos 2av.
v v
Mivel (f/g) = %, elég csak az f'g— fg' alaka szamlalo pozitivitasat kimutatni.
Ennek elsé tagja

/ o . 2 > %

fg = —8Vsm2acos&<sm204(<f) —1+4v ) 42— cos?a),
% v

melybdl a sin 2o = 2sin a cos ar és a cos 2a = cos? o — sin? o azonosségok felhaszné-
lasa, valamint a zardjelek kibontasa utan

fqg =-— 32y<<—,> -1+ 4u2> sin? a cos® o — 320 sin v cos* o + 320 sin® & cos®
v
D2
:32< e sin? avcos® a + v sin® avcos® o — 403 sin
v

2 acos® a — v sin a cos® a+

+ Usin® o cos? a)

adodik. A kivonandoéra azt kapjuk hogy

f'g = — 160(cos® a — 2sin* v cos ) x

X ((—) sin? o + 2— sin v cos a + + cos? o — 412 cos? a)
v v
..2
Ve,
=—16— sin? v cos
v
52
+ 32— sin* @ cos a + 641 sin® o cos® a + 320 sin? o cos® a—
v
— 1283 sin o? cos® .

3 4

a — 320 sin o cos* a« — 160 cos® o + 6413 cos® a+

A két kifejezést egymasbol kivonva, elvégezve az egyszertisitéseket, kideriil, hogy

..2
f'g—fg = 161 sin? o cos® v — 160 cos® o + 641° cos® a+
v
1;2
+ 32— sin* accos o + 327 sin® v cos? a. (3.6)
v

Vizsgaljuk meg elGjel szempontjabol ezt a kifejezést! Nyilvan sina > 0, cosa > 0,

v > 0 és mivel %—i— L L 41— _1 hiszen a maximalis tavolsag ami elérhets
L a ” 2sina 2sin a sina? 4
a hirhossz, az is teljesiil hogy
. v ) 1 1 . CoS Qv
U= - <31n2a<—+—) —cosa) >v—— > 0. (3.7)
sin a b a sin a

A (3.6) képletben a masodik tag kivételével tehat minden tag pozitiv. Az elss két
tagot a (3.7) Osszefliggéssel vizsgélva
..2

16V—, sin? o cos® o — 160 cos® o > 161)(
v

COS &

2
> sinavcos® a — 1617 cos®a =0 (3.8)

sin «
adodik, ami igazolja, hogy I’ nagyobb mint 0, azaz az « szog novelésével a huaron

1év6 szakasz hossza szigortt monoton né a (0, 7] intervallumon.

Mar csak be kell latnunk, hogy az [ fiiggvény a [7, 7] intervallumon szigord mo-
noton csékken. Lathato, hogy ha a (3.5) képletbe o € (0, 5] helyett (7 — a)-t frunk,
attol a tort értéke nem valtozik, tehat minden « € (0, 7]-ra l(a) = I(7m — «) fennall,

vagyis az [ fliggvény a megfelel§ intervallumon valéban szigoriian monoton csokkend.
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Ezzel belattuk, hogy a hosszabb hiiron a derivaltak hosszabb szakaszt hataroznak
meg. 0

3.3. Lemma Ha az 81,8y szakaszpdr takardsi fliggvénye a kéron hdarom pontban
nem differencialhato, akkor a takardsi fligguény egyértelmien meghatdrozza a két
szakaszt.

Bizonyitas. Jelolje ezeket a nem differencialhatosagi pontokat g(sy), g(sz2) és g(ss3).
Ezek koziil pontosan egyben, mondjuk g(s3)-ban a takarasi figgvény értéke 0, igy a
szakaszok hurjai egyértelmtiek. A g(s1)g(ss) hirra es6 Sy szakasz vs, (s1) és Vs, ($1)
derivaltjai a takarasi fliggvénybdl meghatarozhatoak a (3.2) alapjan, amelyekbdl
a 3.1 tétel szerint a szakasz egyértelmiien meghatarozott. Hasonl6an megkapha-
t6 g(s2)g(s3) hiwra esS szakasz is, igy ebben az esetben a takarési fliggvénybdl a
szakaszok meghatarozhatoak. U

g(s3)

N

9(s1)

9(s2)

3.1. abra. Két szakasz, illetve ezen szakaszok latoszogfiiggvényei
kékkel és zolddel, valamint a 7s, s, takarasi fiiggvény pirossal, ha a
7s,.s, hdrom pontban nem differencialhato.

A fenti 2.4 szimmetria-tétel, és a 3.2 tétel segitségével belathatd két adott hosszi-
sagu szakasz takarasi fliggvényiik altali meghatarozhatosiga.

3.4. Tétel Egy szakaszpdr egy koron beliili kiillonbézd nem becsapos elhelyezésekben
ktilonbozd takardsi fliigguényt hatdroz meg a kéron.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik olyan Si, Sy szakaszpar, amely két kiilonbo-
z8, nem becsapods elhelyezkedésben is ugyanazt a fliggvényt adja a C korén. Ezen
szakaszpar két elhelyezését jelolje a tovabbiakban S1, S; illetve 31, 32.

A bizonyitas a kozos takarasi fliggvény nem differencidlhatoségi pontjainak szama
alapjan torténik.

HA HAROM PONTBAN NEM DIFFERENCIALHATO A TAKARASI FUGGVENY
Ekkor a fentinél altalanosabb allités is igaz, amint azt a 3.3 lemma mutatja.

HA NEGY PONTBAN NEM DIFFERENCIALHATO A TAKARASI FUGGVENY

Legyen ez a négy pont g(s1),9(s2),g(s3) és g(s4). ElGszor azt az esetet nézzik,
amikor semelyik két szakasz nem esik ugyanazon hurra. Ekkor a S; és S, szaka-
szok hurjainak van kozos végpontja, az altalanossag megszoritasa nélkiil ez a pont
legyen a g(s1), a két hir pedig rendre g(s1)g(s2) és g(s1)g(s3). Az indirekt felte-
vés miatt a két kiilonb6z6 elhelyezkedés takarasi fliggvénye megegyezik, ami miatt
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Vs (s1) = Ug (s1) &s ii57(s1) = Vg (51) teljesiil. Viszont mivel S; és S, hossza meg-
egyezik, a 3.2 tétel miatt a két szakasz huarjai egyenls hosszuak, azaz g(s1)g(s2) és
9(s1)g(s3) szimmetrikusak egy, a kor kozéppontjan és g(s;) ponton atmend o egye-
nesre. Viszont ekkor a g(s3)g(ss) és g(s2)g(s4) hirokra, amelyekre rendre a Sy és

S, szakaszok esnek, hasonloképp igaz, hogy szimmetrikusak, igy g(s4) is réesik a o
tengelyre. Tehat a g(s1), g(s2), g(s3) és g(s4) pontok egy deltoidot hataroznak meg,
ahol a szimmetria tengely a g(s1)g(ss) egyenesen van. Az ©(sy) és i(s1) értékek a
szimmetrikus harokon szimmetrikus S és 31 szakaszokat hataroznak meg, illetve
hasonloképpen az S, ¢és S, szakaszok is szimmetrikusak lesznek a o egyenesre.

9(s4)

g(s1)
3.2. Abra. Ha egy szakaszpéarnak létezne kettd kiilonb6zé elhelyezése,
amelyek ugyanazon négy pontban adnak nem differencialhaté takarasi
fliggvényt a koron, ugy ezen hurok egy deltoidot adnak.

Ekkor ha egy nem a o egyenesre esd tetszéleges g(ss) pontbol az Sy, Sy szakaszpér
takarasi szama 7(ss), akkor g(s;) o-ra vett tiikkorképében az Sy, S, szakaszparnak is
T(s5) a takarasi szama, a szakaszok szimmetridja miatt. Az indirekt feltétel miatt
viszont g(ss)-ben Sy, S, szakaszparnak is 7(s5) a takardsi szama, tehat ekkor a kozos
takarasi fliggvény szimmetrikus o-ra. Ebbdl viszont ellentmondasra jutottunk, mert
a 2.4 szimmetria-tétel miatt a takarasi fliggvény szimmetridjabol kovetkeznie kell a
szakaszok szimmetridjanak, ami a harok elhelyezkedése miatt most nem all fenn.

Ha S, S, valamint So, Sy paronként azonos hiirokra esnek, az egy hurra esé szaka-
szok latoszogfliggvényeinek derivaltjai a hurvégpontokban meghatarozhatoak a (3.2)
alapjan és a 3.1 tétel szerint az azonos hurokra esg szakaszok egybeesnek, ami szin-
tén ellentmondas.

HA KET PONTBAN NEM DIFFERENCIALHATO A TAKARASI FUGGVENY

Ekkor az S; és az S; szakaszok o szimmetriatengelyérdl a két szakasz azonos szog
alatt latszodik. Legyen g(s1) és g(s2) az a két pont, ahol ez a tengely metszi a C
kort. Ezekben a pontokban az indirekt feltevés miatt Sy és 82 is azonos szog alatt
kell hogy latszodjanak, azaz ezen két szakasz szimmetriatengelye egybe kell essen
o-val. Tehét a szakaszparok egymés o-ra vett tiikorképei.

Ha a o egyenes atmegy a C kor kozéppontjan, akkor egy, nem a tengelyre esé
g(s3) pontbdl az S, S, szakaszpar takarasi szdma 7(s3). Viszont a szimmetria
miatt, a g(s3) o-ra vett tiikorképében S, S, takarasi szama is 7(s3) lesz, igy az
indirekt feltevés miatt az Sy, S, takarasi fiiggvénye szimmetrikus a koron. Ekkor a
2.4 szimmetria-tétel alapjan a szakaszpérok is szimmetrikusak, és helyzetiik a 2.5
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tétel értelmében egyértelmien ki is szamolhato, azaz a két szakaszpar egybeesik,
ami ellentmond az eredeti feltevésnek.

Amennyiben a ¢ egyenes nem megy at a kdzépponton, ugy a C kort egy rovidebb
és egy hosszabb korivre bontja. A kort o-ra tiikrozve, az igy kapott g(si), g(s2)
csucsi két orson, az el6bbi megfontolassal élve, a takarasi fiiggvény szimmetrikus
lesz. Be fogjuk latni, hogy az orsokon szimmetrikus takarasi fiiggvények esetén a
szakaszok is szimmetrikusan helyezkednek el.

g(s1)

9(s6)

9(s3)

g(s2)
3.3. dAbra. Ha a két orson a takarasi fliggvény szimmetrikus, akkor
az azt meghatarozo szakaszok is szimmetrikusan helyezkednek el.

Tekintsiik az Sy, S, szakaszpar takarasi fiiggvényét! Legyen a szakaszok egyenesének
és a két kornek a metszéspontjai sorban g(s3), g(s4), g(ss) és g(se). Ekkor a szim-
metriabol, és abbodl, hogy a hurvégpontokban azonosak a jobb és bal irdny szerinti
derivaltak

7L(S3+) = 7"(564—) és 7"(544—) = 7L(S5+)

kovetkezik. Legyen a két ors6 hurjanak a hossza [ < h, a hir és végpontokba huzott
érint6 altal bezart szog o, az Sy és S, szakaszok végpontjainak az elGjeles tavolsaga
a o tengely és a hur metszéspontjatol rendre a < b és ¢ < d. Ekkor a 2.2 lemma
alapjén a

NN SRS SRR SN C'ee RS SRS SN B
h+a h+b h+c¢ h+d sina h—-b h—a h—d h-—c
(3.9)
1 1 | 1 i(sat) 1 1 1 1

I ta T4b T4e T4d sma 1-bv 1-ai1-d 1 ¢

egyenletekhez jutunk. Atrendezve rendre az els6 és a masodik egyenletet, valamint
leosztva 2h-val illetve 2[-lel, kapjuk hogy

(= V) (0 = &) (12 = &)
(W2 = @) = &) = (7 = P)(> = &) + (12 = P) (7 = &)
(P = )2 =) = &)
P-AP-@)-C-)P-d)+ -2 —c)

h? —a? =

l2_a2:
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A két egyenletet kivonva egymasbol a
(h? — b2)(h? — 2)(h? — d?)
(h? — c?)(h? — d?) — (h? = b?)(h? — d2) + (h? — b?)(h? — ?)
(2 =) (2 = ) — d?)
(2—=)(2—a?)—(12=02)(12 —d?) + (12 = b*)(I1? = ?)
egyenlethez jutunk. Felszorozva a nevezokkel, és (h? — b?)-et és (12 — b?)-et kiemelve,
(R* — P)[(h? — ) (h* — d*) + (h* — b*)(d* — )] x (3.10)
x [(1* = )1 = d*) + (I = b*)(d* — )]
=(h* = b*)(h* = *)(h* = &*)[(I* = *)(I* = d*) + (17 = b*)(d* — ¢*)]—
— (P =) = )P = d)[(B* = ) (h* = d) + (h* = b*)(d* — )]
majd elvégezve a szorzasokat és tjra szorzatta alakitva

(h2 . l2)(h2 . 2)(h2 . d2)(l2 . 02)(l2 . d2)—|—

h2—l2:

+(h* = 1)(h* = ) (h* — d*)(1* = b)(d* — *)+

+ (B = P)(* = 0*)(d* = *)(I* = *)(I* — d*)+

+(h* = P)(h* = b)(d* = *)(I* = b*)(d” — )
=(h* = ") (h* — ¢*)(h* — d2)(l2 ) (I — dz)

+ (h* = b*)(h* = *)(h* — d*)(I* = b*)(d” — ¢*)—

)
— (P =) (1 = )1 = d)(h* = ) (h* — d*)—
— (P =) (1 = )P = d*)(h* = 0)(d” — )
=(n* = ") (1* = 0*)(d* = A)[(h* — ) (h* — d*) — (I* = *)(I* — )]+
+ (P = &) (1P = &) (h? = &) (W* = ) (h* = 1)
adodik. Ezt O-ra rendezve
0 =(h* =) (I? = b*)(d* — A)[(h* — ) (h* —d*) — (1> = &) (> —d?)]—  (3.11)
— (W2 = 1) (h? = A)(h? — d*)(12 — b*)(d® — ) —
— (W2 = D) (h? = B)(d® — (12 — A) (12 — d?)—
— (h* = )(h* = b)(d* — *)(I* = b*)(d" — ),
majd, mivel
(W =)0 = d*) = (P = )PP =) = (B =)W + 1P = & = &)
és igy
(B2 = A (W —d*) — (I = A (> = d?) — (d* = &2)(h* = I?) = (B* = [®)(=2d* + h* +1?),
a (3.11) els6 és negyedik, illetve méasodik és harmadik tagjabol kiemelve kapjuk,
hogy
0 =(h* = b*)(I? = b*)(d* — ) (h* — I*)(—2d* + h* + I*)—
— (W = P) &> = AW = A) (W — &) (1* = %) + (B* = b°) (I = &) (1P — d%)].
Mivel d # ¢ és h # [ ezért (h* — %) és (d* — ¢*)-el val6 leosztas utan marad a
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0=(h* =) (1> = b*)(=2d*> + K> + ) — (W* — ) (hW* — &*)(I* = v*)—
— (B =0") (I = ) (* — &)
egyenlGség. A zarojeleket felbontva,
0 = — 2b*d* + 2b%*d? + b*h? — b2*h? + b*d*h? — Ad*h*+
VU2 — V2P + D2dP1? — AP — 202RP1% + 267 RhP1P
majd tjra csoportositva jutunk a
0= —(b> — ) (2R + b*(2d*> — h? — 1) — d*(h* + 7)) (3.12)

alakhoz. Ha a szorzat elss tényezdje 0, akkor b = +c¢ adodik. Visszairva ezt az (3.9)-
be, a = +d eredményt kapunk. A négy lehetséges megoldaspér koziil azonban az
a=désb=cilletve az a = —d és b = ¢ végeredmények az a < b és c < d feltételek
miatt nem teljesiilhet. Ha a = —d és b = ¢, akkor az egy hurra es§ szakaszoknak
pontosan egy kozos pontjuk van, de a becsapos szakaszpéarokat kizartuk. Tehat az
egyetlen megoldas az a = —d és b = —c, ami azt jelenti hogy a szakaszok a o
tengelyre szimmetrikusan helyezkednek el. Ha a (3.12) mésodik tényezdje 0, akkor

o d*(R*+1?) — 2R
22 —h2—12
ami szintén ellentmondas, hiszen b* > 2, mert
d*(h? + %) — 2h212
2d% — h? — [?
ugyanis a negativ nevezével felszorozva d?(h? + [?) — 2h*1* < [?(2d* — h? —[?), majd
atrendezve (d* —1?)(h? —1?) < 0 ad6dik, amely mindig teljesiil hiszen az els6 tényezs
negativ, a masodik pedig pozitiv. -
Kaptuk tehét, hogy a C korben elhelyezkeds S; és Sy szakaszok egymas tiikor-
képei, illetve a Sy, Sy szakaszpéart o-ra tiikrozve Sy, Sy szakaszpart kapjuk. A ketts

szimmetria Osszevetése eredményezi hogy a két szakaszparnak egybe kell esnie, ami
ellentmond az eredeti indirekt feltevésiinknek. U

b

> 2

A kovetkezSkben altalanosabb gorbéken szeretnénk egy szakaszpéar takarasi fiigg-
vényét vizsgalni. A 2.1 lemma az alabbi alakban fogalmazhat6é meg, ha a C egy zart
konvex gorbe.

3.5. Lemma Egy S = AB szakasz C konvex zdrt gorbén vett v ldtdszégfigguényének
derivdltjai
sin B(s)  sina(s)

b(s) a(s)

; _ sin2f3(s)  sin2a(s) cos 3(s)  cosa(s)
=" aw O )

ahol v(s+) és U(s+) a pozitiv koriljdrdsi irdnnyal adodo elsé és masodrendd derivdlt.

U(s+) =

A 3.1 lemma zart konvex C gorbe esetén is érvényben marad, azaz a C gorbe
egy adott hurjara es6 S szakasz kiszamolhat6 az egyik végpontban felvett elsd és
méasodrendd derivalt értékébsl. A bizonyitas menete valtozatlan, csak a szakasz
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végpontjainak hurvégponttol vett tavolsagaba keriil bele a C gorbe hurvégpontbeli
K értéke:
20U sin 2« 2v sin 2a

¢ Usina + (kK — 20)v cos a Usina + (k + 20)0 cos a (3:13)

Valamint tovabbra is ki tudjuk olvasni két szakasz takarési fiiggvényébdl az egyes
szakaszok latoszogfiiggvényeinek a derivaltjat, azokban a pontokban, ahol csak az
egyik szakasz egyenese metszi a C gorbét, a (3.2) képletek segitségével.

A fenti megfontolasok és a 2. szakaszban targyalt ekvioptikus gorbék segitségével
0j allitasokhoz juthatunk. A 2.11 tétel szerint két szakaszpar ekvioptikusa egy algeb-
rai gorbe része. Beézout tétele [10] szerint két, kozos komponenstsl mentes algebrai
gorbe metszéspontjainak szama legfeljebb a gorbék fokszaméanak szorzata, ezért egy
algebrai C gorbe, és a szakaszparok evioptukuséat tartalmazo algebrai-gérbe véges
sok pontban metszheti egymast gy, hogy a C ne legyen az ekvioptikus része. Ebbdl
kovetkezik az alabbi allitas.

3.6. Tétel Ha a C algebrai gorbe eqy nyilt ivén két szakaszpdr takardsi szama meg-
egyezik, akkor a szakaszpdrok takardsi fiigguénye az egész C gorbén megegyezik.

Az ekvioptikusokat felhasznalva az alabbi allitas is bebizonyithato:

3.7. Tétel Ha egy C gorbe nem része algebrai gorbének, akkor egy nem becsapds
81,8y szakaszpdrt a gorbén felvett Ts, s, takardsi fiigguénye egyértelmien meghatdroz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik két kiilonbozd szakaszpar is, amelynek ugyan-
az a takarasi fliggvénye a C gorbén. Ekkor tehat a gorbe ezen két szakaszpar ekviop-
tikusanak része, ami viszont a 2.11 tétel értelmében egy algebrai gorbe része, tehat
ellentmondésra jutottunk. 0

A kovetkezd szimmetria-tétel ugyanezen megfontolasbol adodik.

3.8. Tétel Ha egy o tengelyre szimmetrikus C gorbe nem része algebrai gorbének,
akkor eqy szakaszpdr takardsi fliigguénye a gorbén akkor és csak akkor szimmetrikus
o-ra, ha a szakaszok eqgymds vagy onnon maguk tikorképei a o egyenesre nézve.

Bizonyitas. Szimmetrikus szakaszokbol természetesen kovetkezik a fiiggvény szim-
metriaja.

Ha egy nem szimmetrikus elhelyezkedésti szakaszpar fliggvénye szimmetrikus, ak-
kor a o tengelyre tiikrozve a szakaszokat, a tiikorkép szakaszparnak is ugyanaz lesz a
takarasi fiiggvénye a koron. Azaz a két kiilonboz6 szakaszpar ekvioptikusanak része
a C gorbe, ami ellentmondana a 2.11 tételnek. Igy a szakaszparnak a o tengelyre
nézve szimmetrikusan kell elhelyezkedniiik. 0

A 3.4 tétel bizonyitasa soran talalkoztunk orson adott takarasi fliggvénnyel, ami
utan felmeriil a kérdés, ha két szakasznak egy orson szimmetrikus a takarasi fiige-
vénye, akkor kovetkezik-e ebbdl, hogy a szakaszpar szimmetrikus elhelyezkedésti.
S6t, a 3.6 tétel segitségével altalanosabb gorbéken is értelmezhetd a szimmetria:
tekintsiink egy zéart C algebrai gérbét, és ezt a gorbét metszé o egyenest. Az egye-
nes két ivre bontja C-t. Ekkor hivjuk az egyik v, és ezen iv o-ra vett tiikorképét
algebrai-orsonak, o-t pedig ezen algebrai-orsé tengelyének.

3.9. Tétel A 7s, s, takardsi figguény a C konvex algebrai-orson akkor és csak ak-
kor szimmetrikus a C orso o tengelyére, ha a szakaszok egymds vagy dnnon maguk
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tiikorképei a o egyenesre nézve, vagy ha a két szakasz eqy o-ra merdleges egyenesre
esik, becsapos elhelyezkedéstiiek és az uniojuk szimmetrikus a o egyenesre.

Bizonyitas. A bizonyitas a szakaszok egyenesei és a C algebrai-orsé metszéspont-
jainak szdma szerint torténik.

HA A SZAKASZOK EGYENESEINEK ES C-NEK NEGY METSZESPONTJA VAN
Elsének azt az esetet nézziik, amikor ezen pontok egyike sem esik a o tengelyre.
Legyen ez a négy pont g(s1), g(s2) valamint ezek tiikorképei, rendre g(s3) és g(s4).
Ekkor a hurok 3 kiilonb6z6 helyzetben allhatnak.

Amenmyiben a két hitr a g(s1)g(s2) & a g(s3)g(s1) vagy a g(s1)g(s1) és g(52)g(s3),
azaz a hurok egymas tiikorképei, ugy a g(s;) végpontu hirra es§ S; szakaszt a
Us, (s1) és Ug, (s1) értékek, a g(s3) végpontu hirra esé S, szakaszt pedig a g, (s3+)
és Us,(s3+) értékek egyértelmien meghatérozzék. Mivel a hirok egymés o-ra vett
tiikorképei, a fiiggvény szimmetridja miatt a derivaltak is szimmetrikusak, ezért az
S; és Sy szakaszoknak is szimmetrikusnak kell lennitik.

9(54)

9(s3) 9(s3) 9(s2)

3.4. dbra. Ha a huarok egymas tiikdrképei, akkor a szimmetrikus
adatok egymassal szimmetrikus szakaszokat hataroznak meg.

Ha az 81 a g(s1)g(s3) hirra esik, akkor a hurvégpontokban 16v6 szimmetrikus ada-
tok egyenl§ tavolsdgokat adnak a szakasz végpontjaira, azaz S; énmaga o-ra vett
tiikorképe. Hasonléan belathatd S; szimmetrikussidga o-ra.

9(s4) S, g9(s1)

g(s) e/ g(s)

3.5. dbra. Ha a hiirok a tengelyre merdlegesek, akkor a szakaszok
szimmetrikusak a tengelyre.

Ha az egyik harvégpont a tengelyre esik, akkor egy masik hiarvégpontnak is a ten-
gelyre kell esnie. Legyen ez a két pont g(s1) és g(s2), a masik két szimmetrikus
pont pedig g(s3) és g(s4). Ekkor ha az egyik har a g(s1)g(ss), akkor ezen hurra ess
szakasz latoszogfiiggvénye szimmetrikus C-n, tehéat a masik szakasznak is szimmetri-
kus a latoszogfiiggvénye, ami nem lehet masképp, minthogy 6nmaga tiikorképe o-ra
nézve.
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9(s1)

So

9(s4) ) g(s3)

g(s2)

3.6. Abra. Ha az egyik hir egyenese egybeesik a tengellyel, akkor a
szakaszok szimmetrikusak a tengelyre.

A masik péarositas, amikor egy-egy hurvégpont esik a tengelyekre, nem lehetséges.
Tegyiik fel ugyanis, hogy az ilyen elhelyezkedést Sy, S, szakaszpar szimmetrikus
fiiggvényt hataroz meg az orson. Ekkor a szakaszpar o-ra vett tiikorképe, a szim-
metria miatt ugyanazt a fliggvényt hatédrozza meg az orsén. Ekkor a 3.6 tétel értel-
mében a két szakaszpar takarési fiiggvénye megegyezik az orsoét meghatéirozo teljes
két algebrai gorbén is, azaz a két algebrai gorbén felvett takarasi fiiggvények szim-
metrikusak. Viszont ekkor a szakasz hurjainak egyenesei, azoknak az aszimmetriaja
miatt a két algebrai gorbét nem szimmetrikus pontokban metszik, azaz a gérbéken
maéshol keletkeznek nem differencialhatosagi pontok, igy ellentmondéshoz jutunk.

9<31)

g(s3)

9(s2)

3.7. Abra. Ha a hurok egy-egy végpontja esik a tengelyre, a szakaszok
nem hatarozhatnak meg szimmetrikus fiiggvényt.

HA A SZAKASZOK EGYENESEINEK ES C-NEK HAROM METSZESPONTJA VAN

Ezen harom pont koziil pontosan egynek a tengelyre kell esnie. Ekkor a hiirok
szimmetrikusak, és az egymasra szimmetrikus hurvégpontokban a hurra esé szaka-
szok latoszogfiiggvényének els és masodrendd derivaltjai megegyeznek, amik szim-
metrikus szakaszokat hataroznak meg a hurokon.
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9(s1)

S
S

9(s3) 9(s2)

3.8. abra. Ha a szakaszok egyenesei a tengelyen metszik egymast, a
szimmetrikus adatok szimmetrikus szakaszokat hataroznak meg.

HA A SZAKASZOK EGYENESEINEK ES C-NEK KET METSZESPONTJA VAN
Ekkor ezen két pont legyen g(sq) és g(s2). Ha g(s1) és g(sq) a o-ra esik, az allitas
trividlis. Egyébként a takarési fliggvény szimmetridja miatt fennéallnak a

751,85, (81F) = Ts,.5,(52—) & Ts,.5,(511) = Ts,,5,(52—)

egyenlgségek. Ha a < b illetve ¢ < d jeloli a szakasz végpontjainak g(s1)-t6l vett ta-
volsagat, o a hirvégpontokba huzott érint6knek és a szakaszok egyeneseinek szogét,
h a hur hosszat, akkor a fenti egyenlGségrendszer elsé egyenlete a (3.5) alapjan

1 1 1 1 7"31’32 (81+) 7"31,32<82—) 1 1 1 1

E_E+E_3: sina_ sina :h—b_h—a+h—d_h—c (3.14)
alakt, masodrendi derivaltakra pedig fennall az

. sin2a  sin2a  sin2a  sin 2« cos « .

51,8, (811) = T e T2 e K(s1) SmaTsl,sz(Sﬁ)

. sin 2av sin 2av sin 2av sin 2« cos o .

o) = e T TR (oo g (e

osszefiiggés. Kihasznalva, hogy a kivonandok egyenlGek, hiszen a szimmetria miatt
a K gorbiiletek egyenlGek és 7s, s,(s14) = Ts,.5,(s2+) hiszen a nem derivalhatosagi
pontokban a jobb és bal irdny szerint vett elsérendt derivaltak megegyeznek, a
mésodik egyenletiink

S S S S S B SRR
a2 ¥ 2 &> (h—-b?2 (h—a)? (h—d)? (h—c)?

(3.15)

lesz.

g9(s1) S, T S, 9(s2)

A (3.14) és (3.15) egyenleteket egyszertibb alakra hozhatjuk, ha bevezetjiik az

S S SN NS IRV SRS NUNUR SN B
a h—a_a(h—a)_x’ c T h—c ¥ % 4 h—d_
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jeloléseket. Mivel

1 1 , 2 , 2
P (A e R
a (3.14) és (3.15) egyenletek az
T4y =z+1,
xQ—%x+y2—%y:zz—%z+t2—%t
alakra hozhatoak. Az els6 egyenlet 2/h-szorosat hozzaadva a méasodikhoz, az
rT+y==z+1t,

2?4yt =2 4t
egyenletrendszert kapjuk. Az elsé négyzetébdl kivonva a méasodik egyenletet, majd
osztva kettével azt kapjuk, hogy

T+y==z+1,
xy = zt.

Az els6 egyenletbdl kifejezett t-t a masodikba helyettesitve az zy = 2((x + y) — 2)
egyenlethez jutunk, ami a z-ben masodfoku

A —(r+y)ztay=(z—2)(z—y)=0 (3.16)

egyenlethez vezet, melynek két megoldasa z =y és z = .
Ha z = x akkor t = y. Mivel

h h

bh—b) " alh—a)

ebbdl kovetkezik a(h — a) = b(h — b), amib6l h(a — b) = (a — b)(a + b) adodik.

Ennek egyik megoldasa a = b, ami most nem teljesiilhet, hiszen a < b. Maésik

megoldasa a = h—b, ami vagy nem lesz megoldés, ha b < b—h, vagy pedig a szakasz

két végpontja egymas tiikorképei a tengelyre. Hasonléan a t = y egyenletbdl arra
juthatunk, hogy a méasik szakasz a tengelyre szimmetrikus.

Ha z = y akkor t = z. Ekkor négy lehetséges megoldas-par van. Ha b = c és

a = d, akkor az a < b és ¢ < d egyenlGtlenségek egyszerre nem teljestilhetnek, ezért

nem lesz megoldésa a problémanak. Ha b = c,a = h — d és az egyenl&tlenségek

teljesiilnek, akkor a két szakasz egy, a tengelyre szimmetrikus szakaszt hatdroz meg.

Ha b = h — ¢, a = d és az egyenl6tlenségek teljesiilnek, akkor is egy, a tengelyre

szimmetrikus szakaszt hataroz meg &y és S;. Ha pedigb=h —c,a=h —d és az

egyenlStlenségek is teljesiilnek, akkor a két szakasz egymas tiikorképe. O

(3.17)
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4. MULTIKOROK TAKARASI FUGGVENYE

Ebben a fejezetben korok takarési fliggvényérsl lesz szo. Célunk a szakaszokra ki-
mondott tételekhez hasonld allitasok elérése. Vizsgaljuk, hogy a K kérnek a C koron
felvett v(s) latoszogfiiggvénye meghatéarozza-e a kort, és ha igen, akkor hany pont-
ban elég ismerni a fliggvény, vagy annak derivaltjainak értékét. Majd vizsgéaljuk
a ICy és ICy kOrok 7y i, (s) takarasi fiiggvénye milyen esetekben lesz konstans a C
koron, illetve ha iy i, (s) szimmetrikus a koron, kévetkeztethetiink-e ebbdl a Ky és
ICo szimmetriajara.

O

\_/—\

4.1. abra. A zold és kék kor latoszogfiiggvényei zolddel és kékkel,
illetve a két fliggvény Osszege, a takarasi fliggvény pirossal

4.1. Lemma A K kort a C kéron adott v(s) figguény egyértelmien meghatdrozza.

Bizonyitas. A IC kor megszerkeszthets az alabbi médon. Amennyiben a v(s) fiigg-
vény nem konstans, tigy pontosan egy minimuma és egy maximuma van, és ezen
szélsGértékhelyek, valamint a IC és C kor kozéppontjai egy kozos e egyenesre esnek.
Ez adodik a 2.3 lemmébol, vagy abbdl a megfontolasbol, hogy a latdszog a sikon
kizarolag a kortdl vett tavolsagtol fiigg. Vegye fel a v(s) fliggvény a vy, minimuméat
a C kor g(s1) pontjaban, vy, maximumat a C kor g(sq) pontjaban. Ekkor g(s1)-ben
egY Vmin Sz0g, e szoglelezGji szoget, és g(s2)-ben egy vmax sz0gl, e szogfelezGji sz6-
get szerkesztve egy érinténégyszoget kapunk, melynek az egyetlen beirt kdre éppen

K.

9(s2)

g(s1)

Amennyiben a v(s) a C korén konstans, ugy C és K koncentrikusak. Vilagos, ha
a kor kozéppontja ismert, és legalabb a sik egy pontjabol ismerjiik a latoszoget, a
kor megszerkeszthetd. 0
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Mivel két nem koncentrikus kor ekivoptikusa a 2.12 tétel szerint egy Apolloniosz-
koriv, ami a téle kiilonbozé C kort legfeljebb 2 pontban metszheti, a fenti lemmabol
adodik a kovetkezs allitas.

4.2. Tétel Ha a C kérnek létezik 3 olyan pontja, melyekbdl a kor belsejében fekvd
Ky €s Ko korok egyforma szdg alatt latszodnak, akkor K1 = ICs.

Ha a C kor 3 pontjabol ismerjiik egy K kor 1latoszogét, akkor meg is szerkeszthetjiik

a K kort. Legyen a kor ezen harom pontja rendre g(s1), g(s2) és g(s3), a latoszogek

rendre «, 5 és 7. A g(s;) pont tavolsaga a K kor K kozéppontjatol legyen d;, ahol
1 =1,2,3, a IC kor sugara pedig r. Ekkor

sin S = = siné:L, sinzzi, (4.1)

2 dy’ 2 dy
amibdl

(4.2)

ami azt jelenti, hogy a K kozéppont g(s1) és g(s2)-t6l vett tavolsadgok aranya ismert,
azaz K rajta fekszik a g(s;) és g(s2) pontok Zﬁgggg
sonloan, K rajta fekszik a g(s2),g(s3) és g(s1),g(s3) megfelels aranyt Apolloniosz
korén. Az Apolléniosz korok a K pontban metszik egymast, a kézéppontot és egy

latoszoget ismerve pedig a K kor megszerkeszthetd.

aranyd Apolloniosz korén. Ha-

4.3. Tétel A K kort egyértelmien meghatdrozza barmely (v(s),v(s),v(s)) szamhdr-
mas.

Bizonyitas. A 2.3 lemma alapjan az alabbi 6sszefiiggéseket tudjuk a latoszogfiige-
vényrdl és annak derivaltjairol:

v=F-« (4.3)
D:sinﬁ—sina (4.4)
a
. 2 - . 2 . 2 . 2 -
5 sin 15} 2sm Q n (sin” «v —1—35111 B)r B cos 3 — cos « (4.5)
a a a

Mivel r = atg § ezért a (4.5) egyenlet a

. sin2B8 —sin2a  (sin®a +sin? ) tg 5 cosf—cosa
V= + —
a? a? a
alakra irhato at. ElGszor azt az esetet tekintsiik, amikor  # 0. A (4.3) képletbdl
f = a+ v, amit a (4.4)-be helyettesitve

(4.6)

. sin(a+v)—sina sinacosv+ cosasinv —sina
b= _

a a
(cosv — 1)sina + cos asinv

b

a

amibdl
(cosv — 1) sina + cos asin v

a= . (4.7)

v
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adodik. A (4.6)-ba beirva [ értékét azt kapjuk, hogy

. sin2(a+ v) — sin 2« N (sin® a + sin*(a + v)) tg % (Cos(a + v) — cos a)
U= — :
a? a? a

Felszorozva mindkét oldalt a?-tel és rendezve, az
0 = (sin 2(a+v)—sin 2a)+(sin® a+sin®(a+v)) tg g—a(cos(a+y)—cos a)—ia® (4.8)
egyenletet kapjuk. Egyszertsitsiik kiilon-kiilon a tagokat! Mivel,
sin2(« + v) = 2sin(a + v) cos(a + v)
= 2(sinacos v + cosasinv)(cos acos v — sinasin v)
= 2(sin o cos o cos® v — sin” avcos v sin v + cos® asin v cos v — cos asin asin® v)
= 2((cos® v — sin® V) sin a cos a + (cos vsin v/) (cos® o — sin? ),
az elsé tag
sin2(a + v) — sin 2«
= 2((cos® v — sin®v — 1) sin avcos a + (cos v sin ) (cos® a — sin® a))
= —4(cosvsinv)sin® a — 4sin® vsin accos a + 2 cos vsin v,

a masodik tag
(sin o + sin®*(a + v)) tg % = tg g(sin2 a + (sina cos v + cos acsin v)?)
=tg —((cos® v + 1) sin® & + 2sin v cos v cos asin a + sin® v cos® @)

=tg —((cos? v — sin? v + 1) sin? a + 2'sin v cos v cos asin v + sin’ v),

NI

a harmadik tag
a(cos(a + v)—cos )

1
=—((cosv — 1)sina + cosasinv)((cosv — 1) cosa — sin a cos v/)
v

:;(— cos v(cosv — 1) sin® a + sin v(cos v — 1) cos® a+
+ ((cosv — 1)* — sin v cos v) sin a cos @)
:%(((cos v(cosv — 1)) — (sinv(cosv — 1))) sin?® a+
+ ((cosv — 1)* — sinv cos v) sin a cos a + sin v(cos v — 1)),
a negyedik tag pedig
a’v = %((cosy —1)?sin® a + 2sin v(cos v — 1) sin a cos a + sin” v cos”® a)
= %(((COSV —1)* —sin®v) sin? a + 2 sin v(cos v — 1) sin acos a + sin” ).

Ezek szerint a (4.8) egyenlet atirhat6 az
Asin®a + Bsinacosa +C =0 (4.9)
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alakra, ahol az A, B és C' egylitthatok kiolvashatok a takarési fliggvénybdl, mégpedig
v
A=—4cosvsinv + tg E(cos2 v—sin®v+1)—

2

1 .
— —cosv(cosv — 1) —sinv(cosv — 1) — %((cosz/ —1)? —sin?v),
v v

v
B:—4sin2y—|—tg§281nycosy——,((COSI/—1)2—sinvcosu)—QSiny(cosy—1),
v
. 2 1. Vo
C =2cosvsinv +tg —sin“v — —sinv(cosv — 1) — — sin” v.
2 v v?

Az (4.9) egyenletet az

Al — cos 2« N Bsin?a LCo—0
2 2
alakra hozva, rendezve és leosztva
g 5 A —2C - A
sin 2a———————— — cos 2« = .
VA?+ B? VAZ+ B2 A2+ B?
adodik. Legyen v € (0, ) olyan, hogy cosy = ﬁ. Ekkor egyenletiink a
—2C - A
sin(2a — ) =

VA B

alakot veszi fel, melybdl

1( n ) —2C’—A> 1( ) —20—A>
o= — arcsin ———— va, a=—(m—~—arcsin ————
57 o gy 5 g ey

kovetkezik. Visszahelyettesitve § = « + v-be és a (4.7) képletbe, két kort kapunk
megoldéasként.

4.2. abra. Két korhoz is ugyanazon (v(s),r(s),v(s)) szamharmas
tartozik, de az egyik az egységkoron kiviil esik.
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Mivel minden lépésben ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, ezért nem jottek be
1j megoldasok, és nem is vesztettiink el megoldast. Ha a IC kort tikrozzik a g(s)
pontba huzott érinté egyenesére, az igy kapott X' kor o/, ' és a’ értékei megegyeznek
az eredeti kor «, § és a értékeivel, ezért g(s) pontban a K’ és K kordk (v(s), (s),v(s))
szamharmasai megegyeznek, igy az egyik megoldasunk KC-t, a méasik megoldasunk
K'-t kell adja. Viszont K a C koron kiviil fekszik, ezért ez hamis megoldés, tehat a
szamharmas val6ban egyértelmiien meghatarozza a K kort.

Ha v = 0, akkor a latoszogtiiggvénynek szélsGértéke van az adott pontban, ami
csak ugy lehet, hogy § = m — a, ahol « € (0,7/2). Ez a megfontolas ésav =0 —«
értéke egyértelmiien meghatarozza az érinték egyenesét. A kérdés, hogy kiilonbozé
a értékekre kiilonbozs U értékeket kapunk-e. Mivel most sin f = sina és cos § =
—cosa a (4.6) formula az

. 2 v
52—251n2a+2sm atg2+2008a (4.10)

a? a? a

alakra egyszertisodik. Mivel

w! ¢ (7r )_sin(
sy T\ ¢ ~ cos(

ezért a (4.10) egyenlet az

) cosa

SRINE]

-«
—a) sina’

—2s1n o cos o n 2cos

V= 2

a a
alakra hozhato, ami az a-ban méasodfokt Vo — 2a cos o+ sin 2a = 0 egyenletre vezet.

Ennek megoldasai

cosa + vV cos? a — Usin 2a

a4 = =
14

Vagyis, ha © < 0 (ilyenkor v maximalis), akkor a« = a_, mert a, < 0. Ha © > 0
(ilyenkor v minimaélis), akkor

cos a + v/cos2 oo — U sin 2c 2 sin av cos «
CL+ = =

> 2sin a,

1% "~ cosa — vcos2 o — Usin 2o
holott @ < 2sin«, mert a nem lehet hosszabb a hur hosszanal, igy a = a_. Tehat
mindkét esetben a = a_. U

Késsbb hasznunkra lesz a v(s) latoszogfiiggvény derivaltjainak felirasa az s fiigg-
vényében. Jelolje tovabbra is r a K kor sugarat, d az origdtol vett tavolsagat a
kozéppontnak, ¢ pedig az x tengely pozitiv félegyenese és a két kor kozéppontjat
Osszekotd szakasz altal bezart szoget. Jelolje h(s) a g(s) pont és a K kor kozéppont-
janak a tavolsagat.
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Ekkor sin 2 = I a koszinusz tétel miatt pedig h2(s) = 1+ d? — 2d cos(s — 1))
amiért .

(1+d? —2dcos(s — 1))/

Az (arcsinz) = \/1;_7 Osszefiiggést, és az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat

v(s) = 2arcsin (4.11)

alkalmazva a

—2dr sin(s — ) —2drsin(s — 1)

V(S) - 9 9 - r2
(1+ d? — 2d cos(s — 1))/ \/1 +d2— 2dcoS(S ) h3(s)y/1— h2(s)

képlethez jutunk. A mésodrendt derivalt vizsgalatdhoz elGszor a nevezd derivaltjat
nézziik, ami

2

Sadsin(s — v)h(s)y |1 - 2 + ()5 (1- hﬁ(s>)_1/2(2dsm,ff<; 9y

2

+ dr*sin(s — )b~ (s) (1 — h;(s) > _1/2.

= 3dsin(s — ¥)h(s)4 |1 - h2(s)

Ezért a masodrendi derivaltra a
_ —2drcos(s — 1) 6d%r sin®(s — ) 2d%r3 sin®(s — 1)
- 72 \1/2 r2 \1/2 r2 \3/2
hg(S)(l o h2(28)) h5(8)(1 B h2(28)) h7($)(1 B h2(28))

képletet kapjuk. A (4.11) képletbdl leolvashato, hogy egy kor latoszogfiiggvénye ana-
litikus, hiszen analitikus fiiggvényekbdl van Osszerakva. Ebbdl adodik a kdvetkezs
tétel:

4.4. Tétel Ha Ky...IC,, multikorok és KC)...KC!, multikordk takardsi fiiggvényei a C kor
eqy kis wén megegyezik, akkor az egész C korén megegyezik.

(4.12)

Bizonyitas. Mivel K;...KC,, takarasi fiiggvénye elGall a latoszogfiggvények Gssze-
geként, szintén analitikus fiiggvény lesz, azaz a C egy ivén ismerve az értékét, az
egyértelmien kiterjeszthetd lesz. 0

4.5. Lemma Ha a C egységkorben a IC kérnek az origoval egybe nem esd kézéppontja
az v tengelyre esik, akkor i(£7%) > 0.

Bizonyitas. Ekkor a origotol vett tavolsag d > 0, ¥ = 0 vagy ¢ = 7 és a tétel
szerint az s = 7 eseteket kell vizsgalnunk. Tehat (s — 1) = £%. Ekkor a (4.12)
képletbe behelyettesitve cos(s—1)) = 0 és sin?(s—1)) = 1. Az els6 tag tehat kiesik, a
masodik es a harmadik tagban a szamlalo ¢és a nevezd is pozitiv lesz, hiszen h(s) > 0
és (1 — s )) > 0. Ez eredményezi a lemmét. O

4.6. Tétel A C korben a Ky és Ky korok Tic, i, (s) takardsi fiigguénye akkor és csak
akkor konstans, ha a hdrom kér koncentrikus.

Bizonyitas. A korok koncentrikussagabol trividlisan adodik a konstans takarasi
fiiggvény:.

Tegyiik fel, hogy a takarasi fiiggvény konstans, de a két kor nem origdé koncent-
rikus. Ekkor KC; és Ko kor kozéppontjanak azonos atmérdre kell essenek, hisz ahol
a K; kor latoszogének maximuma van, ott a Ky kor latoszogének minimuma, és
forditva. Ez az atmérs az altalanossag megszoritasa nélkiil legyen az x tengely. Az
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indirekt feltevés miatt 0 = Tic, i, (S) = Uk, (S) + Pk, (s), azaz a masodik derivaltak
ellentétesek a koron. Viszont a 4.5 lemma szerint mindkét derivélt pozitiv az s = £7
helyen, azaz 7k, k,(£5) # 0, ami ellentmond az eredeti feltételnek. O

A szakaszokhoz hasonl6 modon, két korpar ekvioptikusa 2.13 értelmében egy al-
gebrai gorbe. Ekkor Bézout tételébdl itt is kovetkeznek az alabbiak:

4.7. Tétel Ha a C algebrai gorbe eqy nyilt wén két kérpdr takardsi szama megegye-
zik, akkor a kérpdrok egész C gorbén értelmezett takardsi fiigguénye megeqyezik.

4.8. Tétel Ha eqy C gorbe nem dll eld eqy algebrai gorbe részhalmazaként, akkor egy
K1, Ko korpart a gorbén felvett T, x, takardsi fiigguénye egyértelmien meghatdroz.

A tételek bizonyitasa ugyanaz, mint szakaszparok esetén.
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5. MEGOLDATLAN PROBLEMAK
Sejtéstink, hogy analitikus gorbékre kimondhato6 a kévetkezs.

5.1. Sejtés Ha a C konvex analitikus gorbe eqy nyilt wén ismert eqy szakaszpdr
takardsi fiigguénye, akkor a szakaszpdr takardsi figguénye az egész C gorbén megha-
tarozhato.

Sejtésiink alapjat a kovetkez6 megfontolas adja. Tudjuk [4], hogy egy szakasz 14-
toszogfliiggvénye analitikus gérbén analitikus. Két latoszogfiiggvény Osszege is ana-
litikus lesz, ezért az ivrél a C gérbén a nemdifferencialhatosagi pontokig egyértelmi
lesz a kiterjesztés.

g(s2) g(s1)  g(s2) g9(s1)

9(s2) g(s1)

5.1. Abra. A takarasi fiiggvény a kék ivrél egyértelmiien terjed ki a
9(s2) és g(s2) pontokig

A kérdés, hogy ezen pontokon til tudjuk-e folytatni a kiterjesztést. Ha az adott
nemdifferencialhatosagi pontban csak egy szakasz hirja metszi a gérbét, akkor ezen
szakasz latoszogtiiggvénye derivaltjainak értékét kordbbi modszereink segitségével
ebben a pontban a kiterjesztésbdl ki lehetne olvasni, amibél ez a szakasz megha-
tarozhato. A szakaszt ismerve, a szingularitds megsziintethets, igy a kiterjesztés
folytathato. Nyitott kérdés, ha két szakasz egyenese is metszi egymast a gorbe
ugyanazon pontjaban, akkor kiszamithato-e a folytatas.

Erdemes lenne tovabb vizsgéalni a szakaszparok/korparok ekvioptikus gérbéit is.
Kérdés, hogy kiilonboz6 szakaszparok/korparok ekvioptikus gorbéi lehetnek-e azo-
nosak és ha igen, milyen esetekben.



LukAcs PETER: Multiszakaszok és multikorok takarasi fliggvénye 35

IRODALOM

[1] K. J. FALCONER, X-ray problems for point sources, Proc. London Math. Soc., 46 (1983),
241-262, DOI: 10.1112/plms/s3-46.2.241. (1)

[2] R. J. GARDNER, Geometric Tomography, 2. kiadas, Cambridge University Press, Cambridge,
2006. DOIL: 10.1017/CBO9781107341029. (1)

[3] R. J. GARDNER és P. MCMULLEN, On Hammer’s X-ray problem, J. London Math. Soc.,
21 (1980), 171-175, DOIL: 10.1112/jlms/s2-21.1.171. (1)

[4] J. KiNcses és A. KURusa, Felismerhets-e egy alakzat az arnyékképeibdl, Polygon, 1:2
(1991), 69-71. (1, 34)

[5] A. KURUSA, You can recognize the shape of a figure by its shadows!, Geom. Dedicata,
59(1996), 113-125; DOI: 10.1007/BF00155723. (3)

[6] A. Kurusa, Can you see the bubbles in a foam?, Acta Sci. Math., Szeged, 58(2016), 663-694;
DOI: 10.14232/actasm-015-299-1 . (1)

[7] A. KuRrusa, Szakaszok ekvioptikusai, Polygon, 36 (2012), 43-57. (9, 10)

[8] P. LUKACS, Szakaszok takarasi szama, Polygon, XXIV /2.(2017), 29-41. (2, 7)

[9] P. LUKACS, Szakaszok takardsi szdma, Szakdolgozat, SZTE TTIK Bolyai Intézet, (2016).
(7)

[10] WIKIPEDIA, https://en.wikipedia.org/wiki/BYC3%A9zout%27s_theorem. (2, 22)


https://doi.org/10.1112/plms/s3-46.2.241
https://doi.org/10.1017/CBO9781107341029
https://doi.org/10.1112/jlms/s2-21.1.171
http://dx.doi.org/10.1007/BF00155723
https://doi.org/10.14232/actasm-015-299-1 
https://en.wikipedia.org/wiki/B%C3%A9zout%27s_theorem 

KOSZONETNYILVANITAS

Eztton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, dr. Kurusa Arpadnak, a
dolgozat elkészitéséhez nyujtott tiirelmes segitségéért.



NYILATKOZAT

Alulirott Lukacs Péter kijelentem, hogy a diplomamunkamban foglaltak a sajat mun-
kdm eredményei, és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, eszkoézok, stb.)
hasznaltam fel. Tudomasul veszem, hogy diplomamunkamat a Szegedi Tudoméany-
egyetem konyvtaraban a kolcsonozhetd konyvek kozott helyezik el, és az interneten
is nyilvanossagra hozhatjak.

Szeged, 2018. majus 18.

Lukéacs Péter



	1. Bevezetés
	2. Eloismeretek és elokészületek
	3. Multiszakaszok takarási függvénye
	4. Multikörök takarási függvénye
	5. Megoldatlan problémák
	Irodalom
	Köszönetnyilvánítás
	Nyilatkozat

