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Bevezetés

Dolgozatomban a kovetkezo feladattal foglalkoztam: N = 3000 bit hosszisagu
csomagokat szeretnénk atkiildeni egy p = 0.1 paramétert binaris szimmetrikus csa-
tornan keresztil. Olyan linearis kédokat kerestink, melyek informacios rataja 0.3
felett van és a csomagok kiildése soran a csomaghiba arany minimalis.

Egy rovid kédolaselméleti bevezeté utan részletesebben is ismertetem majd a
feladatot, melynek megoldasa érdekében egy konkatendlt kddot vizsgaltam, ahol a
kiils6 kod egy Reed-Solomon koéd, mig a bels6é kod egy binaris linearis kod. A bels6
kod egy bizonyos kiiszobértéktol fliggben, hibajelzésre vagy hibajavitasra alkalmaz-
hat6. Hibajelzés esetén tgynevezett torlések keletkeznek. A torléseket és esetleges
tovabbi hibakat tartalmazo tlizenetet ezutan a kiils6, Reed-Solomon kéd dekéddolja.
A 3. fejezetben ismertetem, hogy hogyan prébaltam meg megoldani a feladatot.

Az elébbi modszert implementaltam is a SageMath matematikai szoftver segitsé-
gével, illetve egyéb szamolasok elvégzésére is ezt a szoftvert haszndltam. Az imple-
mentaciét felhasznalva szimulaciokat készitettem kiillonboz6 paraméterek esetén, igy
a szamolasokon tul azt is lathatjuk, hogy a valésagban mennyire jol miikodik a ko-
dolas. Az utolsé fejezetben Osszefoglaltam a szamolasok és szimulacidék eredményeit,
az implementaciét pedig a fliggelékben helyeztem el.

Dave Forney [1] foglalkozott el6szor konkatenalt kédokkal. Az altala vizsgdlt
konkatenalt kod kiilsé kodja szintén Reed-Solomon kéd volt, belsé kédnak pedig
BCH koédot valasztott. Ennek a kdédnak az optimélis paramétereit hatarozta meg
kiilonbo6zo kritériumoknak megfeleloen, melyek eltérnek a dolgozatomban tekintett
kovetelményektél. A konkatendlt kodot vizsgdlta abban az esetben is, amikor a
bels6 kod torléseket is csinalhat. Forney belsé kddja egy fix kiiszobértéktdl fliggden
torolt, vagy javitott, mig dolgozatomban ez a kiiszobérték tobb értéket is felvehetett,

és ennek az optimalis értékét is meghataroztam.



1. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben osszefoglaljuk azokat a kddolaselméleti alapfogalmakat, me-

lyekre a dolgozat tovabbi részében sziikségiink lesz majd.

1.1. Digitalis kommunikaciés modell

Az 1.1-es dbran a digitalis kommunikacios rendszer alapvetd struktiraja lathato.
A felad6 egy zajos csatornan keresztiil szeretné eljuttatni tizenetét a cimzetthez. En-
nek érdekében a tovabbitandé m tizenetet el6szor kodoljuk, majd a kodolt tizenetet
kiildjiik 4t a csatornan keresztiil a cimzetthez. A csatorndban a zaj hatasara hibak
keletkezhetnek, vagyis az eredetileg elkiildott x kodolt lizenet helyett egy r = x + €
lizenet érkezik meg a cimzetthez. Az igy megkapott r iizenet segitségével, el6szor
megprobaljuk kijavitani a csatornaban keletkezett hibakat. Ha a hibajavitas megtor-
tént, akkor mar csak a dekddolast kell végrehajtanunk, hogy megkapjuk az eredeti
uzenetet.

A dolgozatban binaris szimmetrikus csatornaval fogunk dolgozni.

1.1.1. Definicié. Legyen p € (0,3%) rogzitett. Ekkor p-paraméterd bindris szim-
metrikus csatorndnak neveziink egy csatornat, mely a binaris lizeneteket bitenként
tovabbitja és minden bitet egymastol fiiggetleniil p valészintiséggel helytelentl, mig

1 — p valészintiséggel helyesen tovabbit. A p paramétert bithiba ardnynak nevezziik.

m X r=x+e

FELADO — > KODOLAS — > csaTorwa — , HIBAJAVITO

DEKODOLAS > cimzert

! ! ! !

iizenet kodolt iizenet megérkezett izenet dekodolt (izenet

1.1. abra.



Az angol elnevezésekbdl eredéen a binaris szimmetrikus csatornat (binary sim-
metric channel) réviden BSC-nek, a bithiba ardanyt (bit error ratio) pedig BER-nek
nevezziik.

A dekoédolésnal maximum likelihood dekodoldst fogunk alkalmazni, vagyis agy
szeretnénk dekodolni az tizeneteket, hogy minimalizaljuk annak a valdszintiségét,
hogy a dekddolas soran rossz kédszora dekdédolunk. Tehat, ha feltessziik, hogy a
csatornan az x kodszot kiildtik at és a megérkezett tizenetet X-ra dekddoltuk, akkor
a

Phiva = P(X # x| x)

valoszinliséget szeretnénk minimalizalni.

1.2. Blokk kédok

A tovabbiakban feltessziik, hogy az informaciot egy olyan @) dbécé segitségével
kodoljuk, mely ¢ kiilénb6z6é szimbolumot tartalmaz. Ha C C Q™ egy nem iires
részhalmaz, akkor C-t kodnak nevezziik. Ha g = 2, akkor bindris kodrol beszéliink.
Egy kédot blokk kodnak neveziink, ha a kddolt informéciot n hosszt blokkokra tudjuk
osztani, ugy hogy ezen blokkok egymastol fiiggetlentil dekodolhatdak. A blokkokat
kodszavaknak nevezzilk, az elobbi n szamot pedig, mely megadja, hogy egy blokk

milyen hossz, a kddszavak hosszdnak hivjuk.

1.2.1. Definicié. Ha x = (29, 21, ..., Zn_1) € Q", ¥ = (Yo, Y1, -, Yn_1) € Q", akkor
az X és y kédszavak Hamming-tdvolsagin (vagy réviden tdvolsdgdn) a kovetkezot
értjuk:

dix,y) ={i|0<i<n-—1, x; #yi}|,

az x kodszé sulydnak pedig a w(x) := d(x,0) téavolsdgot nevezziik.

Két kodszo tavolsaga megadja azon pozicidk szaméat, ahol a kodszavak eltérnek
egymastol és igy mérheto, hogy a kédszavak mennyire vannak kozel egymashoz.
Mint azt mar emlitettiik maximum likelihood dekddolast fogunk alkalmazni és BSC
esetén akkor lesz a legkisebb annak a valdszintisége, hogy rossz kddszéra dekdédolunk,
ha az r tizenetet arra az x kodszora dekddoljuk, mely a legkisebb tavolsagra van r-

tol. Ezt a médszert minimum tdvolsdig dekodoldsnak nevezziik.

1.2.2. Definicié. Egy C' C Q" kéd minimalis tdvolsigdnak a
d(C):=min{d(x,y) | x,y€C, x#y}
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értéket nevezziik, a kod minimadlis sulya pedig a kovetkezo:
w(C) :=min{w (x) | x€C, x+0}.
1.2.3. Definici6. Legyen

B,(z) ={y € Q" |d(x,y) <r},
azaz B, (z) egy x kozépponti, r sugari gémb.

Ha C' C Q", d = d(C) és t alegnagyobb olyan egész szam, melyre a By(c) (c € C)
goémbok diszjunktak, akkor

t:fi;lj.

Legyen
p(C) := maz {min{d(x,¢c) |ce C} | x € Q"}.

Ekkor p = p(C') az a legkisebb érték, mely esetén a B,(c) (c € C) gombok lefedik az
egész Q" halmazt. Ha az elobbi ¢ és p szamok megegyeznek, akkor a kodot perfekt
kodnak nevezzik, vagyis ha a kod d = 2t + 1 minimum tévolsagi és V x € Q"
esetén egyértelmiien létezik egy olyan kodszd, mely legfeljebb t tavolsagra van x-tol.

Vildgos, hogy ha a minimum tavolsag 2t 4 1, akkor a kod t-hibajavito.

1.3. Linearis kédok

A tovabbiakban @ = F, (ahol q egy primhatviny), azaz Q" = F; egy n-dimenziés

vektortér.

1.3.1. Definici6. Ha C' egy k dimenzids lineéaris altere az Fj vektortérnek, akkor

C-t linedris (n,k)-kédnak nevezzik.

1.3.2. Definicié. Egy k x n-es G matrix a C' lineéris (n,k)-kéd generdtor mdtriza,
ha a sorai C' egy bézisat alkotjak. Ha G = (I | Agn—k) alaki, ahol I a k x k-s

egységmatrix, akkor G-t szisztematikus generatormatriznak nevezzik.

Ha G a kdéd egy generatormatrixa, akkor egy x € F’; vektort gy tudunk kédolni,

hogy megszorozzuk a G matrixszal:

c=xG,



azaz

C:{XG]XE]F];}.

Ha G = (I | Akn—k) a kdd szisztematikus generatormétrixa, akkor
c=xG = (X ’ XAk,nfk)

és ekkor a kodszavak elsé k szimbolumat informdcios szimbolumoknak, a maradék

n — k szimbolumot pedig paritds ellendrzo szimbolumoknak nevezziik.

1.3.3. Definicié. A C kdd (informdcids) ratdjainak nevezzilk az alabbi szamot:

log, | C'| &k
R(C) = 7(]” = ﬁ

1.3.4. Tétel. Ha C egy linedris kéd, akkor d(C) = w(C).

1.3.5. Tétel (Singleton-korlat). Ha C' egy lineéris (n, k)-kdd, d = d(C') minimum
tavolsaggal, akkor
d<n-—k+1.

1.3.6. Definici6. Ha egy C' kod minimum tavolsaga eléri a Singleton-korlatot, azaz
d(C)=n—k+1,
akkor a kédot MDS-kédnak (maximum distance separable) nevezziik.

A legfontosabb kod paraméterek a rata és a minimum tavolsag. Ezek segitségével
tudjuk értékelni a kédunk hatékonysagat, a hibajelzé és a hibajavitd képességét. A
dolgozat késobbi részében ezen paraméterek segitségével prébalunk majd meg minél
hatékonyabb kodokat talalni.

A linearis kédok dekddolasahoz sziikségiink lesz még par tovabbi definiciora.

1.3.7. Definicié. Legyen C egy linedris (n,k)-kéd, G = (1), | Agn—r) pedig a kdéd
generator matrixa. Az aldbbi (n — k) X n-es matrixot a kéd paritds ellendrzéd mdt-

rizdnak nevezzuk:

o T
He= (~AL, | Loy).
A generator matrix és a paritas ellenérzo matrix ortogonalisak:

GH" = (I} | Apn_t) (—A}fm_k | L)' = —Apn i+ Ap e = Op .



Mivel minden ¢ € C kédvektor felirhaté ¢ = x G = (x | x Agn—x) alakban valamely

X € IF’; esetén, igy adodik a kovetkezo:
cH" = (x| x Appni) (—Agn_k | L) = —xAppp +xAppi=0.
Ezzel ekvivalens, hogy ha r HT # 0, akkor r ¢ C és fennéll az aldbbi:
rH' =0ereC,

azaz adott n — k paritas ellendrzé egyenlet, melyet minden kodszonak teljesitenie
kell.
Legyen ¢ € C az a kodvektor, melyet a csatorndn tovabbitottak, r € Fy pedig

az a vektor, amely a tovabbitas utan megérkezett. Ekkor
r=c+e,

ahol e = (eg, €1, ...,€,_1) € Fy a hibavektor, mely a csatornan valo tovabbitas kozben
keletkezett. Ha e; = 0, akkor az . pozicion nem keletkezett hiba, azonban, ha e; # 0,
akkor az i. pozicion hiba keletkezett a csatornaban.

A megkapott tizenetet a paritas ellen6rz6 matrix segitségével fogjuk tudni deko-

dolni. Minden r € F} vektor esetén meg tudjuk hatdrozni az
s.=rH" ¢ Fg_k

vektort, melyet az r vektor szindromdjdnak neveziink. A szindréma csupan a hiba-

vektortol fligg:
s=rH ' =(cte)H' =cH" +eH' =eH",

hiszen ¢ H” = 0, mert ¢ € C.

Ha az r vektorhoz tartozé szindroma nulla, akkor r egy kdédvektor. Ha e = 0,
akkor r = ¢, azaz a tovabbitds soran nem keletkezett hiba igy nincs sziikségiink
hibajavitasra, csak dekédolnunk kell az r vektort, hogy megkapjuk az eredetileg
kiildott iizenetet. Ha e # 0 és e HY = 0 mégis teljesiil, akkor a hibat nem tudjuk
jelezni.

Ha az r vektorhoz tartozé szindroma nem nulla, akkor a csatorndban hiba kelet-
kezett, melyet jelezni tudunk. Ebben az esetben sziikségiink van az r vektor hibaja-

vité dekddolasara, azaz eloszor meg kell talalnunk azt a kodszot, melyet eredetileg



kildtek. Ehhez meg kell hataroznunk az e hibavektort. Az r vektor ismeretében ki

tudjuk szamolni a hozza tartoz6 szindromat, majd az
s=eH”

n — k egyenletbdl all6 egyenletrendszer segitségével meg tudjuk hatarozni a hiba-
vektort.

Mivel C' részcsoportja Fy-nek, {gy vehetjik a C' szerinti mellékosztdlyozdsat.
Két vektor akkor és csak akkor lesz ugyanabban a mellékosztalyban, ha a hozzajuk

tartozo szindromak megegyeznek, hiszen
xH =y H' <= x -y e C.

Igy, ha a hozzédnk megérkezett r vektorhoz az e hibavektor tartozik, akkor az el6b-
biek értelmében r és e azonos mellékosztalyban taldlhatéak. Ahhoz, hogy az e
hibavektort meghatarozzuk, a maximum likelihood dekddolas miatt elegendd a mel-
lékosztalybol kivalasztanunk a legkisebb stulyu vektort.

Ha ilyen médon meghataroztuk az e vektort, akkor az r vektort az

/ / / /
r — <T07T17 ""TTL—l) =Tr—e G C

vektorra javitjuk, majd r'-t az
!/

o /o / k
x' = (rg, 1], 1p ) € B

vektorra dekddoljuk.



2. fejezet

A probléma ismertetése

A probléma ismertetése el6tt még szikségiink van par tovabbi definiciéra. A

tovdbbiakban legyen C' egy lineéris (n,k)-kod.

2.0.8. Definici6. Legyen w € C és jelolje P, annak a valészinliségét, hogy a w
kodszot helytelentl dekddoljuk:

Pc., =Pr(z € O\ {w} kédszéra dekédolunk | w kodszot kiildtiik).

Legyen tovabba P annak a valdsziniisége, hogy a csatornan megérkezett tlizenetet

helyteleniil dekédoljuk:
1

= — S Peo
]C‘ Z C,

wel

Pc

2.0.9. Definici6. Egy p paraméterti BSC esetén az aldbbi fliggvényt Shannon-

fiigguénynek, vagy entropia fiigguénynek nevezzilk

h(p) = —plogy p — (1 — p)logy(1 — p), 0<p<l).

2.0.10. Tétel (Shannon, 1948). Legyen € > 0 és 0 < R < 1 — h(p) rogzitett. Ekkor
elég nagy n esetén létezik olyan C' bindris linedris (n, k)-kéd, melyre teljesiil, hogy
R(C) = % > R gy, hogy P < e. Tovabbé, ha 1 — h(p) < R, akkor nem létezik
ilyen kod.

Tehat Shannon-tételébdl adodik, hogy adott p paraméterti BSC esetén létezik
olyan kod, mely hibazasanak a valoszinlisége egészen kicsi és az ilyen kodok ratajara

egy felso korlat is adddik az entrépia fiiggvény segitségével.

2.0.11. Definicidé. A csomaghiba ariny (PER - Packet Error Rate) a hibdsan atvitt

csomagok szama osztva az Osszes atvitt csomag szamaval.
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2.0.12. Megjegyzés. Egy csomagot akkor tekintiink hibasnak, ha legalabb egy bit

hibés benne.

A dolgozat tovabbi részében PER fogja jelolni a P valdszintiséget, azaz annak
a valészintiségét, hogy egy kddszo tovabbitasa soran hiba keletkezett, mig PERN
fogja jelolni annak a valdszinliségét, hogy egy N bit hosszisagu tizenet tovabbitasa
soran keletkezett hiba.

Egy linedris (n, k)-kéd esetében, ha ismerjiik a PER értékét, akkor a PERN

valoszinliséget az alabbi Osszefiiggéssel tudjuk kiszamolni:
PERy =1 — (1 - PER)/ 7,

A dolgozat irdsa kozben a kévetkezd problémaval foglalkoztam: egy p = 0.1 pa-
raméteri binaris szimmetrikus csatorndn keresztiil szeretnénk atkiildeni N = 3000
bit hosszisagi csomagokat. Ehhez olyan C bindris linearis kodokat szeretnénk ta-
lalni, melyekre teljesiil hogy R(C) > 0.3 és a csomaghiba val6szintiség, PERgog0 a
lehet6 legkisebb. A PER és PER3ggo valdszintiségeket szeretnénk szimulaciokkal

igazolni, igy a kodoknak hatékony dekddold algoritmussal kell rendelkezniiik.

2.0.13. Definicié. A PER valdszintiségekre vonatkozd szimulaciok eredményét
sPER, mig a PER 3090 valoszintiségekre vonatkozo szimulaciok eredményét sPER 3000

fogja jelolni.
Shannon tétele egy felsé korlatot ad szdmunkra a keresend6 koédok ratdjara:

R(C) < 1 —h(0.1) = 0.531

Feladat

Talaljunk olyan C' kdédokat, melyekre teljesiilnek az alabbiak:
« 0.3<R(C)<0.531

e PER3000 — min

2.0.14. Megjegyzés. A fenti feladatot kielégité kodokat "jé" kddoknak fogjuk ne-

vezni.
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3. fejezet

A vizsgalt kédolas

3.1. Reed-Solomon koédok

A Reed-Solomon kodok egy nagyon fontos csoportjat alkotjak a hibajavité kddok-
nak. Eredetileg Irving S. Reed és Gustave Solomon nevéhez fiiz6dik a kod (1960).
Tobb kiilonboz6 eljaras létezik a kddolasra és igy a kodszavak halmazanak definia-
lasara, de a dolgozatban az eredeti koncepciét ismertetem. Az implementalt kédo-
lasnal a Peterson altal kifejlesztett szindroma dekodolas torléses valtozatat alkal-
maztam. A Peterson féle dekddolasi eljarast nem ismertetem teljes részletességgel,
csupan a torlések dekédoldséra is alkalmas médositott algoritmust ismertetem. (Az

olvasé azonban megtallja a teljes leirast példaul [2] 5.4.1-es fejezetében.)

3.1.1. A kéd konstrukcidja

Legyen ¢ egy primhatvany, F, primitiv elemét pedig jelolje . Legyen n :=q¢—1,
k € N pedig legyen gy rogzitve, hogy 0 < k < n teljestljon. Jelolje Py, az F, [x]-beli,

k-nal alacsonyabb fokt polinomok halmazat, azaz

Pr := {p € F [z]| deg(p) < k}.

A Reed-Solomon kéd kodszavainak halmazat a kévetkezoképpen definialjuk:

C = {(p(1), p(a),p(e?),....p(a" 1)) | p € Py}.

3.1.1. Tétel. A C kéd egy lineéris (n, k)-kod, melynek minimum tévolsaga d(C') =
n —k + 1, azaz MDS-kéd.
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Legyen ev : P, — Fy a kovetkezd linedris leképezés:

ev(p) == (p(1),p(a),p(e?), ..., p(”1)).

Legyen m = (mq, my, ...,my_1) € Fr az {izenet, melyet kédolni szeretnénk. Az m

vektorhoz hozzarendeljik a p,,(x) € P polinomot a kovetkez6képpen:

k-1
pm(T) = Z m;x’.
i=0

Az m tizenet kédolasahoz venntink kell a hozzatartozé m(x) polinomot, majd kisza-
molni ev(p,,)-et.

A kéd generatormatrixat konnyen felirhatjuk az elobbi linearis leképezés segitsé-
gével. Nem kell mast tenniink, mint P, egy bazisat venniink, majd minden elemére
alkalmazni a linearis leképezést és igy meg is kapjuk C' egy bazisat. Vegyiik tehat

2

a Pjp-beli természetes béazist: {1,x, 22, ...,2871} és az ev leképezés melletti képeiket

irjuk be egy matrix soraiba:

1

1 a a? o a1
G=1|1 a? a?? . a2 (=1

1 of-1 gk—D2 qk=1)-(n=1)

Az igy kapott G € F’;Xk matrix lesz a C kéd generdtormatrixa, hiszen soraiban
C bazisanak elemei vannak. A G matrix ¢. soranak j. eleme tehat a kovetkezo:
Gij = a=DU=D A generatormétrix segitségével az m fizenetet az alabbi médon
tudjuk kodolni:

c=mG.
Az 1.2 fejezetben leirtak alapjan, ha d(C) = 2v, + 1, akkora kdd legfeljebb v;, db
hibat tud javitani. Tudjuk, hogy d(C) = n—k+1, igy kapjuk, hogy a kdd legfeljebb

vp = [ %5%] hibét tud javitani.

3.1.2. Dekddolas torlések esetén

Ha a dekddolandé tizenet bizonyos helyein tudjuk, hogy hiba van, akkor azokat a
helyeket torléseknek nevezziik és tekinthetiink rajuk tigy, mintha azokon a helyeken
?-ek lennének. Legyen tehat r € (F, U {?})" a dekédoland6 tizenet. Az aldbbi

algoritmus segitségével dekddolni tudjuk a torléseket tartalmazé tizeneteket.
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1. Legyen v; a torlések szama, és jegyezziik fel egy vektorba, hogy mely poziciokon
voltak torlések:
T=(T,T,..1T,),

majd pedig az r vektorban irjunk a torlések helyére 0-kat.

2. A célunk az, hogy megtaldljuk azt a ¢ € Fy kddszot, melyet eredetileg kiildtek.
Ehhez meg kell keresniink az e € Fy hibavektort, melyre teljesiil, hogy:

r=c-+e.

%J és v := v; + vy. Ekkor vy, jeloli a maximalisan javithato

Legyen vy, := |
hibédk szamat. Feltessziik, hogy ennyi hibat tartalmaz az r vektor, a szamola-
sokndl nem fog gondot okozni, ha ennél mégis kevesebb hiba lenne benne. A
hibdk és torlések egytittes szamat pedig v fogja jelolni. Tegyiik fel hogy az iy

(1 < k <w) poziciékon vannak a torlések és a hibak. Legyen

Tk ha k <
X, = ¢ e (1<k <),
a*, hav, <k<w

illetve By, = e;, (1 < k < v). (Ekkor feltessziik, hogy az i, (1 < k < vy)
pozicidkon vannak a torlések.) Az Xy jeloli az tgynevezett hibahelyeket, mig
E) a hibaértékeket. A torlések helyeit tudjuk, igy az X}, értékek koziil ismertink
vy darabot, mig az Ej, értékek mindegyike ismeretlen. A tovabbiakban ezeket

fogjuk meghatarozni.

3. Szamoljuk ki a szindromdkat az r vektor segitségével:
Si=> ri(a’y (1<i<n-—k).
j=1
A szindréomaék csupan a hibavektortél fiiggenek, igy teljesiil az alabbi:

Si = e (a)r = EpX] (1<i<n-—k). (3.1.1)
k=1

k=1

Itt kapunk egy n — k egyenletbdl alloé egyenletrendszert. Ha Xj-k ismertek
lennének, akkor ez az egyenletrendszer linearis lenne és az Fj, ismeretleneket

mar konnyen megtudnank hatarozni.
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4. Tekintstik az alabbi egyenletrendszert:

XX XY A -1
D O G e Ay -1
X0 xR XY A | | -1
Sv Sv—l S Sl Avt—f—l —Pu+1
Sv+1 Sv o SQ Avt+2 _Sv+2
Sv—i—vh Sv+vh—1 o Svh Av _Sv+vh

Ennek megoldasaként megkapott A, Ao, ..., A, értékek segitségével konstrudl-

hatunk egy polinomot a kévetkezoképpen:

(%

Az) = [ —2Xy) =1+ Az + Aoz® + ..+ A2
k=1

3.1.2. Megjegyzés. Mivel minden 5; esetén ¢ < n — k, igy kapjuk, hogy
vtuv,<n-—k < v+ 20, <n—k,
amibol mar lathato, hogy a 2. pontban miért lett v, = LWJ

. Ez eléz6leg konstrudlt A(x) polinomot hibakeresd polinomnak nevezzik, mely-

nek a gyokei pontosan a hibahelyek inverzei:
AXH =0 (1<k<w).

Igy az eddig még ismeretlen X, (vy < k < wv) értékeket megkapjuk, ha megke-

ressiik a A(z) polinom gyokeit, majd vessziik az inverziiket.

. Ezutan vegyiik a hibahelyek logaritmusat és megkapjuk, hogy mely helyeken

vannak a hibak a megkapott iizenetben:

ir = log, X; = log, a'* (vp < k < ).

. A hibahelyek ismeretében mar megtudjuk oldani a (3.1.1) linedris egyenlet-

rendszert és igy megkapjuk a hibak értékeit.
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3.2. Konkatenalt kédok

Shannon tétele szerint, ha egy kod rataja egy bizonyos korlat alatt marad, akkor
a koéd hibazasanak a valdszintisége exponencialisan csokken a blokkok méretében.
Ahhoz tehat, hogy a hibazas valdszintisége kicsi legyen meglehetésen hosszi kédok-
ra van szilkségiink, melyek dekddoldsa igen bonyolult lehet. Dave Forney 1966-os
cikkében [1] egy olyan kodolast vezetett be, amely hibdzasanak a valésziniisége nem
csak exponencialisan csokken a blokkok méretében, hanem ezzel egy idoben a deko-
dolas polinom idoben végrehajthato.

A Forney altal bevezetett kodot konkatendlt kédnak nevezzilk, melynek alapotlete
igen egyszert, egy bels6 kod és egy kiilsé kod kombinalasan alapszik.

A C7 bels6 kéd egy N hosszisagi, K dimenzids blokk kéd az A dbécé felett,
mig a Cp kiilsé koéd egy n hosszisagi, k dimenziés blokk koéd a B abécé felett,
ahol |B| = |A|¥X. Ekkor létezik egy ¢ : B — AX bijekcié,melynek segitségével egy
b € B elemet azonositani tudunk egy a € AKX vektorral. A két kéd egymdsutani
alkalmazasdval kapjuk a C' := Cp o Uz = Cp o, Cr konkatenalt koédot, mely nN

hosszusagu és kK dimenzios.

Konkatenalt kod
Bels6 kod: Cr: AKX 5 AN
Kilso kod: Co : B¥ - B”
Konkatenalt kod: C : AFK 5 AnN

Legyen m = (mq,ma,...,m;) € B* a tovabbitandd iizenet, melyet az aldbbi

modon fogunk koédolni a konkatenalt kod segitségével:
C(m) = (Cz(my), Cz(my), ..., Cz(my,)),

ahol m' = (m),m,...,m,) = Co(m). Tehét el6szor kédoljuk az tizenetet a kiilsé
kod segitségével, majd pedig a belso kod segitségével. Dekddolasnal pont forditva
jarunk el. A csatornan megérkezett tizenetet elészor a belsé kéddal dekodoljuk,

majd pedig kiils6 koddal.
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A 3.1 abra szemlélteti a konkatenalt kédok miikodését. A sarga keretben 1évo
részre tekinthetiink gy, mint egy szuper csatorndra, melyen a kiils6 koddal kédolt
tizeneteket kiildjiik &t és a bels6 kdddal valé dekédolas utéan a csatornabél megérkezo
iizeneteket a kiilsé koddal dekddoljuk.

kilsd kédolas —b{ belsd kodolas }—A csatorna —b{ bels dekbdolas }—A kilsd dekédolas

szuper csatorna

3.1. 4bra.

3.3. Konkatenalt kdd Reed-Solomon kiilso kdéddal

Ebben a fejezetben ismertetem azt a konkatendlt kédot, amellyel dolgoztam. A
belsé kod egy [ hosszisagu, f dimenzids binaris linearis kod, mig a kiilsé kod egy n
hosszisagu, & dimenziés Reed-Solomon kéd az F, test felett, ahol ¢ = 27,

Ekkor a ¢ : F, — F£ bijekcid egy Fo-linedris leképezés lesz, aminek koszonhetden
a konkatenalt kod is linedris kod lesz. Egy u € F, elem felirhat6 a kovetkezo alakban:

=
u= Z v; o', ahol v; € {0, 1}.
=0
Ekkor a ¢ : F, — FJ linedris leképezés a kovetkezd:
o(u) = (vo,v1, ..., v5_1) € F.

Ha pedig v = (vo, v1, ..., v5-1) € F}, akkor

f-1
e ' (v) =) v;a' €F,
i=0

Konkatenalt kod Reed-Solomon kiils6 koddal
Bels kéd: Cr:F) — F
Kiils6é kéd (Reed-Solomon): Co :F; — Fp
Konkatenalt kod: C: ng — P
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( | [ N Reed-Solomon [ N
aris lzenet
binaris (zenet g-aris Uzenet Kodolas ur
(kills kod) {RS kodcifia utén}

binéris kddolas binaris [ binaris N
binéris lzenet o
(B kodolh LiEm) (belsd kod) e (belsd kod) {bin. dekbdolas utan)

g-aris csatorna torlésekkel
(szuper csatorna)

( megkapott g-aris N Reed-Solomon ( megkapott g-aris “ ( megkapott binaris N
Uzenet dekddolas (zenet Uzenet
(bin. dekodolas utén) (kllsb kod) (RS dekodolés utan) (RS dekodolas utén}

3.2. abra.

A 3.2-es abra egy attekintést ad a kddolashoz, melyet az alabbiakban részletesen
ismertetek.

Legyen C7 egy binaris linearis (I, f)-kod a G7 szisztematikus generator métrixszal
és a Hr paritds ellenérzé métrixszal. Tehat Cr < F, és dim(Cz) = f. A hibajavit6
dekddolas viselkedése egy t € N kiiszobértéktol fiigg, melyet ugy kell megvalasztani,
hogy 2 <t < d teljesiiljon, ahol d := d(C7) jeloli a Cr kdéd minimalis tavolsagat.

Forney a t kiiszobértéket nem valtoztatta vizsgalatai soran, hanem fixen mindig a
t = | %1 | értékkel dolgozott. Ebben az esetben a kddszavak kériili ¢ sugari gémbék
biztosan diszjunktak lesznek, mig a mi esetiinkben ez nem minden esetben lesz igy,
ami egy kicsit bonyolitja a szamoléast, mint azt majd latni fogjuk, de el6fordulhatnak
olyan kédok is, ahol a kodszavak nem teljesen szimmetrikusan helyezkednek el és
igy érdemes lehet megnézni mas kiiszobértékekre is a kodolasi eljarast.

Legyen ¢ := 2/, n:= ¢—1, k € N pedig olyan, hogy 0 < k < n. Ekkor tekintsiik
a Co < Fy, k-dimenziés Reed-Solomon kodot a Go generdtormatrixszal, tovabba

jelolje a az F, primitiv elemét.

3.3.1. A kdédolas menete

Legyen x = (29, 1, ..., Tfp_1) € ng a binaris iizenet, melyet tovabbitani szeret-

nénk. Az x iizenetet a kévetkezd négy lépésen keresztiil fogjuk kddolni:

1. Azx € FJ* vektort atalakitjuk egy = (&0, 21, ..., x_1) € FF vektorrd. Jelolje

X; € Fg az x vektor j. f-hosszusagu blokkjat, azaz

Xj = (Ij-f;x]ﬁf—&—la n-ax(j—f—l)f—l) (] = O, 1, oeey k — 1)
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Az dtalakitashoz alkalmazzuk a ¢! leképezést:

2= ¢ (%) (j=0,1,....k—1).

2. Az X € IF’; vektort ezutan kodoljuk a kiilso, Reed-Solomon kéd segitségével:

¥ = (0,01, Un1) = Go - X €F.

3. Az § € F} g-dris vektort egy ¥y = (Yo, Y1, Yrn-1) € Fg" binaris vektorra
alakitjuk a ¢ leképezés segitségével. Jeloljey; € IF{ az y vektor j. f-hosszusagu
blokkjat, azaz

yi = (yjf7 Yjof41y o0y y(j+1)~f—1) (.] - O) 17 sy 10— 1)

Ekkor
vi = ¢(7)) (j=0,1,...,n—1).

4. Ezutan az y € Fg" vektort kédoljuk a C7 bels6 kod segitségével egy
z = (20,21, ..., 2in—1) € F5™ vektorrd. Mivel y € F4™, {gy feltudjuk osztani n
db f komponensbdl 4ll6 blokkra. Az igy kapott blokkokat kiilon-kiilon kédolni
tudjuk a Gz f xl-es generdtormatrix segitségével. Igy lesz n db | komponensbél
allé blokkunk, melyekb6l kapunk egy n - [ komponensbdl allé vektort.
Tehat

VS (YO : GI)YI ) GI) vy Yn-1- GI) € Fén7
ahol
yi = (yi-fvyi-f+17 '-'7y(i+1)-f—1) (Z =0,1,..,n— 1)-

Igy az x € ng tizenetet a z = (20, 21, ..., Ztn_1) € F5™ vektorra kédoltuk, melyet
ezutan atkildink a csatornan és a cimzetthez az r = (ro, 71, ..., 71n_1) € ]FZQ” vektor

érkezik meg.

3.3.2. A dekddolas menete

A cimzetthez megérkezett r € Fy™ vektort ezutdn dekédolnunk kell, melyet a

kovetkezo négy lépésen keresztiil tudunk megtenni:
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1. El6szor a bels6 koddal hajtjuk végre a dekodolas. A belsé kod viselkedése
a t kiiszobértéktol fiigg. Az 1.3-as fejezetben a linearis kodok dekddolasanal
ismertetett szindréma dekdédolds segitségével fogjuk dekddolni az r € F5™ vek-
tort.

Jelolje r; € Fl az r vektor 4. [-hosszisagt blokkjét, azaz
r;y = (7"“, 141, -'-7T(i+1)~l—1) € Flg (Z = 0, 1, = 1)

Ekkor legyen s; := r; HF € ]F£ az ri-hez tartozé szindréma, e; € F pedig a
hozza tartoz6 hibavektor. A t kiiszobértéktol fliggéen ezutdn kétféleképpen

folytathatjuk a dekddolds menetét:

(a) Ha w(e;) < t, azaz a t kiiszobértéknél kevesebb hiba taldlhaté az r;

blokkban, akkor a kovetkezot tesszik: javitjuk a hibdakat, tehat az

ri:=1; — e; € F, vektort az

o / / f
Yi = (Ti0:Tixs o Tipo1) €Ty

vektorra dekddoljuk.

(b) Ha viszont w(e;) > t, azaz a t kiiszobértéknél tébb hiba taldlhaté az
r; blokkban, akkor a kovetkezot tessziik: a belsé kdéddal nem végziink
hibajavitast az r; blokkon, csupan hibajelzést adunk, hogy az i. blokk

biztosan hibéds. Ebben az esetben

yi = (7"7;70,7”1‘71, ...,7‘2‘7f_1) € Fg

és feljegyezziik a blokk sorszamat. Fzen blokkok helyén tigynevezett tor-

lések fognak kialakulni.

Ha a két lehet6ség valamelyikét végrehajtottuk minden r; (¢ = 0,1,...,n — 1)
blokkra, akkor kapunk egy

y, = (yé)aylla ceny ynfll) € an
vektort és lesz egy vektorunk, mely a torlési poziciokat tartalmazza:

T - (Tl,TQ, ---aT’vt)-

2. Az y' € F,™ vektort ezutdn atalakitjuk egy y” € F? vektorrd a kodolds 1.

lépésénél latottakhoz hasonléan.
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3. Az y" € F} vektort ezutdn a kiilsé kéddal dekédoljuk, méghozzd a Reed-
Solomon féle torléses dekodolasi eljarast fogjuk alkalmazni. Ennek érdekében,
ha i € T, akkor legyen y/ = 0, azaz a torlési poziciék mindegyikén innentol
kezdve 0 fog szerepelni. Ezutan elvégezhetjiik a Reed-Solomon dekodolast,

melynek eredményeképpen kapunk egy
x" = (xg, 27, ..., x)_) € F’;
vektort.
4. Utolsé lépésben az x” € F'; g-aris vektort atalakitjuk az
x' = (xp, 2], ...,x},k_l) € ng

binéris vektorra, a kédolas 3. 1épésénél latottakhoz hasonlbéan.

gy a cimzetthez megérkezett r € F5™ vektort a dekddolas végrehajtasa utdn az
X' = (24, ¥, s Tpp_y) € FJ* vektorra dekédoltuk.
A 3.2-es dbra jol dsszefoglalja a kodoléds és a dekddolas 1épéseit. A kozépso sorra

tekinthetiink egy ¢-aris csatornaként, melyben torlések keletkezhetnek.
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4. fejezet

A probléma megoldasa

4.1. A megoldas ismertetése

Az el6z0 fejezetben ismertetett konkatenalt kod segitségével a feladatunkat at-

fogalmazhatjuk a kovetkezo alakba:

Feladat

Hatarozzuk meg az optimalis f, [, t és k paramétereket gy,

hogy az aldbbiak teljesiiljenek:
« PER < 0.01 és R(C) — maxzx

e 0.3 < R(C) és PER 3000 — mun

Az optimélis paramétereket a kovetkezo lépéseken keresztiil hataroztuk meg:

1. 1épés

Rogzitett f és | értékek esetén a SageMath szoftver segitségével bels6 kodnak
vettitk a legjobb ismert linedris (I, f)-kédot. Fix f és [ esetén a kiils6 kéd hossza
n=2 —1.

2. lépés

Legyen dr := d(C7). Ekkor minden ¢ € [2,dr — 1] kuszobértékre kiszamoltuk az

alabbi valoszintiségeket:
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po = Pr(Cz helyesen dekddol egy szimbdlumot)
p1 = Pr(Cz torol egy szimbdlumot)
pe = Pr(Cz helyteleniil dekodol egy szimbdélumot)

Tegyiik fel, hogy az y € F, vektor érkezett meg a csatornan keresztiil. Ekkor az

el6z6 Valészinﬁségek a kovetkezoképp alakulnak:

po = |C > Pr(y-t Cr a ¢ kédszéra dekddolja | a ¢ kodszot kiildtiik)
I‘ ceCr
1
Py = Z Z Pr(y-t C7 a ¢’ kddszéra dekddolja | a ¢ kddszot kiuldtiik)
|CI‘ ceCr c’eCr
po= 1—=po—p2
1. eset

Ha t < %, akkor y-t helyesen dekoédoljuk, ha a c kodszo koriili ¢ sugara
goémbben helyezkedik el:
o LYY e () pydey),
Z| ceCz yeB:(c)
Az y vektort helytelentl dekédoljuk, ha valamely ¢’ # ¢ kdédsz6 koriili ¢ sugart
gombben helyezkedik el:

| I| ceCr c'eCr\{c} yeB:(c')
Torliink, ha az y vektor egyik kodszé kortli ¢ sugara gémbben sem helyezkedik

el:

p1 = 1—po—po.

4.1.1. Megjegyzés. Ha az y € F, vektort a ¢ € Cr vektorra javitjuk, akkor az
y +d € F, vektort, ahol d € Oz, a ¢ +d € O7 vektorra fogjuk javitani, mivel a két

vektor szindromaja megegyezik és igy a hozzajuk tartozo hibavektorok is azonosak:
yH' = (c+e)H =cH" +eH" =0+ eH" =eH" =

(y+d)H =yHT + dHT =s+0 =s.

Specialisan, ha ¢ = 0, akkor a 0 koriili ¢ sugart gomb elemei lesznek jol javitva és
minden kodszo koriili gombot megkaphatunk gy, hogy eltoljuk a 0 koriili gombot

az adott kodszoval:
Bi(d) ={y +d |y € B(0)}.
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Ebbdl kifolydlag elég lesz a ¢ = 0 esetre kiszamolnunk a valdszintiségeket:

poo= > pOV(A—p) Y
yEBt(O)
yEB:(0)

p2 = Z Z pd(07y)(1 — p)lid(oz}’)

c/eCz\{0} yeB:(c)

= > > pP® (1 — p)iv®)

c’eCz\{0} yeBy(c’)

_ Z Z pw(z+c’)<1 . p)l—w(z—l—c’)‘

c’eC7z\{0} zeB(0)
2. eset

Ha t > %, akkor egy kicsit bonyolultabb a szamolas, mert a kddszavak
koriili ¢ sugari gombok nem minden esetben diszjunktat. Ebben az esetben minden
c € C7 kodszo esetén kiszamoljuk a hozza tartozd cellat, ami azokat a vektorokat

tartalmazza, amiket a ¢ kddszoéra javitunk:
cell(c) = {y € F, | y-t a ¢ kédszéra javitjuk}

Az eléz6 esethez képest annyi modositassal kell élniink, hogy a 0 koriili ¢ sugart

gomb helyett a gomb és a 0-hoz tartozé cella metszetével dolgozunk:
Bf(0) := By(0) N cell(0).
Tehat a valészintiségek az alabbi moédon szamolhatdak ki:

p = Yy pVa-p
yEB{(0)

Py = Z Z pw(z+0’)(1 _ p)l—w(z—i-c’)

c'eCz\{0} ze B{#(0)
pr = 1l—po—p2

Legyen X; (i = 1,2,...,n) az alabbi véletlen véaltozo:

0, ha C7 helyesen dekddol
X; =14 1, ha Cf torol
2, ha C7 hibasan dekdodol
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Legyen

vy := a belso kod torléseinek szama,
vp, := a belso kod hibainak szama,

¢és legyen Y az alabbi véletlen valtozo:
Y:X1+X2++Xn

Ekkor Y tulajdonképpen a belso kdd torléseinek plusz kétszer a belsoé kéd hiba-
inak a szamat adja meg, azaz
Y = v + 2.

Az X, véletlen valtozok fiiggetlenek egymastol és az Y véletlen valtozd nagy n

esetén normalis eloszlast kovet:
= E(X;) =p1 + 2ps
0= D(X;) = \/u2po+ (1 — p)?p1 + (2 — 1)?ps
EY)=nu

DY) = v/no
Y ~ N(np,no?)

4. lépés
Legyen k = k(t) olyan, hogy
Pr(Y >n —k) = 0.01,

azaz a kils6 kod dimenzidjat tgy szeretnénk megvalasztani, hogy a belso kod
torléseinek plusz kétszer a hibdinak szdma az csupan 1 % valdszinliséggel legyen
magasabb, mint n—k. Ha v;4+2v, < n—k, akkor a kiils6 Reed-Solomon kéd biztosan
javitani tudja az 6sszes hibat, igy ha a k paramétert a fenti moédon valasztjuk meg,

akkor az esetek legalabb 99 %-dban a kiils6é kéd minden hibat ki fog tudni javitani.
Pr(Y >n—%k)=001 << Pr(Y<n—-£k)=099 <
Fy(n—k)=099 <= n—-k=F{(099) <= k=n—F{(0.99),
tehat kapjuk, hogy a keresett k paraméter értéke a kovetkezo:

k= |n—FyH(0.99)].
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5. lépés

Ha ilyen médon meghataroztuk a k paramétereket, akkor a konkatenalt kodok

ratajat a kovetkezdképpen tudjuk kiszdmolni:

R(C) = R(Cr) - R(Co) = 1

Ezutan fix f és [ esetén ngy valasztjuk ki az optimdlis ¢ paramétert , hogy R(C)
maximalis legyen, és az ehhez a t értékhez tartozo k = k(t) lesz a Reed-Solomon

kéd dimenzidja.

4.2. Eredmények

Az el6z6ekben ismertetett modszerrel, a feladat megoldasa érdekében elért ered-
ményeket a kovetkezdekben ismertetem.

A vizsgalatok soran az f és [ paraméterek a kovetkezdképpen voltak rogzitve:

f€{6,7,8},
I € {16,17,18,19,20} .

Ezen értékekre lettek meghatarozva tehat a t és k paraméterek a fent leirt modon.
Ezzel az atfogalmazott feladat elsé pontjat megoldottuk, a masodik pont megolda-
sahoz tovabbi dolgokra van sziikségiink.

Adott f, [, t és k esetén a PER értékeket az alabbi mdédon hatarozhatjuk meg:

PER =1—-Fy(n — k),
majd ebbdl ki tudjuk szamolni a PER3qgg értékeket is:
3000
PER3000 - 1 - (1 - PER) lrfik]

Sziikségiink van tovabba a kéd ratajara:

fk
R(C) = o
Itt az fk érték azt jelzi, hogy az In elkiildott bitbdl hany bit volt az tgynevezett
hasznos informéacié. A mi esetiinkben azonban nem csak fk hasznos bitet szeretnénk
elkiildeni, hanem 3000 bitet. Ezt gy érjiik el, hogy a 3000 bites iizenetet fk méretii
blokkokra bontjuk, és gy fogjuk kédolni. Legyen
3000
-5
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azaz r db blokk segitségével kiildjik at a 3000 bitet. Ehhez azonban rin bitet kell
a csatornan tovabbitanunk, melybdl csupan 3000 bit hasznos, azaz erre az esetre is

szamolni tudunk egy rata értéket, melyet Ripp0(C) jelol:

3000

rin

R3000 (C) =

A 4.2 abran talalhato tablazatok tartalmazzak adott f és [ paraméterek esetén a
kiszamolt optimalis ¢t és k értékeket, majd a paraméterekbol meghatarozott ratakat,
a PER és PER3qq0 valoszintiségeket, illetve ezen paraméterek szimulalt értékeit. A
4.2 abran lathatoak a kilonbozo PER. értékek az optimalis paraméterek mellett.

A diagramokrol jol lathatd, hogy az elsé esetben a legmagasabbak a PER3g00
értékek, amikor a belsé kod dimenzidja f = 6. Ebben az esetben a szimulalt értékek
nem egészen illeszkednek a kiszamolt értékekhez. Ha az els6 diagramot Osszevetjiik
az elso tablazattal, akkor latjuk, hogy ebben az esetben nincs olyan kéd, melynek a
rataja megfelel6 lenne szamunkra, hiszen minden rata 0.3 alatt van.

A maésodik esetben, amikor a belsé kod dimenziéja f = 7, akkor egy kicsit jobb
a helyzet. A PERg3ggo értékek 0.03 — 0.05 koriil mozognak, mig az el6z6 esetben
0.07 — 0.1 koril voltak. Itt mar a szimulalt eredmények is jobban illeszkednek a
kiszamolt értékekhez és az [ = 18 esetben a kdéd ratdja is egy kicsivel 0.3 felett van.

Az utolso esetben, amikor a belso kéd dimenzidja f = 8, akkor tobb jo kddot is
talalunk. A PERgggo értékek 0.01 —0.03 koriil mozognak és a szimulalt eredmények
is szépen illeszkednek a kiszamolt értékekhez. A kodok rataja is megfelel6 az [ = 18
eset kivételével. Lathatjuk a tablazatban, hogy az [ = 19 esetben az Rsggo(C) réta
is 0.3 folé megy.

Osszegzésként elmondhaté tehét, hogy a tablazatokban a szinessel kiemelt rataja
kodok teljesitik az atfogalmazott feladat masodik pontjat, hiszen ratajuk 0.3 felett
van. Ezek koziil pedig kivalaszthatjuk azt a kodot, melynek a PERgggo értéke is

alacsony.
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£ 6

1|t | ke R | Rsooo | PER | SPER | PERsg00 | SPER3000
16 || 33902321 ]02280 ] 0.0070] 0.013] 0.0874 0.1320
17 || 314902745 | 0.2546 | 0.0085 | 0.01] 0.0896 0.1120
18 || 350 ]0.2646 | 0.2646 | 0.0075 | 0.01] 0.0728 0.0890
19 || 449 ]0.2456 | 0.2278 | 0.0097 | 0.012] 0.1013 0.1250
20 || 4]49]02333] 0216500098 | 0.014| 0.1027 0.1710
f 7

1 [ t, | kg R | Rsooo | PER | SPER | PERsg00 | SPER3000
16 || 2] 850.2928 | 0.2461 | 0.0086 | 0.0070 |  0.0507 0.0630
17 || 2| 8102626 | 0.2316 | 0.0066 | 0.0060 |  0.0392 0.0410
18 | 3| 93 [0800T] 0.2625 | 0.0039 | 0.0100 |  0.0436 0.0470
19 || 3101 |0.2930 | 0.2487 | 0.0077 | 0.0080 |  0.0377 0.0390
20 || 3] 98]0.2701 | 0.2362 | 0.0056 | 0.0050 |  0.0276 0.0290
f 8

1 ||t | ke R | Rsooo | PER | SPER | PERs000 | SPERs000
16| 2] 154 0.2451 | 0.0093 | 0.0060 |  0.0277 0.025
17| 2168 0.2307 | 0.0099 | 0.0090 |  0.0295 0.035
18 || 2161 | 0.2806 | 0.2179 | 0.0088 | 0.0120 |  0.0260 0.025
19 3193 0.3096 | 0.0098 | 0.0140 |  0.0195 0.026
20 || 3201 0.2941 | 0.0070 | 0.0080 |  0.0140 0.015

4.1. dbra. Optimalis k, ¢ paraméterek esetén a kiilonbozé PER. értékek
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—i— PER
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=N PER-3000
== sPER-3000
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=4 sPER
=N PER-3000
== sPER-3000

4.2. dbra. A kilonboz6 PER értékek az optimalis paraméterek esetén
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A. figgelék

Implementacio

### BELSO KOD
### f-dimenzio, l-hossz

# a belso kod szindromaihoz tartozo hibavektorokat eltarolja az inner_code_standard_array listaban
def InnerCode_standard_array(l, £):
global InnerCode, inner_code_genmat, inner_code_checkmat
global inner_code_mindist, inner_code_standard_array
InnerCode=best_known_linear_code(1l,f,GF(2))
InnerCode.generator_matrix_systematic()
inner_code_genmat=InnerCode.generator_matrix_systematic()
inner_code_checkmat=inner_code_genmat.right_kernel_matrix().transpose()

inner_code_mindist=InnerCode.minimum_distance ()

inner_code_standard_array=[-1]*(27(1-£))
word=vector (GF(2),1)
for i in range(inner_code_mindist):
for ¢ in Combinations(1,i):
word*=0
for j in c: word[jl=1
syndrome = vector (word)*inner_code_checkmat
syndrome = sum(2”i for i in range(1l-f) if syndrome[i]!=0)
if -1==inner_code_standard_array[syndrome] :

inner_code_standard_array [syndrome]=vector (word)

# kodolas a belso koddal
def INNER_encode(word):
word=1list (word)
while len(word)’f: word.append(0)
enc=[]
for i in range(len(word)/f): enc.extend(vector(word[i*f:(i+1)+*f])*inner_code_genmat)

return vector (enc)
# az 1 hosszusagu recv vektor dekodolasa a threshold kuszobtol fuggoen

# torles eseten suspect=True es nem javit, egyebkent suspect=False es javit

def inner_decode(recv,threshold):
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syndrome=vector (recv) *inner_code_checkmat

syndrome=sum(27i for i in range(l-f) if syndromel[i]!=0)

syndrome=inner_code_standard_array[syndrome]

if (syndrome==-1) or (syndrome.

suspect = True

hamming_weight() > threshold):

return recv[0:f], suspect

else:

recv=vector(recv)-syndrome

suspect = False

return recv[0:f], suspect

# word vektor dekodolasa, melyet 1l hosszusagu blokkokra bontva az elozo fuggueny dekodol

# dec vektorba dekodolja word-ot es egy
def INNER_decode(word, threshold):
dec=[]
erasure_pos=[]

for i in range(len(word)/1):

listat is wisszaad a torlest poziciokkal

rcv, suspect = inner_decode(word[i*1:(i+1)*1], threshold)

if suspect:

erasure_pos.append (i)

dec.extend(rcv)
else:

dec.extend(rcv)

return vector(dec),list(erasure_pos)

### BINARIS "KONVERTALAS"
### Adott: f, q, alpha

# a phi lekepezes
def push_to_binary(vec):
ret=[]

for i in vec: ret.extend(i.polynomial().padded_list(f))

return vector(ret)

# az inverz lekepezes

def pull_over_q(vec):

return vector(sum(alpha”i for i in range(f) if vec[j*f+il]) for j in range(len(vec)/f))

### REED-SOLOMON KOD

### Adott: q, k - dimenzio, n=q-1 - hossz, alpha

# g-aris Reed-Solomon torleses hibajavt

tas

def RS_error_erasure_correction(rcv,erasure_pos):

#torlesek helyere 0-t irunk
for i in erasure_pos:

rcv([i]l=0

#u_t a torlesek szama, v_h a hibake,
v_t=len(erasure_pos)
v_h=floor((n-k-v_t)/2)

v=v_h + v_t

tudjuk, hogy 2*%v_h + v_t <=n - k
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131
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134
135
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140
141

#szindromak
S=[sum(rcv[il*alpha”(j*i) for i in range(n)) for j in [1..n-kI]
S_mat=[[S[v+i-j-1] for j in range(v)] for i in range(v_h)]

S_rhs=[-S[v+i] for i in range(v_h)]

#az ismert torlesi helyek alapjan:
Z=[alpha erasure_pos[i] for i in range(v_t)]
Z_mat=[[Z[i]1"(-j) for j in [1..v]] for i in range(v_t)]

Z_rhs=[-1 for i in range(v_t)]

#a szindromak es az tismert hibahelyek alapjan:
Z_S_rhs=vector(Z_rhs+S_rhs)

Z_S_mat=matrix(Z_mat+S_mat)

#a hibakereso polinom egyutthatot:

try:
Lambda=Z_S_mat.solve_right(Z_S_rhs)

except:

return rcv

#hibakereso polinom:
def Lambda_polfun(j):
return l+sum(Lambda[i]*(alpha”j)~(-i-1) for i in range(v))
#gyokei a hibak helyet:
err_pos=[j for j in range(n) if Lambda_polfun(j)==0]

if err_pos==[]:
return rcv

else:
X_mat=matrix([[alpha”(u*j) for u in err_pos] for j in [1..v]])
X_rhs=vector([S[i] for i in [0..v-1]11)

try:
err_coeff=X_mat.solve_right (X_rhs)
except:

return rcv

for i in range(len(err_pos)):
rcv[err_pos[i]]-=err_coeff [i]

return rcv
#Reed—-Solomon kodolas
def RS_encode_over_q(msg):
return vector(sum(msgli]*alpha”(i*j) for i in range(k)) for j in range(n))
#Reed-Solomon dekodolas

def RS_decode_over_q(recv):

return vector(sum(recv[i]*alpha”((-j)*i) for i in range(n)) for j in range(k))

### KONKATENALAS
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142 # elokeszulet a kodhoz

143 def initiate_concatenated_code(inner_code_len, inner_code_dim):

144 global £, 1, q, n, F, alpha
145 InnerCode_standard_array(l,f)
146 f=inner_code_dim

147 l=inner_code_len

148 q=2"f

149 n=q-1

150 F.<alpha>=GF(q)

151

152  # msg kodolasa a konkatenalt koddal

153 def concatenated_encode (msg):

154 msg_q=pull_over_q(msg)

155 sent_q=RS_encode_over_q(msg_q)
156 sent_q_2=push_to_binary(sent_q)
157 return INNER_encode(sent_q_2)
158

159

160 # recv dekodolasa a konkatenalt koddal a threshold kuszobertektol fuggoen

161 def concatenated_decode_erasure(recv, threshold):

162 recv_q2_inner_code_corrected,era_pos=INNER_decode(recv, threshold)

163 recv_q_inner_code_corrected=pull_over_q(recv_q2_inner_code_corrected)

164 recv_q_rs_corrected=RS_error_erasure_correction(recv_q_inner_code_corrected,era_pos)
165 recv_q=RS_decode_over_q(recv_q_rs_corrected)

166 return push_to_binary(recv_q)
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