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Jelolések

B (p)

Bernoulli-eloszlas p paraméterrel.

B, (p) Binomidlis eloszlas (n, p) paraméterrel.

]
Ed

Az x valos szam fels egészrésze.

Az x valés szam als6 egészrésze.

span S Az S halmazbeli vektorok altal kifeszitett altér.

Fq
kg
N+
No

PER

A g-elemii véges test.

A ¢ elemii test feletti n-dimenzids vektortér.

A pozitiv egész szamok halmaza: NT = {1,2,3, ...}.

A természetes szamok halmaza beleértve a 0-t is: Ng = {0,1,2, ...}.

Egy kod csomaghiba-valoszintisége (az angol packet error rate elnevezésbol).

rank (A) Az A maétrix rangja.

d(C)

NN

A C kéd minimumtavolsaga.

A Hamming-tavolsag (vagy dy, ha nem deriil ki egyértelmten a szovegkornyezet-
bdl).

A Shannon-fiiggvény (vagy binaris entropiafiiggvény).

Annak a valosziniisége, hogy egy standard normalis eloszlast véletlen valtozd z-nél

nagyobb értéket vesz fel, azaz Q (z) =1 — & (z).

A binéris szimmetrikus csatorna roviditése (az angol binary symmetric channel

elnevezéshal).

A legkozelebbiszomszéd-dekodolas roviditése (az angol nearest neighbour decoding

elnevezéshdl).



Bevezetés

A diplomamunka a kédoléselmélet témakoréhez kapcesolodik. A kodolaselmélet a kovet-
kez6 kommunikacios modellel foglalkozik: egy kiild§ valamilyen csatornan adatokat akar
tovabbitani egy fogadonak. A tovabbitas sordn az adatok egy része esetleg megvaltozik.
Hogyan tudja a fogado6 kivalasztani, hogy mely adatok valtoztak meg, és hogyan tudja
a megvaltozott adatokat kijavitani?

A kiild6 6sszesen 3000 bitnyi informéciot szeretne tovabbitani egy magas zajjal rendel-
kez6 binaris szimmetrikus csatornan gy, hogy atlagosan 6t alkalombol legalabb négyszer
minden fogadott vektort jol javitsunk legkozelebbiszomszéd-dekddolassal. Célunk olyan
hatékony — gazdasagos és meghizhato — kod keresése, mely teljesiti a fenti kdvetelménye-
ket.

A dolgozat els¢ fejezete az informéacidelmélet és a csatornakodolas alapvetd ismereteit
tartalmazza — az entropia, a csatornakapacitas fogalmanak ismerete sziikséges a késébbi-
ek megértéséhez —, valamint bemutatasra keriil a binaris szimmetrikus csatorna, illetve
egy egyszerd hibajavito kod. A masodik fejezet elsé és masodik szakasza a kddoléselmélet
alapvetd fogalmait és allitasait — kod, minimumtavolsag, hibajavito képesség és ezek kap-
csolata, linearitas — tartalmazza, melyek elengedhetetlenek a harmadik és negyedik feje-
zetben targyaltakhoz. A masodik fejezet harmadik szakaszaban a legkozelebbiszomszéd-
és a maximum likelihood dekddolas kapcsolatat vizsgaljuk. A harmadik fejezetben a zajos
csatornaban fellépd hibak javitasanak kiilonbozd korlatait mutatjuk be, definidljuk, mit
értlink véletlen adott stirtiségi paritasellenérzé matrixt binaris linearis kod alatt, majd
a legkozelebbiszomszéd-dekodolast modositjuk bitmiiveletek alkalmazasaval a hatékony-
sag novelésének érdekében. A negyedik fejezetben a definiélt véletlen kodok hibajavitéd
ratait becsiiljiik szimuléciok segitségével, illetve megvizsgaljuk a paritasellenérzé métrix
stirtisége és a hibajavité rata, valamint a minimumtavolsag kozotti Osszefiiggést. A fiig-
gelék az ismertetett algoritmusoknak, szimulacioknak egy hasznalhaté SageMath-beli

[ST16] implementaciojat mutatja be.



1 Informacidelmélet

Ebben a fejezetben ANDRE NEUBAUER, JURGEN FREUDENBERGER és VOLKER KUHN
Coding Theory: Algorithms, Architectures and Applications |CT| cimi konyve alapjan
tomor bevezetést kivanunk csatornakodolas informéaciéelméleti alapjaiba. Egy egyszert
csatornamodellt is leirunk, amelyet a késGbbiekben hasznalni fogunk. Végiil pedig a
binaris 3-ismétls kodot mutatjuk be az egyszeri (csatorna)kodolas illusztraciojaként.

Az informacié zajos csatornan keresztiil torténé megbizhato atvitele a digitalis infor-
macios és kommunikacios rendszerek egyik alapveté kovetelménye. Atvitel alatt most
mind térbeli atvitelt — példaul radidhullamok segitségével torténé kommunikaciot —,
mind idébeli atvitelt — informécié tarolasat egy megfelel§ tarold eszkoézon — értiink. A
fenti kovetelmény teljesitésének céljabol a modern kommunikacios rendszerek nagy mér-
tékben hagyatkoznak hatékony csatornakddolé modszerekre. A gyakorlati alkalmazasok
soran a kodolasi sémaknak nem elég megfelel§ karakterisztikaval rendelkezniiik — tekin-
tettel a csatornaban fellépd hibéak jelzésére és javitdsara — hanem digitalis eszk6zokon
hatékonyan implementalhatonak is kell lennitik. A kodolas gyakorlati alkalmazasai kozé
tartozik az r- és szatellitkommunikacio, az adatatvitel, a digitalis hang- és videdatvitel,
a mobil kommunikaci6 és az adattarolés is — példaul a szamitoégép memoriaja, a kompakt
lemezek, CD-k.

1.1. Entropia

Az informacioelmélet egy fontos eredménye, hogy a hibamentes adattovabbitas egy zajos
csatornan keresztiil elméletileg lehetséges egészen addig, amig az informécio ratdja nem
haladja meg az ugynevezett csatornakapacitést. Ezen eredmény bemutatasahoz azonban
valamilyen m6don mérniink kell az informéaciot. A Shannon-féle informéciéelméletben ez
az informacioforras altal kibocsatott szimbolumok statisztikai lefraséaval torténik.
Vegylink egy diszkrét, memoriatlan informdcioforrdst. Egy adott idépillanatban a for-
rés egy véletlen diszkrét X = x; szimbolumot bocsat ki M darab xq, xs, ...,z lehetsé-

ges szimbolum kozil. A Py (x1), Px (x2), ..., Px (x)) valoszintiségek hatérozzak meg,



hogy ezek a szimbo6lumok milyen aranyban fordulnak el6:

1.1.1. definicié (entropia). Az X diszkrét véletlen valtozohoz tartozo atlagos informéa-
ciot az

M

I(X) ==Y Px(x;)log, (Px ()

i=1
ugynevezett entropia adja meg, amelyet bit egységben mériink.
1.1.2. definicié (binaris entropiafiiggvény). Egy binaris informacioforras esetén, amely
az X =0 és az X = 1 binéris szimbolumokat bocsatja ki P (X =0)=pésP(X =1) =
=1-P (X = 0) = 1—p valosziniiségekkel, az entropiat az ugynevezett Shannon-figgvény

(vagy binaris entropiafiiggvény) adja meg:

h(p)=1(X)=—plogyp—(1—p)log,(1—p).

1.2. Csatornakapacitas

Az entropia fogalménak segitségével lehetGségiink nyilik a csatorna bemenetének és kime-
netének kapcsolatanak vizsgalatara. Jelolje X a bemeneti (vagy kiildott) szimbolumot,
mig R a kimeneti (vagy fogadott) szimbolumot. Tegytik fel, hogy M darab x, za, ..., x5

bemeneti és N darab 7,79, ..., ry kimeneti szimbolum lehetséges. A
PX|R(J71’ | T‘j) :P(X:ZL'Z | R:T’j);
PR|X(Tj |$Z):P(R:’f‘] |X:IZ)

feltételes valoszintségek segitségével felirhatjuk a feltételes entropidkat:

M N
I(X|R)==) Y P(X =u,R=r)) logy (Pxir (z: | ;)

=1 j=

M N
I(R|X)==> Y P(X =, R=r;)-logy (Prx (r; | ).

=1 j=

—

—_

1.2.1. definicié (kdlesonos informacio). A kélesonds informdcio

I(X;R)=I(X)—I1(X|R)=I(R)—I(R|X)



a bemenettsl a kimenetig a csatornan atkiildott informéacié mennyiségét méri egy adott

informacioforras esetén.

1.2.2. definicié (csatornakapacitas). Az ugynevezett C' csatornakapacitdis az I (X; R)
kolesonos informécié maximuma az X bemenet statisztikai tulajdonsagain, azaz a koleso-
nés informacio egy megfeleléen megvalasztott { Py (;)}1, valoszintiségeloszlas mellett,
tehét

C= max [(X;R).

{Px (zi)}L,

Ha a bemeneti entropia I (X)) kisebb, mint a csatorna C' kapacitésa,
I(X)<C,

akkor az informécio tetszdélegesen kicsi hiba mellett tovabbithaté a zajos csatornén ke-

resztil.

Megjegyzés. Tehat a C' csatornakapacitas gyakorlatilag a csatorna informécidétovabbitasi

kapacitasat méri.

1.3. Binaris szimmetrikus csatorna

A memoriatlan csatornék egy fontos példéja a bindris szimmetrikus csatorna vagy ro-
viden BSC (binary symmetric channel). Ez a csatorna az X = 0 vagy az X = 1 bindris
szimbolumokat tovabbitja hiba nélkiil 1 — p valészintiséggel (0 < p < 1), mig a hibés
R =1 vagy R = 0 szimbolumokat p valoszintiséggel bocsatja ki (lasd az 1.1. abrat).

Megjegyzés. A csatorna memoriatlansaga azt jelenti, hogy az egyes szimboélumok (hibas)

atvitelei fiiggetlen események.

Az I (X; R) kélesonos informaciot maximalizalva kapjuk, hogy a binaris szimmetrikus

csatorna kapacitasa

C=1-h(p)=1+plogyp+ (1—p)log,(1—p). (1.1)

Ez a csatornakapacitas 1-hez tart, ha p tart 0-hoz vagy 1-hez, mig p = % esetén a csatorna

kapacitasa 0.

Megjegyzés. A binaris szimmetrikus csatornaval ellentétben, ami diszkrét bemeneti és

kimeneti szimbo6lumokkal operél egy binaris abécé felett, az ugynevezett AWGN-csatorna



1—p

1.1. abra. Binaris szimmetrikus csatorna p csatornaparaméterrel

(additive white Gaussian noise) definici6ja folytonos valos értéki véletlen valtozokon

alapszik.



1.4. Egy egyszerii kéd

Egy egyszeri kod bevezetd példajaként tekintsiik a kovetkezdt: a
00101110

sorozatot kiildjiik at egy p = 0,25 paraméterid binaris szimmetrikus csatornan, igy atla-

gosan minden negyedik bit hibasan keriil tovabbitasra. Tegyiik fel, hogy a

00 0O0O0OT1TI1O®O

binéris sorozatot kapjuk meg a csatorna fogadé oldalan (lasd az 1.2. abrat).

Egy egyszert hibajavito (dekodold) séma implementalasahoz az gynevezett binaris 3-
1smétld kodot alkalmazzuk. Ez az egyszerd kod alkalmas binaris adat kédolasara: ha a 0
binéris szimbolumot kiildenénk, akkor a ,kodold egység” a 000 kddszora kodolja szimbo-

lumot, az 1 szimbdlum esetén pedig hasonloan az 111 kodszora kodol (lasd az 1.3. abrat).

Igy a fenti kiildendd binaris sorozatbol a

000 000 111 000 111 111 111 000

kodszavakbol allo binaris sorozatot kapjuk a kodolast kovetGen. Tegytik fel, hogy a biné-
ris szimmetrikus csatorndban atlagosan minden negyedik szimbolum hibas tovabbitasa
(p = 0,25) mellett ebbdl a bitsorozatbol a

010 000 011 010 111 010 111 010

sorozatot kapjuk.
Az 1.4. abran bemutatott dekodolasi séma az eredeti bitsorozatot kozeliti a tobbségi
dontés segitségével. Ha a kapott 3-bites kodszoban a 0-k szdma nagyobb, mint az 1-eseké,

akkor a ,,dekodold egység” a 0 szimbolumot adja vissza, kiilonben pedig 1-re dekdédolja

BSC
00101110 p =025 00000110

1.2. 4bra. Koédolas nélkiili atvitel BSC-n

10



00101110

000 000 111 000 111 111 111 000

1.3. dbra. A 3-ismétl6 kod kodolasi sémaja

010 000 011 010 111 010 111 010

000 — 0 111 —1

IR 001 +—0 110 —~ 1
dekodolas

Cj 010 — 0 101 — 1

100 — 0 011 —1

00101010

1.4. dbra. A 3-ismétls kod dekodolasa: a tobbségi dontés

a kapott szot. Ez a dekodolési algoritmus a kapott
010 000 011 010 111 010 111 010

bitsorozatot a
00101010

sorozatra dekodolja.

Ahogy a példa is mutatja, a 3-ismétls kod egyetlen hibat képes kijavitani egy kodszo-
ban, tobbet nem. Ezzel az egyszert kodolassal képesek vagyunk a hibak szamat csokken-
teni: a kodolas nélkiili atvitelhez képest 1-gyel csokkenteni tudtuk (2-rél 1-re) a fellépd
hibdk szamat. Azonban ezt csak a megfelel aron érhettiik el: a 3-ismétls kod alkal-
mazasaval egy informacios szimbolum atvitele a csatornan 3-szor hosszabb id6t vesz

igénybe.
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2 Linearis blokk-kédok

Az ebben a fejezetben ismertetett fogalmakat, allitasokat és tételeket PETTERI KASKI
és PATRIC R. J. OSTERGARD Classification Algorithms for Codes and Designs [CACD],
W. CARY HUFFMAN és VERA PLESS Fundamentals of Error-Correcting Codes [FOECC],
Kiss GYORGY és SZONYI TAMAS Véges geometridk [VG| cimd konyve, valamint [CT]|
alapjan ismertetjiik.

A kodolaselmélet a kiovetkezs kommunikacios modellel (lasd a 2.1. abrat) foglalkozik.
Egy kiildd valamilyen csatorndn adatokat akar tovabbitani egy fogaddonak, jeldlje ezt az
tizenetet m (az modellben hasznalt szimbolumok altalaban az F, véges testbeli elemek,
s6t gyakran csak a kételemi testet — Fo-t — alkalmazzuk). Amint azt az 1.4. szakaszban
is lattuk, ha valtoztatas nélkiil tovabbitanank m-et a csatornan keresztiil, a zaj miatt
sériilhetne, és a sériilés kovetkeztében a fogadd nem tudna helyreallitani az iizenetet.

Az alapvets Otlet az, hogy az eredeti tizenetet redundanssa téve a tovabbitas soran fel-
1ép6 hibék javithatok lesznek. A redundaciat a kddolds biztositja: a kodolast kvetGen m
helyett c kertil kiildésre a csatornan keresztiil. Csak az olyan hibédk javitasaval foglalko-
zunk, melyek a szimbolumok megvaltozasabol adédnak, nem foglalkozunk szimboélumok
hozzaadddaséabol és elhagyasabol keletkezé hibékkal. A probléma tehat a kovetkezs: a
tovabbitas soran x-hez hozzdadodik egy e hibavektor, s igy a x = ¢+ e modosult vektor
keriil dekodolasra. A dekddolds soran a fogadott x vektor alapjan kozelitjik az eredeti
tizenetet: a dekodolt {izenet m, és remélhetSleg m = m.

Az lizenetek és a kodszavak kozott bijekcid all fenn, ezért a dekodolas alatt tobbnyire
a ¢ kodszo x alapjan torténd kozelitését (nota bene: kddszora dekodolunk, jeldlje ezt ¢)
értjiik, és remélhetSleg ¢ = c.

Ha egy kodot alkalmazni kivanunk, akkor a kddolas altalaban meglehetGsen kézenfek-
v§, azonban a hatékony dekodolas legtobbszor sokkal nehezebb feladatnak bizonyul: ezt

a fejezet késGbbi szakaszaban is latni fogjuk.
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kodolas csatorna deko6dolas

1
1
: !
m=mmy---mMm C=CCy-"C, 1+ X=cC+e m = My -«
1
lizenet kodszo + fogadott vektor dekédolt iizenet
1
1
1

e = €1é2 €
hiba a zajbol

2.1. 4bra. A kommunikécidés modell

2.1. Kédolaselméleti bevezetd

A kodolaselmélet torténete mérnoki alkalmazasokban gyokerezik, azonban hamar tiszta
matematikai érdeklddési teriiletté nétte ki magat. Kiilondsen, mivel a kodolaselmélet
tobb alapveté matematikai problémaja szorosan kapcsoldodik bizonyos kombinatorikai
objektumok konstrukci6jahoz.

Legyen n € NT tetszSleges rogzitett pozitiv egész, és legyen x az [y vektortér egy
tetszGleges eleme. Kodelméleti kontextusban az x vektort gyakran szonak nevezzik. Az
x = (1,29, ...,x,) komponenseit koordindtiknak nevezzik, mig az z; € F, elemeket
(1€ {1,2, ...,n}) koordindtaértékeknek nevezziik. Ha nem okoz félreértést, akkor az x

szOt gyakran csak xqxs - - - x,-nel jeloljik.

Megjegyzés. Kodolaselméleti kontextusban szokasosan sorvektorokkal dolgozunk.

Hamming-tavolsag
A tdvolsdg fogalma kdzponti szerepet t0lt be a kddolaselmélet teriiletén, ezért célszeri
bevezetni egy (lehetéség szerint egyszerd) tavolsagfogalmat az [y vektortéren. A kovet-

kez6 lemma bizonyitasa trivialis.

2.1.1. lemma. Tekintsik a
dH]FZLXFZ%Nm (XaY)'_)HZE{LQ,an}%?éyz}’ (21)

leképezést. A (2.1)-ben definidlt dy leképezés metrika az Fy vektortéren.

2.1.2. definici6 (Hamming-tavolsag). A (2.1)-ben definidlt dy metrikdit Hamming-

tdvolsagnak nevezziik, és ha nem okoz félreértést, csak d-vel jeloljiik.

13



Megjegyzés. Két vektor (sz6) Hamming-tavolsdga nem mas, mint azon koordinatak széa-

ma, ahol a két vektor kiilonbozik.

Legyen ¢ € Fy, r € Ny. Jelolje
B, (c) = {x € Fy:d(c,x) <r}

a ¢ kozépponti r-sugara gombot, 0 pedig a csupa nulla vektort Fg-ben.

2.1.3. definicio (sily). Legyen x € F. Ekkor az x vektor silya (vagy Hamming-stlya)
wt (x) = d(x,0). (2.2)

Megjegyzés. A wt sulyfiiggvény az argumentumbeli vektorhoz — (2.2) alapjan — éppen

annak nem nulla koordinatainak szamat rendeli hozzé, innen a sily elnevezés.

Kéd, minimumtavolsag, rata
2.1.4. definici6 (kod). Az F} vektortérnek egy M-elemi C részhalmazat F, feletti

(n, M)-kddnak nevezziik: C elemei a kddszavak, a kod hossza n, a kod mérete M.

Mivel az {izenetek és a kodszavak kozott bijekeio sziikséges, ezért egy C (n, M )-koddal
nyilvan M kiilénbo6z6 iizenetet vagyunk képesek kodolni. Ha M az tizenetek halmaza,
ahol |M| = M, akkor a kodolas egy bijektiv E: M — C leképezés (E mint az angol

encoding kifejezés, azaz kodolas).
Megjegyzés. Ha C egy Fy feletti kod, akkor binaris kodnak nevezziik.

Egy kod tulajdonsagai koziil az egyik legfontosabb a minimumtavolsag.

2.1.5. definici6 (minimumtavolsig). Legyen C C F} egy legalabb két kodszot tartal-

maz6 kod, azaz 2 < |C|. Ekkor C minimumtdvolsdga

4(C) =min {d(x,y) : x,y € C,x £y}.
Megjegyzés. Az |C| = 1 esetben szokas a d (C) = oo konvenciot alkalmazni.

2.1.6. definicid (rata). Legyen C egy F, feletti (n, M)-kod. Ekkor a C kod rdtdja

R long'

n
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Példa. Az 1.4. szakaszban bemutatott 3-ismétls kod esetén ¢ = 2, n = 3, M = 2, hiszen
csak 000 és az 111 kodszavak alkottak a kodot, igy a rata

log,2 1
R=—7—=—-.
3 3

Hibajavitas: legkdzelebbiszomszéd-dekddolas
2.1.7. definicié. Legyen t € N* pozitiv egész szam, C C [}y legalabb kételemt kod. A
C kodot t-hibajavito kddnak nevezziik, ha barmely két kiilonboz6 x,y € C kodszd esetén

d(x,y) >2t+ 1.

Megjegyzés. Azaz, ha C minimum téavolsaga d (C), akkor C egy t-hibajavito kod, ahol
d(C) —
- LMJ |
2

A kovetkezd lemma és kovetkezménye megvilagitja a t-hibajavito kod elnevezést.
2.1.8. lemma. Ha a C C F} kdd minimumtdvolsiga d (C) és t = L%J, akkor a

kiilonbozd kodszavak koré irt t-sugard gombok diszjunktak.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk: tegyiik fel, hogy ¢, co € C olyan kiilonb6z6 kodszavak,
melyekre 1étezik z € B, (c1) N By (c2). Ekkor a haromszog-egyenlétlenség szerint

d(c1,¢c2) < d(er,z) +d(z,¢) <2t < d,

amibdl kovetkezik, hogy c; = ¢, ez pedig ellentmond a feltevésiinknek. O

2.1.9. kovetkezmény. Ha C t-hibajavito kdd, akkor tetszdleges x € Fy vektorhoz legfel-
jebb eqy olyan ¢ € C kddszd létezik, amelyre d (c,x) < t.

Ha a kiild6 csak kodszavakat tovabbit, és a tovabbitas soran legfeljebb ¢ hiba 1ép fel,
akkor a fogad6 dekodolni tudja az eredeti iizenetet. Ugyanis a kapott lizenet pontosan
egy kodszo koré irt t-sugart gombben lesz benne, s ennek a gombnek a kozéppontja volt

az eredeti Uizenet.

Megjegyzés. Ha tovabbitas soran legfeljebb ¢ hiba lép fel, az azzal ekvivalens, hogy az e
hibavektor legfeljebb t koordinataja lehet nemnulla, azaz wt (e) < ¢.
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Tehat, ha a fogadott vektor x = ¢ + e, akkor megkeressiik a (Hamming-értelemben)
legkozelebbi ¢ € C kodszot, és erre dekddolunk, azaz
¢ = argrgleléld(x,c) ,
ahol arg mineee d (%, ¢) a d (x, ¢) fliggvény azon ¢ argumentuma, melyre a fiiggvény mini-
malis. Ezt a modszert legkdzelebbiszomszéd-dekddoldsnak (vagy roviden NN-dekodolasnak

— az angol nearest neighbour decoding elnevezésbél) nevezziik.

Megjegyzés. A ¢ kddszo nem feltétleniil van egyértelmien meghatarozva. Ezért imple-
mentalas esetén vilagosnak kell lennie, hogy az x-hez legkozelebb es¢ kodszavak koziil

melyiket valasztja a dekddold algoritmus.

A fentiekben technikailag nem dekoédoltunk, ,csak” hibat javitottunk, mégis dekodo-
lasnak nevezziik példaul az NN-dekodolast is. Ezt megtehetjiik, hiszen lattuk, hogy az
E: M — C kodolas bijekcio, tehat 1étezik inverze, igy mivel hibajavitas soran ¢ € C kod-
szora javitunk, ebbsl mér egyértelmt az £~ (¢) = m € M iizenet is, tehat a hibajavitas

és a dekodolas lényegében ugyanaz.

2.2. Linearis kdédok

Tovabbi strukturdltsag megkovetelése nélkiil egy kod hasznavehet&sége meglehetGsen
korlatozott. Ha egy kodot a gyakorlatban akarunk alkalmazni, akkor tarolnunk kell a
kodszavakat, meg kell hatdroznunk a koéd minimumtévolsagéat, a dekdodolasnal pedig ki
kell szamolnunk a kapott iizenetnek a kodszavaktol vett tavolsdgat. Ezeket a miiveleteket
a kodok egy specialis osztalyara sokkal egyszertibben tudjuk elvégezni, mint az altalanos
esetben. A tovabbiakban ilyen kédokkal foglakozunk.

Legyen n € NT tetszGleges rogzitett pozitiv egész, és tekintsiik az [y vektorteret.

2.2.1. definici6 (linedris kod). Ha C egy k-dimenzios altere Fy-nek, azaz C <y, akkor
C-t egy F, feletti linedris [n, k]-kddnak nevezziik.

Megjegyzés. A C linearis [n, k]-kodnak ¢* kédszava van, igy egy F, feletti linearis [n, k]-
kod rataja

R log, M _ logqqk k

n n n’
Egy linearis kod megadésanak két leggyakoribb modja a kod generatormatrixanak,

illetve paritasellen6rzé matrixdnak megadéasa.
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2.2.2. definicié (generatorméatrix). A C linearis [n, k]-kod generdtormdtrizdnak neve-

ziink barmely olyan G € IF’;X” matrixot, melynek sorai bazist alkotnak C-ben.

Megjegyzés. Altalaban egy kodnak t6bb generatormatrixa van.

Ha C egy linearis [n, k]-kod G generatormatrixszal, akkor M = ¢* kiilonboz6 iizenetet
vagyunk képesek kddolni. Ha praktikusan M = F’; az lizenetek halmaza, akkor a kodolas

az
E:Ff - C<F;, m~—mG
leképezés. Definicio szerint G rangja rank (G) = k, ezért dim (Im £) = k = dim IF’; , gy
a linearis leképezések dimenziotétele szerint dim (Ker £) = 0, tehat E injektiv. Mivel
IC| = ‘F’;‘ = ¢, igy kovetkezik, hogy E bijektiv is.
Linearis kodok esetén a kéd minimumtéavolsaganak meghatarozasa egyszert.

2.2.3. lemma. Egy linedris kod minimumtdvolsaga megegyezik a legkisebb silyi nem-

nulla kodszo sulydval.
Bizonyitds. Ha C lineéris kod, akkor 0 € C. Ezért

d(C)=min{d(x,y) : x,y €C,x#y} <
<min{d(x,0) : x € C,x # 0} = min{wt (x) : x € C,x # 0},

tehat a minimumtavolsag nem nagyobb a legkisebb sulyt nem nulla k6dszo stlyanél.
Masrészt ha x és y olyan kodszavak, melyekre d (C) = d (x,y), akkor a linearitas miatt
x —y € C. Mivel

wt(x—y)=d(x—-y,0)=d(x-y,y-y)=d(x,y)=d(C),

ezért van olyan kodszo6, amelynek stulya éppen a minimumtéavolsag. O

Mivel egy lineéris kod egy vektortér altere, igy valamely linearis transzformacié magjat
alkotja.

2.2.4. definicié (paritasellensrzs matrix). A H € FS"™"*™ matrixot a C lineéris [n, k-

kod paritdsellendrzd mdtrizanak nevezzik, ha
_ . T _
C_{XEJFZ.HX —0}.

Megjegyzés. A H matrix sorvektorai szintén fiiggetlenek. Altalaban C-nek szintén tobb

lehetséges paritésellen6rzé méatrixa van.
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I—p

2.2. abra. A0 <p< % csatornaparaméterd BSC

2.3. Maximum likelihood és

legkozelebbiszomszéd-dekddolas

A dekodolas feladata nem mas mint meghatarozni melyik kodszot (vagyis m tlizenetet)
kiildte a kiilds, ha az x vektort kapta a cimzett (fogado6). Hatékony (gyors) dekodolasi
algoritmusok keresése a kodolaselmélet egy intenziven kutatott teriilete a gyakorlati al-
kalmazasok miatt. Altalaban a kodolas konnyti és a dekodolas nehéz, ha a kod mérete
elég nagy.

Ebben a szakaszban csatornaként egy p csatornaparaméterid BSC-t fogunk csatorna-
ként alkalmazni a 2.1. abran lathat6 kommunikaciés modellben (ekkor sziikségképpen
q = 2, azaz a kételemi test — Fy — feletti kodokat alkalmazunk), ahol 0 < p < %, azaz
egy bitet nagyobb valoszintiséggel tovabbitunk helyesen, mint hibasan (lasd a 2.2. abrat).

Tegyiik fel, hogy ¢ € F} a kiildott kodszo és az x € [} a fogadott vektort ¢ €
€ Fj-re dekodoljuk. A P(c | x) feltételes valoszintség jelolje annak az eseménynek a
valoszintiségét, hogy c kiildott kodszo, feltéve, hogy x fogadott vektor, illetve hasonléan
P(x | c) azt a valoszintiséget, hogy x fogadott vektor, feltéve, hogy a c kodszo lett
kiildve. Ezek a valoszintiségek meghatarozhatok a csatorna statisztikdja alapjan. A két

valoszintiség kozotti kapcsolat leirhaté a Bayes-tétel segitségével:

P(x|c)P(c)

Plex) =g

ahol PP (c) annak a valoszintisége, hogy c keriilt kiildésre, illetve P (x) annak a valoszi-

niisége, hogy x a fogadott vektor.
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MAP-dekédolas

A fenti feltételes valoszintiségek alapjan két természetes mod kinalkozik a dekodolas
soran a dontéshozatalra. Egyrészt dekodolhatunk arra a ¢ = c koédszora, amelyre a
P(c | x) valészinliség maximalis: ezt maximum a posteriori valdsziniség dekddoldsnak
(vagy roviden MAP-dekodolasnak az angol mazimum a posteriori probability elnevezés-

bdl) nevezziik. Azaz MAP-dekodolas soran
¢ = argrglgcxP(c | x),

ahol arg maxcec P (c | x) a P(c | x) fiiggvény azon ¢ argumentuma, melyre a fiiggvény
maximimalis.

ML-dekédolas

Masrészt dekodolhatunk arra a ¢ = ¢ kodszora, amelyre a P (x | ¢) valoszintiség maxi-
malis: ezt mazimum likelihood dekddolisnak (vagy réviden ML-dekodolasnak) nevezziik.
Azaz ML-dekédolas soran

C = P .
¢ = argmax (x| c)

Tekintsiik a ML-dekodolast egy 0 < p < % csatornaparaméterid BSC mellett. Ha

X = T1To Ty €S C = C1Cy - - - Cy, akkor

n

P(x|c)=]]P(zle),

=1

hiszen feltettiik, hogy a bithibak fiiggetlenek (a csatorna memoriatlan). A 2.2. dbrarol
leolvashato, hogy

) ha% Ci;
Pla|e) =" 7
1—p ha:cl-:ci.
Ebbsl
. ) D d(x,c)
Pix ) =0 (L = - () 23)

ahol 0 < 75 < 1, hiszen feltettiik, hogy 0 < p < 3

Megjegyzés. A 2.1. abréan szerepls e = ejey - - - €, hibavektorra x—c = e, amibdl d (x, ¢c) =
=d(x —¢,0) = wte. Tehat (2.3) alapjan az e hibavektor BSC esetén egy olyan véletlen
n-hosszi bitvektor, melynek silya (n,p) paramétertd binomialis eloszlast kovet, azaz
wte ~ B, (p).
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Tehat P (x | ¢c) maximalizalasa ekvivalens d (x, ¢) minimalizalasaval: azon ¢ € C kod-
sz0t keressiik, amely legkozelebb esik x-hez Hamming-értelemben. Ez azonban éppen a

legkozelebbiszomszéd-dekodolas, tehat BSC mellett az ML- és az NN-dekodolas ekviva-

lensek.

Megjegyzés. Elméletileg el6fordulhat, hogy olyan x a fogadott vektor, melyre két kii-
16nb6z6 cq1,co € C kddszo létezik, melyektsl x egyforméan minimélis tavolsagra van. A
gyakorlatban ennek a valdszintisége elenyészé, igy tgy tekintjiik, hogy minden esetben

egyetlen minimalis tavolsagra es6é kodszo 1étezik a fogadott vektortol.
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3 Hibajavitas zajos csatornaban

Tekintsiik a 3.1. abran modellezett feladatot: 3000 bitnyi informéaciot szeretnénk tovab-
bitani egy magas zajjal rendelkezd (legyen a csatornaparaméter p = 0,1) binéris szim-
metrikus csatornén gy, hogy atlagosan 6t alkalombol legalabb négyszer minden fogadott
vektort jol javitsunk NN-dekddoléssal, mindezt gy, hogy az alkalmazott kod rataja a
lehetd legnagyobb legyen. CLAUDE SHANNON 1948-ban publikalt cikkében megfogalma-
zott és bizonyitott a kodolaselmélet egyik alapvets tétele szerint elég nagy n koédhossz
esetén létezik a fentebb megfogalmazott kritériumoknak megfelels kod, valamint egy
fels¢ hatéart is megfogalmaz az elérhets ratara vonatkozoan: az elérhetd rata legfeljebb
akkora, mint a csatorna C' kapacitasa.

Ebben a fejezetben a kitlizott feladat megoldasanak egy lehetséges megkozelitését
irjuk le, amit SHANNON tétele inspirédlt: véletlen linearis kodokat fogunk alkalmazni a
feladatra. Ehhez definialnunk kell, mit értiink véletlen linearis kod alatt, azaz hogyan
képezhetjiik 6ket, valamint mivel ezen csaladba tartozo kodok véges hosszal rendelkeznek
— illetve véges hossz esetén tudjuk szamitogépes szimulacidval tesztelni Gket —, ezért az

elérhetd ratara a csatornakapacitasnal élesebb felsé hatar is bemutatéasra kertil.

kiildé — BSC dekodolas -
3000 bites tizenet p=0,1 hibatlanul javit

3.1. abra. A feladat modellje
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3.1. Shannon tétele

A kévetkez6kben CZEDLI GABOR Boole-fiiggvények |[BF| cimd kényvének gondolatme-
netét kovetjik.

Tekintsiik a kovetkez6 gondolatkisérletet. A kiildé folyamatosan szeretne biteket kiil-
deni a fogadonak egy p = 0,1 paraméterii BSC-n. A bitek véletlenszertiek (szarmazhat-
nak példaul pénzdobélasbol vagy példaul egy tirszonda megfigyeléseibdl), és szabalyos
idskozonként képzddnek, mondjuk masodpercenként egy 1j bit jon létre. A BSC mésod-
percenként csak 3 bit tovabbitasat teszi lehetévé. Ezért a kiild6 minden k-adik méasod-
percben az addigra dsszegytlt k bitbsl allo m iizenetet egy E: F5 — C C F3* kodolassal
kodolja, és E (m) = c-t haladéktalanul tovabbitani kezdi.

Keérdés. Elérhet6-e tetszbleges nagy biztonsag k és E alkalmas megvalasztésaval, azaz a

hibas dekddolas valoszintisége tetszélegesen kicsivé tehets-e?

PER-érték
A hibas dekddolas valodszintiségét egy kod esetén a kod ugynevezett PER-értéke adja

meg, amelyet a kovetkezGképp definidlunk.

3.1.1. definicié (PER). Legyen C egy F, feletti (n, M)-kod egy 0 < p < 3 paramétert
BSC mellett, tetszbleges dekodolassal. Ekkor a C kod csomaghiba-valdszinisége (vagy

PER-értéke az angol packet error rate kifejezésbol)

1 N
PERzl—M;P(c:C).
Példa. A fenti gondolatkisérletben k = 1-et valasztva és az 1.4. szakaszban bemutatott
Fy — {000,111} C F3 3-ismétls kodot, illetve dekodolasként a tobbségi dontést alkal-
mazva (konnyen lathato, hogy ez ekvivalens az ML-dekodolassal) hibasan dekodolunk
minden olyan esetben, amikor egynél tébb hiba lép fel a tovabbitas sordn, tehat a hibas

dekodolas valoszintisége

3 3
P(wte >2) =P (B;(0,1) >2) = <2> 0,12- 0,9 + (3) 0,1 = 0,028.

Valéban, a PER-érték definici6 szerinti szamolasa is erre az eredményre vezet. Nyilvan
M = 2, valamint az 1.4. abrarél leolvashato, mely esetleges fogadott vektorokat mely
kodszavakra dekodoljuk. A P (¢ = c) valoszintiséget pedig megkapjuk, ha meghatarozzuk

a c-re dekddolando vektorokra, hogy mekkkora valoszintiséggel lesz a BSC-n torténd
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tovabbitas soran c-bdél az adott vektor, majd ezeket a valdszintiségeket Osszegezziik.
Példaul 000-ra dekodoljuk a téle 1 tavolsagra 1évs vektorokat (ezekbdl harom van),

illetve magat 000-t, igy
P (¢ =000)=3-0,1-0,9°+0,9° = 0,972.
Az 111 kodszo esetén analog modon P (¢ = 111) = 0,972, igy
PER =1-— % -2-0,972 = 0,028.

Megjegyzés. A PER-érték meghatéarozasa ravilagit arra, hogy a determinisztikus deko-
dolas lényegében egy particionélasi feladat: az [y teret oly médon kell M particiora

osztanunk, hogy minden particiéban pontosan egy kodszo legyen.

Shannon-tétel
A korabban feltett kérdésre, miszerint elérheté-e tetszéleges nagy biztonsag k és E al-
kalmas megvalasztasaval, meglepd modon az aldbbi tétel — melynek technikai jellegii

bizonyitasat [BF| részletezi — igenld valaszt ad.

3.1.2. tétel (SHANNON, 1948). Legyen 0 < p < 3 és 0 < R < 1 régzitett gy, hogy

R<1—h(p)=1+plogyp+ (1—p)log, (1 —p). (3.1)

Ekkor tetszdleges pozitiv e-hoz létezik olyan k € N, hogy barmely k < k € N esetén
létezik olyan C bindris ( L%J ,Zk) -kod, hogy p paraméteri bindris szimmetrikus csatorndt
és legkdzelebbiszomszéd-dekodoldst haszndlva barmely ¢ € C kiildétt kodszo esetén a hibds

dekodolas valoszinisége e-ndl kisebb lesz.

Megjegyzés. A fenti tételben R — megkozelitSleg — a C kod rataja, a (3.1) egyenlétlenség
jobb oldaléan pedig az alkalmazott p paraméterti BSC kapacitasa all. Ha barmely ¢ € C
kiildott kodszo esetén a hibéas dekddolas valoszintisége e-nél kisebb, akkor nyilvan a kod
PER-értéke is e-nal kisebb lesz, hiszen

1 ) 1 .
PERZl—MZP(C:C):MZIp(C#C).

ceC ceC

SHANNON tételének bizonyitasabol kittinik, hogy a kddszavakat véletlenszertien meg-

valasztva varhatoan jo kodolashoz jutunk a gazdasagossag (réta) és a megbizhatosag
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(PER-érték) szempontjabol. Nagyobb k-kra ugyan az igy nyert kodoléas és a hozza tar-
toz6 dekodolas az exponencidlisan novekvé memoria- és idGigény miatt gyakorlatilag
megvalosithatatlan, mégis ez a tétel inditotta el a kivitelezhetd jo kodolasok keresésére
iranyulo kutatasokat (példaul BCH-, Reed—Solomon-, Reed—Muller- és LDPC-kodok).

3.2. Véletlen linearis kddok

Az el6z6 szakaszban megismert Shannon-tétel eredménye azt sugallja, hogy a jelen fejezet
bevezetGjében kitlizott feladat kritériumai teljesithetGek. Azonban a hatékony kodolas-
hoz célszert — amint azt a 2.2. szakaszban is kiemeltiik — linearis kodokat alkalmazni:
a kodolés igy kézenfekvs, a minimumtéavolsag meghatéarozasa és a kodszavak térolasa is
jelentdsen egyszertisodik. A kovetkezs bekezdésben Gsszefoglaljuk a keresett linearis kod

teljesitendd kritériumait.
Feladat. Keressiink olyan

— binéris linearis [n, k|-kodot

— minél nagyobb R = % rataval, amelyre
— egy p = 0,1 paramétertd BSC és

— NN-dekodolas mellett

— Osszesen 3000 bites iizenetet kodolva

— annak a valoszintisége, hogy a tovabbitast kdvetGen minden fogadott vektort he-

lyesen javitunk legaldbb 0.8.

A Shannon-tétel alapjan allithatjuk, hogy egy jo kod ratdjanak fels6 hatara az al-
kalmazott csatorna kapacitasa. Most p = 0,1 mellett a csatorna kapacitasa — ahogy

az 1.3. szakaszban lattuk — (1.1) alapjan
C=1-h(0,1)=14+0,1log,0,1 +09log,0,9 ~ 0,531, (3.2)

Megjegyzés. A 3000 bites tizenetet el6irg kritériumon valamelyest | lazithatunk”: ha bi-
naris linearis [n, k]-kodot alkalmazunk, akkor az iizeneteknek k hosszu bitvektoroknak
kell lennitik, igy ahhoz, hogy Gsszesen legalabb 3000 bitnyi informéciét tovabbithassunk
{%] darab {izenetblokkot kell kiildeniink.
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Véletlen linearis kdéd és paritasellen6rz6 matrixa

Az el6z6 szakasz befejez6 bekezdésében, a Shannon-tétel bizonyitaséra vonatkoz6 meg-
jegyzések szerint a kodszavakat véletlenszertien megvalasztva varhatoan jo koédolashoz
jutunk. Hogyan vélasszuk a kodszavakat véletlenszertien egy linearis [n, k]-kod esetén?
Amint a 2.2. szakaszban lattuk, egy linearis kod megadasanak egy lehetséges modja a

paritasellen6rz6 matrixanak megadasa.

3.2.1. definicié. A C < F7} linearis [n, k]-kodot véletlen 0 siriségi paritasellendrzd
mdtrizi bindris linedris [n, k]-kddnak nevezzik, ha C tugy lett generédlva, hogy paritas-
ellenérzé matrixaul egy olyan H € F g’“’“)“ véletlen binaris métrixot valasztottunk,
melyre igaz, hogy az 1-esek szama H elemei kézott ((n — k) n, d) paramétertd binomialis

eloszlast kovet, valamint teljesiil, hogy rank (H) = n — k.

Megjegyzés. A § striség elnevezés nem indokolatlan, hiszen H-ban a fentiek szerint az

l-esek szamanak varhato értéke (n — k) nd, amibdl kovetkezik, hogy H siirtisége (a nem
(n—k)nd __ 5

nulla elemek szamanak ardnya a matrix méretéhez) varhatoan b =

Formélisan legyen

n—=k
X=> wteH,
i=1

ahol e; € F27" jeloli szokasosan az i-ik egységvektort: ekkor X valoban a H métrixban

szerepl6 1-esek szamat jeloli. Ha H = [hm]( minden h; ; eleme pedig fiiggetlen &

n—k)xn
paraméterd Bernoulli-eloszlasu véletlen Véltozé,) azaz h;; ~ B(0), akkor a fiiggetlenség
miatt X ~ Bi,_kyn (9).

Tehat generalhatunk tgy a 3.2.1. definiciéban szereplé kodokat, hogy elGszor felirunk
egy véletlen H € F énik)xn binaris matrixot oly moédon, hogy minden elemérsl (nem
feltétlentil igazsagos) pénzfeldobdssal — azaz egy § paramétert Bernoulli-eloszlasu véletlen
valtozo segitségével — dontjik el, hogy 0 vagy 1 legyen, majd az igy kapott méatrixra
természetesen ellendrizni kell a rangfeltételt (ha ez nem teljesiil, felirunk egy j méatrixot),

ha ez teljesiil, akkor az igy kapott H lesz a C kéd paritasellenérzé matrixa.

Hibatlan javitas és PER

Legyen C egy binaris lineéris [n, k]-kod G generdtormatrixszal, M = [2920] és tegyiik
fel, hogy egy 0 < p < % paraméterd BSC-n keresztiil M darab véletlen csomagot szeret-
nénk tovabbitani (azaz a kiildendd iizenet hossza megkozelitGleg 3000 bit), a kiildendd
iizenetcsomagokat pedig egyenletes eloszlas szerint valasztjuk F5-bol.

Jeldlje c; € FY az i-ik lizenetcsomaghoz, m;-hez rendelt kodszot, mig ¢; € F} a hiba-
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javitast kovetGen kapott kodszot (i € {1,2, ..., M}). Tekintsiik a kovetkez6 eseményt :
A* :{VZ S {1,2, ,M} : éi:cz’}7

azaz A* jeloli azt az eseményt, hogy minden kapott iizenetet jol javitunk. Igy mar for-
malizalhatjuk a kitiizott feladat utolso két kritériumat: legyen P (A*) > 0,8.

A BSC tulajdonséagai, illetve a hibajavito algoritmusunk (NN-dekodolas, ami ekviva-
lens az ML-dekodolassal BSC mellett) kovetkeztében a kiilonb6z6 csomagok — vektorok

— javitasai egymastol fliggetlenek, igy a teljes valosziniiség tétele szerint

P(A*>:Hp<éizci):H (ZP(&-C)JP’(C_Q-)) =

i=1 ceC

M
1 . 3000
-1 <?ZP(C—C)> — (1-PER)™ = (1 - PER)[ %",
hiszen a c; kddszavakat egyenletes eloszlas szerint véalasztottuk C-bél. Ebbdl a kod PER-

értéke és a kritérium kozotti kapcesolat:

(1-PER)Y =P (A*) > 0,8;
1 — PER > 0,87

1
3000
k

PER <1-0,8% =1-08"%| <108,

tehat egy [n, k]-kod pontosan akkor felel meg a fenti kritériumnak, ha a PER-értéke

3000"

kisebb vagy egyenld, mint 1 — O,Sﬁ, ahol M = ( i’

Fels6 becslés az elérhet6 dimenziéra véges kédhossz esetén

A SHANNON tételében garantaltan létezd kod hossza nagyon nagy lehet, azonban a gya-
korlatban nagy hosszal rendelkez6 kodok NN-dekoddolasa csak kodok specidlis csaladjaira
kivitelezheté hatékonyan. Véletlen linearis kodok esetén — korabbi észrevételiink szerint
ezek kozott lehet érdemes keresni — nem all rendelkezésiinkre hatékony dekodolasi algo-
ritmus.

Ezért hasznos lehet a dimenziéra tett felsG becslés véges kodhossz esetén, hogy sztikit-
hessiik a jo kodok keresési terét (nevezziik jo kodnak a kitiizott feladat kritériumainak
eleget tevs kodot). Ez a fels6 hatar keriil bemutatasra a kovetkezSkben, melyet YU-
RIY POLYANSKIY, H. VINCENT POOR és SERGIO VERDU bizonyitottak 2010-ben (a
bizonyitast [CCR]| részletezi).
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3.2.2. tétel (POLYANSKIY —~POOR—-VERDU, 2010). Tekintsink egy bindris szimmetri-

1

kus csatorndt olyan p paraméterrel, melyre p ¢ {O, > 1}, és legyen C < FY egy bindris

linedris [n, k])-kod ¢ PER-értékkel. Ekkor

kSnu—h@»—vmml—mb&1;%rwo+§b@n+ouy

Megjegyzés. A tétel allitasa a kod dimenziojara vonatkozik, de ebbsl konnyedén nyerhe-

tiink a ratara vonatkozo felsd becslést:

R=t <1 - 2o, R0 0 4 5 2B 0 (1),

n P 2 n

ahol 1 — h (p) éppen a p paraméterti BSC kapacitasa.

A kitiizott feladat esetében p = 0,1, igy a tétel szerint egy € PER-értékd n-hosszi

linearis [n, k]-kod esetében

0,9 1
kE<n(l—h(0,1)) —+/n-0,1-09log, 0;162’1 (€) + éloan—i-O(l) ~

1
~ 0,531n — 0,951y/nQ " () + 3 logon+ O (1).

3.3. Algoritmus a legkozelebbiszomszéd-dekddolasra

Az el6z6 szakaszban emlitettiik, hogy az NN-dekddolas csak kddok specialis csaladjai-
ra kivitelezheté hatékonyan. Ezért ebben a szakaszban a modositott NN-dekodolashoz
szitkséges segédfiiggvények algoritmusai keriilnek bemutatasra, mely modositott deko-
dolas lényege, hogy a bitvektorokat allandé hosszisagu szeletekre darabolva a szeletek
egy-egy binaris szamrendszerben leirt egész szdmot hataroznak meg, igy a bitvektor ezen
egészek vektoraként reprezentalhato, majd a Hamming-tavolsagot bitmiivelettel (bitope-
racioval) hatarozzuk meg.

A kovetkezSkben két bitmitveletet is felhasznalunk: a bitszintd szorzdst és a bitszintd
kizdré vagyot — ezek jol ismert, természetes szamokon (beleértve a 0-t is) értelmezett

miveletek.

Bitszintii szorzas. Legyen x,y € Ny. Ekkor x és y bitszintd szorzatat (AND) z Ay
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jeloli. Példaul x = 5 és y = 3 esetén

x = 1019;
z ANy =001y =1.

Bitszintd kizaro vagy. Legyen x,y € Ny. Ekkor a bitszinti kizaré vagyot (XOR) z®y

jeloli x és y esetén. Példaul x = 5 és y = 3 esetén

x = 1015;
x Ny =110y = 6.

Megjegyzés. A XOR-miveletet (bitszinti kizar6 vagyot) értelmezhetjiik a kovetkezdkép-
pen is: ha a két egész szam kettes szamrendszerbeli alakjaira bitvektorokként tekintiink,

akkor a miivelet eredménye a két vektor osszege lesz (Fy felett).

Bitvektorok és egészek

Tekintsiik az Fy feletti n-dimenzios vektorteret, Fi-t, és legyen b egy rogzitett pozitiv
egész szam. Tetszéleges x129 - - -, = x € FY} vektor esetén tekintsiik az els6 b koordinata
altal alkotott xizs - - - x, blokkot, a mésodik b koordinata altal alkotott xy 1xpio-- - 2o

blokkot, és igy tovabb, egészen az f-edik ilyen blokkig, ahol

n

e=12]. 3.3

& (33

Megjegyzés. Az utolsé ilyen — a fentiek alapjan képzett — blokkot nem feltétleniil al-

kotja b darab x-beli koordinata: az utolsé blokk ¢ (3.3)-beli definicidja miatt éppen
T(—1)b1T(e—1)b42 - * * Tp leSZ.

Minden 7 € {1,2, ..., ¢} esetén definialjuk az
b

0= Tty -2 (3.4)
J

1

Il
o

szamot, ahol 7; € {0,1} C N az z; € Fy koordinataértékbdl (szokasos modon) képzett
egész szam, ha j € {1,2, ..., n}, kilénben pedig legyen z,; = 0.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a (3.4)-ben definidlt a; éppen az i-edik blokk jobbrol
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balra valo felirasaval keletkezett kettes szamrendszerbeli szam.
A definici6 alapjan vilagosan latszik, hogy barmely i € {1,2, ... ¢} esetén a; egy

b-bites egész szam, azaz 0 < a; < 20 1.

A (3.4)-beli a;-k felhasznalasaval definialjuk a
t: Fy — {0,1, o 2b - 1}8, X = (x) =a=(ay,az, ...,a)

leképezést. A 3.3.1. algoritmus bemutatja a ¢, leképezés egy lehetséges implementéciojat.

3.3.1. algoritmus. A ¢, leképezés (bitvektorbol egész koordinataju vektor)

Bemenet: b pozitiv egész, x € [F} bitvektor.
Kimenet: a 1, (x) =a € {0, 1,...,20 — 1}£ vektor.
1: procedure BITVEKTOREGESZVEKTORRA (b, X)
2 a+o0

3 141

4: 7+0

5: a+ 0

6 for k<« 1. k<n, k< k+1do

7

8

9

if j =0 then
a; < a
: 14—1+1
10: g0
11: a+0
12: a+a+7T,-2
13: j—j+1
14: Qp < a
15: return a

Megjegyzés. Definiciobol adoddan a ¢ leképezés injekcio, s6t a XOR-mtveletnél tett meg-

jegyzés alapjan konnyen ellendrizhetd, hogy tetszdleges x,y € FL esetén, ha

Lb(X): :(a17a27"'7a5);

a
Lb(y):b: (bl,bQ, ...,bg),

akkor
b(X+y)=10(X)Dw(x)= (a1 Db,as B by, ...,a0 D by). (3.5)
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Salytablak
A XOR-miiveletre vonatkoz6 megjegyzésben lattuk, hogy természetes modon tekint-
hetiink a természetes szamokra bitvektorokként is, igy értelmezhets egy egész szam

Hamming-stilya.

3.3.2. definici6 (egész szam Hamming-silya). Legyen b € NT rogzitett pozitiv egész
szam és a € {0, 1,...,20 = 1}, ahol a kettes szamrendszerbeli alakja (ayaz - ap),, ahol
a; € {0,1} (i € {1,2, ...b}). Ekkor az a szam Hamming-silya

b

intwta = Zai.

=1

Egy b-bites a természetes szam Hamming-sulyat konnyen meghatarozhatjuk az AND

(bitszint{ és) miivelet segitségével, ahogy az a 3.3.3. algoritmus is mutatja.

3.3.3. algoritmus. Egész szam Hamming-silyanak meghatarozasa

Bemenet: b pozitiv egész, a € {0,1, ...,2° — 1}.
Kimenet: int wt a, az a szaim Hamming-stilya.

1: procedure EGESZHAMMINGSULY (b, a)
2 w <+ 0

3 for k<~ 0,k<b—1,k<«+ k+1do
4: if a A 2F #£ 0 then

5: w—w+1

6 return w

Megjegyzés. A 3.3.3. algoritmus valoban az a szam Hamming-sulyat adja vissza, hiszen

a A 2F pontosan akkor nem 0, ha a-ban a 2* helyiértéken 1-es szerepel.

Igy egy adott b esetén felirhatunk egy olyan 2° mérett tombot, a sulytdbldt (az elemek
sorszamozasat 0-val kezdve), hogy minden i cimkéjii elem éppen az i szaim Hamming-
stlya, azaz int wt i. Forméalisan legyen b € Nt rogzitett pozitiv egész szam, és tekintsiik
a

Wy: {0,1,...,2" =1} =+ {0,1, ...,b}, a— Wy(a) =intwta

leképezést. A sulytabla meghatarozasanak algoritmikus leirasa a 3.3.4. algoritmusban
lathato.
Igy a korabbiak dsszevetésébdl adodik, hogy tetszdleges x € F3 bitvektor esetén, ha
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3.3.4. algoritmus. A silytabla meghatarozéasa

Bemenet: b pozitiv egész szam.
Kimenet: a W, silytabla.

1: procedure SULYTABLATGENERAL(b)
2 W, < URES > URES az iires tomb.
3: fora<+ 0,a<2b—1,a+ k+1do
4 Wy [a] <+ EGESZHAMMINGSULY (b, a) > W, [a] a témb a cimkéjid eleme.
5 return W,

(%) = (g, a9, ...,ap), akkor

L

¢
wt (x) = Z intwt oy = Z Wy (o) (3.6)

=1

NN-dekédolas bitmiiveletekkel
Mivel a szamitogépes implementacio esetén kodolaselméletben absztrakt objektumokkal
— vektorterekkel, vektorokkal — dolgozunk, ezért a kapcsolodé miveletek is szamitas-
igényesnek bizonyulhatnak az egyszertibb miiveletekkel, mint példaul a bitmiiveletekkel
szemben.

Igy a kovetkezéképpen modosithatjuk a standard NN-dekodolast. Tegyiik fel, hogy a
C < F% linearis [n, k]-kodot alkalmazzuk egy p paramétert BSC mellett és legyen b egy
pozitiv egész szdm. Ekkor C minden c elemére meghatarozhatjuk annak egészvektoros
reprezentaciojat, azaz i, (c)-t és taroljuk az egészvektorokat egy olyan tombben, ahol
a cimkék a megfelel§ C-beli kodszavak, valamint minden a € {O, 1,...,20— 1} esetén
kiszamoljuk W, (a) = int wt a-t, azaz meghatarozzuk a stulytablat, majd a kiszamolt
értékeket szintén taroljuk (ezt mar egy standard tombben is megtehetjiik).

Tegyiik fel, hogy a ¢ € C kodszot tovabbitottuk, majd az x € F vektort kaptuk a

tovabbitéast kovetSen. Ekkor mivel Iy felett vagyunk, ezért
d(x,c)=wt(x—c)=wt(x+c).

Legyen u, (x +¢) = (f1, P2, ..., F¢) (ahol -t (3.3)-nak megfelel6en hatarozzuk meg).
Ekkor (3.6) szerint

¢
wt(x+c):ZWb(ﬁi).

Ha 1, (x) = (a1, a9, ..., ) és (¢c) = (71,72, ---,7Ye), akkor (3.5) szerint ¢, (x + ¢) =
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=1, (x) ® 1 (c), tehat

L L

wt (x + ¢) :ZWb(ﬁi):ZWb(ai@%),

i=1 i=1
amibdl kovetkezik, hogy az NN-dekodolas a

y4
RN o
¢ = argmin d (x, ¢) = arg min z; Wy (e ® )

kodszot adja vissza.

Mivel a sulytablat, illetve a kodszavak egészvektoros reprezentacioit taroltuk, és csak
osszeadast, illetve bitoperaciot (XOR) hasznaltunk, ezért szamitogépes implementécio
esetén ez a modszer nem hasznal absztrakt objektumokat. S6t ha, tobbféle kodot al-
kalmazunk, akkor a silytablat elég egyszer meghatarozni, hiszen az csak b-t6l fiigg. A

fentiek algoritmikus leirasa a 3.3.5. algoritmusban lathato.

3.3.5. algoritmus. Dekddolés bitoperaciokkal

Bemenet: b pozitiv egész szam, a C binéris linearis [n, k]-kod.
Kimenet: a C kod kodszavainak egészvektoros reprezentacioja.
1: procedure KODSZAVAKEGESZVEKTOROKKA (b, ()
2 ¢, < URES
3: for ce C do
4 ¢, [c] < BITVEKTOREGESZVEKTORRA(b, )
5

return ¢,
Bemenet: b pozitiv egész, C binaris lineéris [n, k]-kod, x € Fy fogadott vektor.
Kimenet: ¢ € C, x NN-dekodoltja.
6: W, <~ SULYTABLATGENERAL(D)
7. €, <+ KODSZAVAKEGESZVEKTOROKKA (b, C)
8: procedure BITOPDEKODOL(b, C, x)

9: a < BITVEKTOREGESZVEKTORRA (b, X) >a=(ay,as, ...,a).
10: 0« (%—‘

11: S < URES

12: for c € C do

13: (1572 -+, %e) = G [c]

14: Sle] « S0, Wy [a: @ i

15: C < argmineee S

16: return ¢

A KODSZAVAKEGESZVEKTOROKKA fiiggvény gyorsithato, ha C binaris linearis [n, k-

kod: elgszor a zérusvektorra hatérozzuk meg az egészvektoros reprezentaciot — alkossa
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els lépésként ez az egy egészvektor €,-t. Ezt kovetSen felirjuk C egy bazisiat, majd
pedig rendre a baziselemekkel vett ,0sszegekkel” bévitjiik minden lépésben €,-t: lasd

a 3.3.6. algoritmust.

3.3.6. algoritmus. Kodszavak egészvektoros reprezentacioja lineéris kod esetén

Bemenet: b pozitiv egész szam, C binaris linearis [n, k|-kod, G a C kod generatormét-
rixa.
Kimenet: a C kod kodszavainak egészvektoros reprezentacioja.

1: procedure KODSZAVAKEGESZVEKTOROKKA (b, C, G)

2: B+ {gi,82, ..., 8k} > G sorvektorai.
3 gy« 0 >0 e [Fy.
4: ¢, + URES

5 €[]« 0 >0 € N§.
6: fori«+ 1,1 <k,i+1+1do

7 a < BITVEKTOREGESZVEKTORRA (D, g;)

8 for c € span{go, g1, ...,gi_1} do > Pontosan a €,-ben mér cimkeként

szerepl6 kodszavak.
Q:b[c—i-gi] <—le[c]@a
10: return ¢,

e
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4 Szimulacidk véletlen linearis

kddokra

Ebben a fejezetben elGszor megvizsgaljuk, hogy a véletlen kodok PER-értékének becs-
lése mennyi id6t vesz igénybe, majd a feladat kritériumainak eleget tevé véletlen line-
aris kodok keresésének egy lehetséges modszere keriil bemutatasra, valamint ravilagi-
tunk az atlagos PER-érték és a ¢ stirtiségparaméter kozotti kapcsolatra, végiil az étlagos
minimum-tavolsig és a strtiség kozotti kapcesolatot targyaljuk.

Emlékeztetdiil: feladatunk a kovetkezs kritériumoknak eleget tevd véletlen o stirtiségi

paritasellen6rz8 matrixt binaris linearis [n, k]-kodok keresése:
—az R= % rata legyen minél nagyobb;
— egy p = 0,1 paraméteri BSC és

— NN-dekodolas mellett (a 3.3. szakaszbeli bitmtiveleteket alkalmazo algoritmust

hasznalva)

Osszesen M = [%W darab uzenetet koédolva

annak a valészintisége, hogy a tovabbitast kovetGen minden fogadott vektort he-
lyesen javitunk legalabb 0,8, azaz a kod PER-értékére PER <1 — O,Sﬁ.

Megjegyzés. Az utolsé kritériumon valtoztattunk: 1 — O,Sﬁ helyett 1 — 0,8%—’5 valasz-
tottuk felsé korlatnak az egyszertibb szamolas végett, azonban ezzel nem kovetiink el

nagy hibat, hiszen 1 — O,8ﬁ ~1-— O,Sﬁ a késgbb vizsgalt dimenzidtartomanyban.

4.1. PER-becslés és futasi ideje

Tekintsiink egy véletlen § stirtiségt paritasellenérzé méatrixa C binaris linearis [n, kl-

kodot, melynek a kittizott feladatra valo alkalmassagat szeretnénk vizsgalni. Legyen
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PER3000 = 1 — O,Sﬁ, igy C-r6l azt mondjuk, hogy teljesitette a kritériumokat — azaz jo
kod —, ha a PER-értékének becslésekor a kapott érték kisebb vagy egyenls, mint PER3ggq.

PER-érték becslése

Legyen M tetszéleges pozitiv egész szam. A fentebb definialt C kod PER-értékét a kovet-
kezsképpen becsiiljiik (lasd a 4.1.1. algoritmust): az egyszeriiség kedvéért csak a 0 kod-
szOt tovabbitjuk M-szer, azaz M alkalommal fliggetleniil generalunk e hibavektorokat,
ahol wte ~ B, (p), majd e-t dekodoljuk. Ha a nullvektorra dekédoltunk (javitottunk),
akkor jol dekodoltunk, kiilonben rosszul. Végiil C PER-értékét a rossz dekoddolasok sza-

ménak és M-nek az aranyaval becsiiljiik.

4.1.1. algoritmus. Binaris linearis [n, k]-kod PER-értékének becslése

Bemenet: n € N, 0 <p < 3.
Kimenet: e € F} hibavektor, ahol wte ~ B, (p).
1: procedure HIBAVEKTOR(n, p)
2 (e1,€9, ...,e,) =€+ 0 >0 e F}
3: fori <+ 1, <n,i<i+1do
4 e; < B(p)
5 return e
Bemenet: b pozitiv egész szam, C bindris linearis [n, k]-kod, M a kiildends csomagok
szama, p a csatornaparméter.
Kimenet: a C kod PER-értékének becsiilt értéke.
6: W, <~ SULYTABLATGENERAL(D)
7. € < KODSZAVAKEGESZVEKTOROKKA (b, C)
8: procedure PERBECSLES(b,C, M, p)

9: <40

10: fori«+ 1,i<M,i+ 1+ 1do

11: e <+ HIBAVEKTOR(n, p)

12: if BiTopPDEKODOL(b,C,e) = 0 then >0 e F}
13: r<—r+1

14: return 1 — -

M

Megjegyzés. A fenti modszer elméleti szempontbol nem preciz moédon kozeliti a kod
PER-értékét, hiszen definici6 szerint a PER egy atlagvalészintiség, a 4.1.1. algoritmus
azonban csak a 0 kodszora kozeliti a hibas javitas valoszintiségét. Azonban a futtatott
szimulaciok tapasztalatai azt mutatjék, hogy kiilonb6z6 kddszavakra sem tapasztalhatod
szignifikans kiilonbség a becsiilt PER-értékekre, igy gyakorlati szempontbdl kizarolag
a 0 kodszo alkalmazasa kielégits, és nem utolsé sorban az implementaciot is jelentGs

mértékben egyszertsiti.
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PER-becslések futasi idejei

A PER-értékek becsléseire vonatkozo futasidsk vizsgalatat 100-100 darab kodra 12-; 13-,
illetve 14-dimenzios kodok esetén (a kodhossz minden esetben a dimenzi6 haromszorosa,
azaz R = %) kiillonboz6 b értékek mellett végezziik el: b € {4,8,16}, ahol kiilldendd
tizenet hossza 3000 bit, tehat M = (%W, illetve p = 0,1. A kovetkezdk szerint végezziik

a méréseket.

n [5min7 5max] M

d=12 36 [0,0278,0,9722] 250
d=13 39 [0.0256,0.9744] 231
d=14 42 [0.0238,0.9762] 215

4.1. tablazat. A becslések paraméterei

gﬁ

ot
t

5,3541
0,2349

ot
]

futdsi id6 (s)
=~
sy

p =3,
4.0 $ o =0,1092 I
| 6761

3,5 .

3.0
b=4 b=8 b=16

4.2. dbra. A PERBECSLES algoritmus futéasi ideje k = 12 dimenzi6 esetén

1. Minden k € {12,13,14} dimenzi6 esetén generalunk egy 100-elemii véletlen tom-
boét, ahol a tomb elemei elemei (%, 1— %)-n egyenletes eloszlast kdvetnek (% éppen
a kodok hossza). A generalt tomb minimaélis elemét jelolje Oy, maximalis elemét

dmax (a dimenzionkénti paramétereket lasd a 4.1. tablazatban).
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4.3. 4bra. A PERBECSLES algoritmus futési ideje k = 13 dimenzi6 esetén

2. A tomb minden § elemére generdlunk egy véletlen § strtiségi paritasellenérzé

matrixa C binéris linearis [%, k] -kodot.

3. Minden b € {4, 8,16}-ra futtatjuk a PER-kozelitést [2%0] darab csomagra p = 0,1
mellett, azaz futtatjuk a PERBECSLES (b,C, [%W ,0,1) fiiggvényt mind a 100

darab C kodra, és mérjiik a futasidéket.

A 4.2. dbran a k = 12 esetben, a 4.3. abrédn a k = 13 esetben, mig a 4.4. dbréan a k = 14
esetben lathato a futasi id6k statisztikai analizise (u jeloli a futési id6k atlagat, mig o a

korrigélt szorést).

Megjegyzés. Az % ésaz 1 —% also és felsé hatarok tapasztalati értékek: a d € (%, 1— %)
stirtiségek esetén ,gyorsan” generalhatunk megfelel§ ranggal rendelkezd o stirtiségd pari-

tésellen8rz8 matrixot.

Az abrak osszevetése alapjan a futasi id6k exponencialisan novekednek a dimenziéval,
adott dimenzi6é esetén b novekedésével csokken a futasi id6, s6t megjegyzendd, hogy

minden esetben b = 8 esetben a legkisebb a szorés.
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4.4. dbra. A PERBECSLES algoritmus futéasi ideje k = 14 dimenzi6 esetén

4.2. J6 véletlen linearis kddok keresése

Hogyan keressiink jd véletlen ¢ stirtiségii paritasellenérz6 matrixt binaris lineéris [n, kl-
kodokat? Ezen kérdés megvalaszolasara nyujtunk egy egyszert megkozelitést a kévetke-

z6kben.

Egy egyszerii keresési médszer
A kovetkezd modszert alkalmazzuk a kitiizott feladat kritériumait kielégit véletlen bi-
1

naris lineéaris [n, k] kodok keresésére. Legyen d € (%, 1— 5) tetszéleges, b pozitiv egész

rogzitettet, p = 0,1 a csatornaparaméter.

1. Generaljunk 100 darab véletlen ¢ stirtiségti paritasellenérzé métrixa C binaris line-
aris [n, k|-kodot.

2. Az el6z6ekben generélt 100 kod mindegyikére becsiiljiik a PER-értéket 100 kiildott
csomagra, azaz futtassuk PERBECSLES (b, C, 100, 0,1)-et.

3. Valasszuk ki 10 legjobb kédot, azaz azon 10 kddot, melyekre a becsiilt PER-értékek
a legkisebbek.
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4. A kivalasztott 10 kodra becsiiljiik Gjra a PER-értéket 1000 kiildott csomaggal, azaz
most PERBECSLES (b, C, 1000, 0,1)-et futtatjuk.

Megjegyzés. Az el6z6 szakaszban tett megallapitdasaink alapjan a b = 8 paramétert al-

kalmazzuk a szimulaciok soran.

Az el6z6 szakaszbeli megfigyelések, valamint a szimulaciok futtatasakor tapasztaltak
alapjan k£ = 16 dimenzio felett a futasi id6k kezelhetetlenné valnak, s6t &k = 15 és k = 16

esetekben is mar nagyon nagyok.

A szimulaciék eredményei

A szimulaciok soran a kovetkezs kodparamétereket hasznéljuk:
— k €{12,13,14, 15,16} dimenziok;
- R €{0,25,0,3,0,33} ratak és
- 0 €{0,05,0,1, ...,0,4} stirtiségek.

Megjegyzés. Ha k € {12,13,14, 15,16}, akkor minden k esetében PER3q00 ~ 0,001, igy
valamelyest lazitva a kritériumokon mondhatjuk, hogy C kod jo, ha a becsiilt PER-értéke
kisebb vagy egyenls, mint 0,001.

Természetes moédon meriil fel a kévetkezs kérdés.
Kérdés. Fligg-e egy kod (becsiilt) PER-értéke a o stirtiségparamétertsl?

A 4.5.,a4.6.ésa4.7. abrakon lathatok 100 csomagra futtatott szimulaciok eredményei
a k € {12,13, 14} esetekben, melyekrdl leolvashato, hogy igen, fiigg egy kod PER-értéke
a o strtségparamétertsl, azonban 6 = 0,25-t61 mar nem tapasztalhatd szignifikans val-
tozas. FEzt a tapasztalatot felhasznalva a szamitésigényesebb k& = 15, illetve £k = 16
esetekben mar csak o = 0,4-re futtatunk szimuléaciokat.

A ) = 0,4 stirtiségre a 4.8. tablazatban lathatok a szimuléciok soréan a 10 legjobb kod
koziil legjobban teljesité (legkisebb becstilt PER-értékd) kodok PER-értékei a vizsgalt
dimenziok és ratak mellett. Ebbdl kitiinik, hogy 0 = 0,4-re jo kddot csak az R = 0,25

rata mellett talaltunk.

39



atlagos becsiilt PER-érték

=
—

0,0
005 010 015 020 025 030 035 040

6 strliség

4.5. abra. Az atlagos PER-becslések stirtiségenként 100 kodra k£ = 12 dimenzi6 esetén

0,6
— R=025
- - R=03
----- R=0,33

atlagos becsiilt PER-érték

020 025 030 035 040

O stirtiség

4.6. dbra. Az atlagos PER-becslések stirtiségenként 100 kodra k = 13 dimenzi6 esetén
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atlagos becsiilt PER-érték
o
w

0,2
0,1
0,0
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
6 strliség

4.7. dbra. Az atlagos PER-becslések stirtiségenként 100 kodra k = 14 dimenzid esetén

k=12 k=13 k=14 k=15 k=16

R=0,25 0,0000 0,0000 0,0010 0,0000 0,0000
R=0,3 0,0030 0,0060 0,0020 0,0030 0,0040
R=0,33 00170 0,0120 0,0140 0,0140 0,0110

4.8. tablazat. A § = 0,4 stirtiségi legjobban teljesité kodok becsiilt PER-értéke (1000
csomagra)

4.3. Minimumtavolsag és slirliség

A 2.1. szakaszban lattuk, hogy egy kod minimumtavolsdga nagyban meghatarozza a kod
hibajavito képességét. Az el6z6 szakaszban ismertetett eredmények alapjan véletlen o
strtiségi paritasellenérz6 matrixa binaris linearis [n, k]-kodok esetében 0-tol fiigg a kod
(becsiilt) PER-értéke. Fennall-e hasonlé viszony ¢ és a kod minimumtavolsaga kozott ?

A 4.9. és a 4.10. abrakon lathato 6 € {0,05,0,1, ...,0,4} striségenként 100-100 vé-
letlen § strtiségii paritasellendrzé méatrixa binaris lineéris [n, k]-kod atlagos minimumté-
volséga, ahol n = L%J Latszik, hogy az atlagos PER-érték fligg a stirtiségtsl, valamint
hogy a PER-érték becsléséhez hasonlé moédon 6 =~ 0,2-t6] nem tapasztalunk szignifikans

kiilonbséget az atlagos minimumtavolsagok kozott (ratanként).
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atlagos minimumtavolsdg
oo

6
4
2
0
0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
6 strliség
4.9. abra. Az atlagos minimumtavolsdgok strtségenként 100 kodra & = 15 dimenzid
esetén

Minimumtavolsag és paritasellen6rz6 matrix
A 4.9. és a 4.10. abrékat jobban megvizsgalva feltiinhet, hogy a § = 0,05 esetben mindkét
dimenzi6 esetében koriilbeliil 1 az dtlagos minimumtavolsidg. Milyen kapcsolat allhat ez
és a paritasellen6rzé matrix struktuaraja kozott?

Tegyiik fel, hogy a véletlen C linearis [n, k]-kodot a véletlen H € an_k)xn paritasellen-
Grzématrix alapjan generaltuk, illetve tegytik fel, hogy d (C) = 1. Ekkor a 2.2.3. lemma
szerint 1étezik C-nek 1 salyu kodszava, jeldlje ezt c, és tegyiik fel, hogy c-nek az i-ik
koordinataja az 1 silyt adé nem nulla elem, azaz ¢ = e;. A paritasellen6rzd matrix
2.2.4. definici6ja szerint HeT = 0, amibél kivetkezik, hogy H-nak az i-ik oszlopa csupa
0 kell, hogy legyen.

A forditott irany trivialisan teljesiil: ha H-nak az i-ik oszlopa csupa 0, akkor He} = 0,
tehat e; € C, és igy d(C) = 1.

Tehat egy linearis kod minimumtéavolsaga pontosan akkor 1, ha létezik olyan paritas-

ellen6rz6 méatrixa, melynek van csupa nulla oszlopa.
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6 strliség

4.10. abra. Az atlagos minimumtéavolsdgok strtiségenként 100 kodra & = 16 dimenzio
esetén
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Fuggelék

A 3. és a 4. fejezetekben targyalt algoritmusok implementéacioja lathato itt SageMath-
ben [ST16| megvalositva. A 4. fejezetben leirt jo kodok keresésére alkalmazott egysze-
rd modszer a tournament_qualification és a tournament_final fiiggvényekkel keriilt

megvalositasra.

wt_filename="WEIGHT_TABLES_SAVED"
def int_wt (i,bitlength):
return long(sum(0!=(i& (2xxk)) for k in range (bitlength)))
def build_wt_table (bitlength) :
return [int_wt (i,bitlength) for i in range (2xxbitlength) ]
WEIGHT_TABLES=({}
for i in [4,8,16]:
WEIGHT_TABLES[i]=build_wt_table (i)
save (WEIGHT_TABLES,wt_filename)
def bitvec2intrep (bitvec,bitlength):
intrep=[]
k=0
a=0
for i in range(len(bitvec)):
if k==bitlength:
intrep.append(long(a))
a=long (0)
k=0
if O!=bitvec([i]:
at+=long (2xxk)
k+=1
intrep.append(long(a))
return intrep
def err_vec(length,p):
return vector (GF (2), [Integer (random () <p) for i in range(length)])
def rnd ldpc_code (length,dim,delta) :
pc_mat_space=MatrixSpace (GF (2), length-dim, length)
while True:

pc_mat=pc_mat_space.random element (density=delta)
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99
60
61
62
63
64
65
66
67

if pc_mat.rank()==length-dim:
break

code=codes.LinearCodeFromCheckMatrix (pc_mat)

code.my_parity_check_matrix=pc_mat

return code

class MyCode:

def

def

def

def

def

__init__ (self,length,dim,density,bitlength) :

self.code=rnd_ldpc_code (length,dim,density)

self.length=self.code.length()

self.dim=self.code.dimension ()

self.gen_mat=self.code.generator_matrix()

self.check_mat=self.code.my_parity_check_matrix.transpose )

self.bitlength=bitlength

self.elements=1list (self.code)

gens=[bitvec2intrep (x,self.bitlength) for x in self.gen_mat.rows ()
]

word_length=len (gens[0])

V=[[long(0) for i in range (word_length)]]

for i in range(self.dim):
V=V+[[long(v[]j])""long(gens[i] []j]) for j in range (word_length)

] for v in V]

self.intreps=V

__repr__ (self):

return "MyCode obiject_of length %d_and_dimension_ %d"% (self.length,
self.dim)

encode (self, msqg) :

return msgxself.gen_mat

decode_bitop (self, recv):

recv_intrep=bitvec2intrep (recv,self.bitlength)

n_recv_ints=len (recv_intrep)

wt_list=[sum(WEIGHT_TABLES[self.bitlength] [c[i]""recv_intrep[i]]
for i in range(n_recv_ints)) for c in self.intreps]

c_min=wt_list.index (min (wt_list))

return self.elements|[c_min]

per_est (self,n_pkgs,p):

ret=0

for i in range (n_pkgs):
if self.decode_bitop(err_vec(self.length,p)) .is_zero():

ret+=1

return 1.0-ret.n()/n_pkgs

BITLENGTH=8

p=0.1
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68 def tournament_qualification(length,dim,density, sample_size_for_simulation
=100,N_in=100,N_out=10) :

69 global BITLENGTH,p

70 my_codes=[MyCode (length, dim,density, BITLENGTH) for i in range (N_in) ]
71 pers=[]

72 nr_of_zero_pers=0

73 for ¢ in my_codes:

74 per=c.per_est (sample_size_for_simulation,p)

75 pers.append ( (c, per))

76 if per==0: nr_of_zero_pers+=1

77 pers_mean=mean ([x[1] for x in pers])

78 pers_std=std([x[1] for x in pers])

79 return [sorted(pers,key=lambda x: x[1]) [:N_out],pers_mean,pers_std]
80 def tournament_final (code_list,sample_size_for_simulation=1000) :

81 global BITLENGTH, p

82 pers=[]

83 for ¢ in code_list:

84 per=c[0] .per_est (sample_size_for_simulation,p)

85 pers.append((c[0],per))

86 pers_mean=mean([x[1] for x in pers])

87 return min (pers, key=lambda x: x[1])
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