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Kneser—Poulsen-sejtés (1954-55)
Tegyiik fel, hogy a p1,...,PN éSdi,...,qn E"-beli pontokra

d(pi,pj) > d(qi,q;) V1<i<j<N.

Ekkor azt mondjuk, hogy a p = (p1,-..,Pn) pontrendszer a
q=(q1,...,qn) pontrendszer expanzidja, vagy hogy a q pontrendszer a
p pontrendszer kontrakcidja.

Kovetkezik-e a fenti egyenlétlenségekbdl, hogy tetszbleges

r1 > 0,...,7ry > 0 esetén

N N
Vol,, (U B(Piﬂ“i)) > Vol, (U B(Qi7ri)>? (L)
i=1 i=1

Qe




Megjegyzések
> A sejtés eredetileg azonos sugari gdmbokre volt megfogalmazva, de
igaznak latszik kiilonb6z6 sugari gobmbokre is.

» Az ismert specialis esetek azt sugalljak, hogy a sejtés igaz lehet a
H"™ és S™ terekben is.

» Megfogalmazhaté egy anal6g sejtés metszetekre:

N N
Vol, (ﬂ B(Piﬂ"i)) < Vol, (m B(‘liﬂ"i)) ) (N)

és olyan testekre is, melyek a U és N miiveletek kevert
alkalmazasaval kaphatok gombokbél kiindulva.



Legfontosabb ismert eredmények

Tétel (K. Bezdek, R. Connelly M™ = E"; Cs.B. M = S", H")
Ha léteznek olyan folytonos ~;: [0,1] — M" "2 paraméterezett gorbék,
melyekre
> 7;(0) =p; € M",
> Vz( ) q; € M", and
> d(vi(t),~;(t)) at paraméter (gyengén) cs6kkend fiiggvénye minden
1 <4,j,< N-re,
akkor az (U) és (N) K-P-egyenlbtlenségek fennalnak az M™-ben vett
gbémbdkre.
Bakugras-lemma
» Hap e (E")N aqe (E")N egy expanziéja, akkor létezik a q-nak
egy folytonos expanziéja p-be E*"-ben.
» Hap € (SN aqe€ (SN egy expanziéja, akkor létezik a q-nak
egy folytonos expanzidja p-be S*"*!-ben.
> A hiperbolikus térben nem ismert, hogy igaz-e a bakugras-lemma.
Kovetkezmény
A K—P-sejtés igaz az euklideszi sikon U-ra és N-re is.



A K—P-sejtés fuzzy valtozata

Definicié

Egy A halmaz fuzzy részhalmaza egy m: A — [0,1] leképezés. Az x € A
pontra, m(z) az & pontnak fuzzy részhalmazhoz valé tartozasanak foka,
m a részhalmaz tagsagi fliggvénye.

Definicié

E™ egy m mérhetd tagsagi figgvénnyel megadott fuzzy részhalmazanak
térfogata [, m(x)dx.

Definici6

Egy p kozépponti fuzzy gomb E”-ben E™-nek egy olyan fuzzy
részhalmaza, melynek tagsagi fiiggvénye m(x) = f(||x — p||) alaka, ahol
f: R4 — [0,1] egy csokkend fiiggvény.

Hogyan értelmezziik fuzzy részhalmazok uni¢jat és metszetét?



A fuzzy metszet axiomai

Egy metszet miiveletet egy halmaz fuzzy részhalmazain egy
I:]0,1] x[0,1] = [0,1]

kétvaltozés miivelettel adunk meg a [0, 1] intervallumon. Ha adott I,
akkor a megfelelg miivelet az my, mso fuzzy részhalmazokon

(ma rpmg)(x) = I(mi(x), ma(x)).

Az [ altal definialt miivelet egy fuzzy metszet, ha I teljesiti az alabbi
axiomakat:

il. Hatarfeltétel: I(a,1) =a

i2. Monotonitas: b < d = I(a,b) < I(a,d);

i3. Kommutativitas: I(a,b) = I(b,a);

i4. Asszociativitas: I(a,I(b,d)) = I(I(a,b),d);

i5. Folytonossag: I folytonos;

i6. Szubidempotencia: I(a,a) < q;

i7. Szigord monotonitas: a < ¢ és b < d = I(a,b) < I(c,d).



A fuzzy uni6é axiomai

Hasonléan, egy unié miiveletet egy halmaz fuzzy részhalmazain egy olyan

U:[0,1] x [0,1] = [0,1]

kétvaltozés miivelettel adunk meg a [0, 1] intervallumon, mely kielégiti a
fuzzy unié axiémait:

ul.
u2.
u3.
ud.
ub.
ub.
u7.

Hatarfeltétel: U(a,0) = a;

Monotonitas: a < b = Ul(a,c) < U(b,c);

Kommutativitas: U(a,b) = U(b, a);

Asszociativitas: U(a,U(b,c)) = U(U(a,b),c);

Folytonossag: U folytonos;

Szuperidempotencia: U(a,a) > a;

Szigort monotonitas: a; < ag és by < by = U(a1,b1) < Ulasg, bs).

> I-re teljesiil az ik. axibma <= U(a,b) =1—-1(1 —a,1—b)

kielégiti az uk. axiémat.



Példak fuzzy metszetre

> I(a,b) = min{a, b}, U(a,b) = max{a, b}.
> I(a,b) = ab, U(a,b) = a+b— ab.
I(a,b) = max{0,a +b— 1}
(nem szigordan monoton!)
T(a,b) = min{a, b} ha, m,au)({a7 b} =1
0 masként.

(nem folytonos, nem szigorian monoton!)
ab
> I(a,b) = , ahol
(a.0) v+ (1 —=7)(a+b—ab)

v € [0, 00).

> I(a,b) = 1*min{1,((1—a)w+(]_,b)w)1/w},
ahol w € (0,00).
I(a,b) = {1+ [(1/a —1)" + (1/b—1)*]"/*}~1, ahol w € (0, 00).
Ula,b) = {1 +[(1/a—=1)"" + (1/b—1)~*]/w}~!



» Ha I egy fuzzy metszet, akkor legyen
In(ay,...,an) =I(a1,I(ag,...,I(any—1,aNn)...)).

» Definialjuk Un-t egy U fuzzy uniéra hasonléan.

» Definialhaték mas H : [0,1]Y — [0,1] halmozott fuzzy miiveletek is
N fuzzy részhalmazon a fuzzy uni6 és fuzzy metszet vegyes
kombinalasaval.

Kérdés

Tegyiik fel, hogy a p € (E")" pontrendszer egy expanziéja a q € (E™)Y
pontrendszernek. Igaz-e, hogy barmely mérhets és csokkend

fi : Ry — [0,1] ,fuzzy sugérra” és barmely I fuzzy metszetre, illetve U
fuzzy uniora

/n In(fllx=palD);- - fn(l[x = pwl]))dx
S/ In(A(x=all), - fn(Ix = anl]))dx
Rn

és
[ Untilix=pill... it

> [M Un(fi(llx = a1l]), .., fx(]x — an|]))dx?

x —pnll)dx



Tétel
Tegyiik fel, hogy

> [ egy sima fuzzy metszet,

> fi: Ry —[0,1], 1 <i < N sima csékkend fiiggvények, melyekre

limy_y o0 fi(t) = 0.
Ekkor

A;bdﬁmx—PM%~mMUk—PNWMX

N
= [ O ONIN(fi(ra)s s I Oen) [T (£ (o))

N
RY i=1

- Vol <m(B(Pi,m)> dr

i=1

Eszrevétel

Ha 0;...0nIN > 0, akkor az ,éles’ gobmbok metszetére vonatkozé
K—-P-egyenl&tlenséghdl kovetkezik a fuzzy gombok fuzzy metszetére

vonatkozé egyenlétlenség.



Ebben az esetben, J; ...0nIn > 0 egy val6sziniiségi eloszlas
stirliségfiiggvénye az egységkockan, és ha X = (X1,..., Xx) egy véletlen
vektor, melyet ezzel valésziniiségi siirtiséggel vélasztunk, akkor Iy az X
kumulativ eloszlasfiiggvénye, azaz

In(z1,...,25) = P(X1 <z1,..., XNy < 2N). (*)

Tétel

Tegyiik fel, hogy

» I egy fuzzy metszet, melyre van olyan valdsziniiségi mérték a [0, 1]™

kockan melyre (x) fennall.
> fi: Ry —[0,1], 1 <4 < N cs6kkend fiiggvények, melyekre a
Bi(x) = fi(||x — pil|) fuzzy gémbék térfogata véges.
Ekkor

Dz

[ I B160). By x))ax = B(Vol( () Bpi g (X,) ).

N
Il
—

C =

/JUN(Bl(X),..‘,BN(X))d (vol( B(pi. g;mufxi))),

s
Il
-

ahol g"=(b) = sup{a : fi(a) > b} és g™ (b) == inf{a : fy(a) < b}.



"=

/ IN(Bl(x),....,BN(x))dx:E(Vol( B(pi,gflax(X,;))),

n .

1

-
I

C =

/ UN(Bl(x),....,BN(x))dx:E(vol( B(pi7ggf”7b(1—xi))),

n .

-
Il
—

ahol g®(b) := sup{a : fi(a) > b} és g™"(b) := inf{a : f;(a) < b}.

K2

fi

e

! g (b) g (b)

Kovetkezmény

Ha In egy (X1,...,Xn) €[0,1]" véletlen vektor kumulativ
eloszlasfiiggvénye, akkor az ,éles” gbmbékre vonatkozé (N) és (V)
K—P-egyenl6tlenségekbdl kbvetkeznek a megfelelé egyenlétlenségek az
ugyanazon kézéppontokba tett fuzzy gémbdkre is.



Példak

>

>

Az egyenletes eloszlast véve [0, 1]V -en,

P(Xy<z,...,Xny <x,) =21 2N, €z a valészinliségi metszet.
Ha X egy egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozé a [0, 1]-en,
akkor (X1,...,X,) = (X,...,X) egy véletlen vektor, mely
egyenletesen oszlik el a [0, 1]V kocka f64tléjan. Ekkor

P(X; <z,...,Xn <x,) =min{zy,...,xn} a Zadeh-féle
metszet.

Ha (Xi,..., Xn) egyenletes eloszlasa a [0,1]" kocka (1,...,1)
csticsaval szomszédos csiicsai dltal kifeszitett szimplexen, akkor

P(X; <z,...,Xn <) =min{0,21 + 22+ - +ay — (N—-1)},

ami éppen a vastag metszet.

b
Az I(a,b) = a Hamacher-féle metszetre, ahol
v+ (1 —=7)(a+b—ad)
v € [0,00), a siriiségfiiggvényre jeldlt ;021 negativ értékeket vesz

fel v > 2 esetén.

Gt ornwa




Miért érdemes a fuzzy és valdsziniiségi valtozatokat
vizsgalni?

» Ezek kovetkeznek az ,éles” sejtésbél ezért talan kdnnyebben
bizonyithatok.

» Ha a val6szin(iségi valtozatot elég sok eloszlasra bebizonyitjuk, abbdl
kovetkezhet a Kneser—Poulsen-sejtés.

» Ha a sejtés nem igaz, konnyebb lehet egy ellenpélda létezését
valésziniiségi mddszerrel bizonyitani, mint konkrétan megadni egy
ellenpéldat a kézéppontokkal és pontos sugarértékekkel.



Egy esettanulmany

Tétel
Ha f;: Ry — Ry csékkend L,-fiiggvények, ésp; € R", i=1...N,
akkor

/RNH Vol<ﬂ(B pl,n>dr—/ Hfz (Ilx = psl)d

+ =1 i=1
Val6sziniiségi interpretacid

> Ag = —ﬁ f! > 0 (altalnositott) fiiggvény egy valdszinliségi
eloszlas, melynek tartéja R, azaz [;° fﬁ fl(t)dt = 1.

> Barmely g; valosziniiségi eloszlas, melynek tartéja R, megkaphaté
ilyen médon az f;(t) ft gi(t)dt fiiggvénybdl.

> Ha az r; sugar egy valosziniiségi valtozo ezzel az eloszlassal, akkor

N
E(Vol(ﬂ(B(pi,n )—/ Hfz )fi(llx = pill)dx

i=1



Egy esettanulmany

Kovetkezmény
A szita-formuldbdl az N = {1,2,..., N} jeloléssel azt kapjuk, hogy

Cz

B(vol(|J(Bpar)) = Y (- / TT #:(0) (1% — il dx

i=1 (Z);éICN i€l

Definicié
Egy R € [0, 00) val6sziniiségi valtozé Rayleigh-eloszlast o paraméterrel,
. , 2 2
ha siirtiségfiiggvénye f(z;0) = Ze== /27"
12F ! j ) ! B
1.0 —5=05 4
—o0=1.0
0.8 6=2.0 ]




Egy esettanulmany

Tétel
Tegyiik fel, hogy az i-edik gémb r; sugarat véletleniil valasztjuk
o; = \/217 paraméter(i Rayleigh-eloszlassal. Ekkor

>
1
E(r;) = EUz‘ = - 17
2 2 m;

E(Vol(B(pi,ri)) = (W/mi)"/Q,

77)"/2 _ Ziggmimgllei e 112
M

BVol(() Boi ) = (-
ahol M = Zf\il m;.

Kovetkezmény

Amikor a kézéppontok kézelednek, a gémbdk metszetének varhato értéke
nem néhet.



Egy esettanulmany

Tétel (R. Alexander)

Legyen M = vazl m;. Ha a p; pontrendszert tartalmazé legkisebb
g6émb kézéppontja o, sugara R, akkor

Zi<j mim;l|pi — pjl°
M

< MR?,
és egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha a (p;, m;) sialyozott
pontrendszer stlypontja o.

Kovetkezmény (Kirszbraun tétele)

Egy pontrendszer Gsszehiizasakor R nem néhet.

Kovetkezmény

E(Vol((B(pi,r:))) > (ﬁ)/z e~ MR

és egyenl6ség pontosan akkor &ll fenn, ha a (p;, m;) salyozott
pontrendszer salypontja o.



Egy esettanulmany

A unié térfogata

g [T n/2 Sijermimglipi—p;ll2
. . P . - M
BB = 3 (0 (1) e ,

0AICN
varhaté értékének monotonitasa nem trivialis.
Kérdés
Igaz-e, hogy a jobboldali kifejezés a d;; = ||p; — p;|| tavolsdgok monoton
fliggvénye?

Tegyiik fel, hogy mindegyik d; ; tavolsag a ¢t paraméter sima fiiggvénye.
Ekkor a fenti egyenlet jobboldalanak (RHS) derivaltja

d \H7m/2mimj _%ﬂkmldiz .
%RHS = Z ( Z (-1) We 7 )(dij)
i<j  {i,j}CICN 7

Az uni6 varhato értéke a d;; tavolsagok monoton fiiggvénye, ha a (d?j)’
derivaltak egyiitthatéi nemnegativak.



A kérdés tehat az, hogy

|1‘7r"/2mimj ,Zk<le11vylkmzdﬁz 0
(- ———FF—>e T > 07
it MIn/2+1 =
1,j}CICN

Eszrevétel
Ha a dy(to) tavolsagok realizalhatk, mint az uy,...,uy € E"+2
pontok kdzti tavolsagok, akkor a B'*? = B!"*?(u;,r;) véletlen gdmbokre

E(Volro(BI? 0B\ | Bt
ke {35}

Z ( 1)|I\ < ™ >n/2+1 _zk<zezm],c;nl|rk,mz -
= _ o . : Y
{i,j}CICN My

Kovetkezmény

E(Vol(U, B;)) nem csékken, ha a centrumok kézt van egy folytonos
expanzié E™+2-pen.



E™-beli gombokre hasonlitsuk Gssze a

d N
EE(Vol(i:LJlB(pi,n)))

n/2 Theter mpmyd,

" m;m Zk<lel Tk Tkl

=> ( >, (- )‘”MTzH]e = )(d?j)'
i<j  {i,j}CICN

és
N

%VOI(U pl,rl ZVoln 1( ”7

i=1 1<j

képleteket, ahol W;; az i-edik és j-edik gomb csonkolt
Dirichlet—Voronoi-cellai kozti fal térfogata.

N
|



Kérdés

Igaz-e, hogy
|I|7r"/2mimj _ Tk<ter mrmidyy
B(Voln (W) = (37 (~)MIE e = Yoy
{i,J}CICN I

N



